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Proste w geometrii kwadratu

Stanistaw Szymanski

W pracach [1] i [2] zawarte sg podstawowe okres$lenia geometrii lokal-
nie euklidesowych oraz podano ich klasyfikacje w oparciu o jednostaj-
nie nieciggte grupy przeksztatcen izometrycznych ptaszczyzny euklide-
sowej. Celem artykutu jest scharakteryzowanie prostych w geometrii
kwadratu oraz opis pewnego zjawiska fizycznego za pomocg tej geome-
trii. Niech na ptaszczyznie euklidesowej dany bedzie kwadrat AI3CD.
Zbidér G geometrii kwadratu, jak sama nazwa wskazuje, stanowi¢ beda
punkty wewnetrzne tego kwadratu oraz punkty znajdujace sie na bo-
kach z ta jednak modyfikacja, ze punkty lezace na przeciwlegtych bo-
kach bedg utozsamiane, jezeli mozna je potgczy¢ odcinkiem rownole-
glym do pozostatych dwdch bokéw. Odlegto$¢ g miedzy punktami A
i B bedzie realizowana po najkrétszej linii /, taczacej te punkty, przy
czym linia / moze rozpadac si¢ na skonczong ilos¢ krzywych roztgcz-
nych f\,fi,..., /, takich, ze krzywa fi konczy sie, a /,-+1 zaczyna sie w
punktach utozsamionych dlai = 1 , 2 , —1. Geometria kwadratu
E = (G,q) jest geometrig lokalnie eukliclesowg [1], Z kolei rozpatrzmy
réwniez geometrie lokalnie euktidesowg Er = (G,b), ktéra odpowia-
dac¢ bedzie jednostajnie nieciagtej grupie przeksztatcen izometrycznych
ptaszczyzny euklidesowej k = \T—, Z}—], gdzie translacje T— i T— sg
generatorami grupy F. Elementami grupy | sg wiec translacje postaci

7f, gdzie x —m- AB ¥ AD, m,n G Z. Punkt A G G geometrii Ep
jest wyznaczony przez orbite A generowang przez punkt A, za$ odle-
gtosé

g(l,B) =mm{\AB\, A GA, B GB},
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gdzie \AB\ oznacza odlegto$¢ euklidesowg punktéow A i B na ptasz-
czyznie. Geometrie E = (Q,g) i Sr = co wykazano w pracy
[1], sa rownowazne, tzn. istnieje odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne
h : Q — >e zachowujgce odlegto$¢: gq(A,B) — g(h(A), h(B)). O lokal-
nej euklidesowos$ci geometrii Ep Swiadczy fakt, ze odlegto$¢ euklide-

sowa punktow A i B kota o dowolnym $rodku i promieniu r = jest

réwna odlegtosci g(A,B). Rozbicie punktow ptaszczyzny euklidesowej
na. orbity jest relacjag rownowaznosci. Punkty A i B na ptaszczyznie
euklidesowej sg rownowazne jezeli istniejg liczby m,n £ Z takie, ze

m_ﬁ-n_ﬂf(dl) = B. Przy powyzszym odwzorowaniu h kazdej figurze
geometrycznej (w kwadracie) w geometrii S odpowiada figura w geo-
metrii Er. | tak prostg w geometrii E nazywamy te linie 1w kwadracie,
ktérej odpowiada przy odwzorowaniu h prosta na ptaszczyznie, tzn. dla
ktérej suma mnogosciowa orbit h(A), A £ /, jest prostg na ptaszczyznie.
Dtugosé prostych w kwadracie moze byé skonczona lub nieograniczona.
Prosta zamknieta w kwadracie to taka prosta /, po ktorej poruszajac
sie w dowolnym Kierunku powr6cimy do punktu wyjSciowego, natomiast
poruszajac sie na odpowiadajgcej jej prostej / = h{l) na ptaszczyznie
euklidesowej dojdziemy do punktu réwnowaznego z punktem wyjscio-
wym.

Twierdzenie 1 Jezeli wspotczynnik kierunkowy prostej I o réwnaniu
y = ax-\-b jest liczbg wymierna, to odpowiadajgcajej prosta | w kwadra-
cie jest zamknieta, natomiast gdy wspotczynnik ten jest liczbg niewy-
mierng, to prosta | jest nieskoficzona i przechodzi dowolnie blisko koto
kazdego punktu kwadratu.

Dowdd. Niech rozwazany kwadrat ABCD bedzie kwadratem jednost-
kowym.

1. a=p/g,p,q £ Z (a — liczba wymierna).

Punkty Pi(xi,yl) i P2(xi+q,yi+p) sg rGwnowazne ijezeli Pi £ /,
to P2 £ /. Oznacza to, ze odpowiadajgca prostej / prosta / w
kwadracie jest zamknieta. Na rysunku 1 przedstawiono prostg /
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w kwadracie, dla ktérej | ma réwnanie y = |au

2. Niech a bedzie liczbg niewymiernag.

Rozpatrzmy dowolny punkt wewnetrzny kwadratu /o(x0, Z0o) oraz
prostg /o przechodzacg przez punkt PO i rownolegta, do boku AD
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(rys. 2).

Prosta /ojest krzywg zamknietg. Prosta / w kwadracie odpowiada-
jaca. prostej 1 przecina prostg Iq w punktach kwadratu P, (ro,y.),
ktore sg rGwnowazne punktom Pn £ / o wspdtrzednych

(1) 26=r0+ n, = an+ 6 gdzie nEZ ib=aro+h

Z kolei wykazemy, ze jezeli 22~ n, to Pm ~ Pn. Zalézmy, ze
n 72 oraz Pm i Pn sg rownowazne na /. Wéwczas zgodnie z (1)
otrzymujemy

r“-Zn=m-n i Ym- Yn=a(m- n).

Z drugiej strony z réwnowaznosci punktow Pm i Pn wynika, ze
istnieje liczba catkowita k £ Z taka, ze zachodzi

Ym - ¥n — R

Stad = a, czyli a jest liczbg wymierng, co sprzeczne jest z
zatozeniem.
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WezZzmy dowolng, liczbe e > 0. Woweczas istnieje taka liczba natu-
ralna no, ze * < £. Podzielmy odcinek jednostkowy /ona 2o row-
nych czesci punktami Qi (To,~), i = 1, *»*,no- Poniewaz liczba
punktéw Pn jest nieskonczona, za$ liczba odcinkéw wynosi 20, to
istnieja co najmniej dwa punkty Pn i Pm, gdzie m ~ n, nalezgce
do tego samego odcinka. Z kolei oznacza to, ze istnieje liczba cat-
kowita k £ Z taka, ze yjj—(/jjj + k) < W i zgodnie z (1) zachodzi

1
an-fb=am+ b+ k+ er, gdzie 0<a < —.
no

Przyjmujac oznaczenie r = n —rn mamy
(2) ar = a + k, gdzie O<a<ﬁ,k£z.

Ustalmy liczbe s £ Z i pordwnajmy punkty Ps i Ps+r. Ze wzoréw
(1) otrzymamy

XT+r = B+ r, JJ+r= am(s+ 7+ b=as+ b+ ar =yl + ar,

a po uwzglednieniu (2) mamy
bBH —W+ k+ 0, 0< ac< = kEfZ,

co oznacza, ze odlegto$¢ miedzy punktami Ps i Ps+r jest mniejsza
od Biorgc wiecej niz ~ odcinkéow [-P>, Pp+ip], * —0,1,...,
pokryjemy cala prostg Ig i punkt P bedzie naleze¢ do jednego z
tych odcinkéw tzn. istnieje punkt P,r taki, ze g(Pir,P) < o <

ﬁo<£.

Przyktad.

Rozpatrzmy uktad planet A i /i, ktore krazg ze statymi predko-
$ciami katowymi odpowiednio ug i u2 po wspotsrodkowych orbitach o
promieniu 77 i r2, gdzie 77 < r2.

Zatézmy, ze ptaszczyzny orbit sg rézne i planeta A jest widziana
przez obserwatora znajdujgcego sie w srodku orbit O pod katem 71,
zaS B pod katem 32 (71 < 72). Oznaczmy przez /10 i BO potozenie
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planet w czasie rozpoczecia ich obserwacji (t = t0). Potozenie planety
A w czasie t okre$lone bedzie katem miedzy potprostymi OATJ* i
OA"*, gdzie A réwniez oznacza potozenie planety A w czasie t. Ana-
logiczne potozenie planety B okre$lone jest katem tp. W takim razie
kazde potozenie planet jest catkowicie okre$lone parg liczb (<p, ip), gdzie
0<tp<27ri0<”< 2tt. Zbior wszystkich punktow potozen (ip,ip)
planet stanowi na ptaszczyZznie euklidesowej we wspoétrzednych karte-
zjanskich ip,tp kwadrat o boku 27T, przy czym

(0-0) = @w9) i (<p,0) = (V.271),

czyli powyzszy uktad planetarny jest scharakteryzowany punktami geo-
metrii kwadratu.

Z kolei wykazemy, ze jezeli 022/ jest liczbg niewymierna, to obser-
wator w punkcie O zaobserwuje nieskonczenie wiele zacmien. Zaémienie
zachodzi w dany moment czasu t, gdy planety A i B znajdowac sie bedg
dostatecznie blisko jednej z dwodch potprostych powstatych z rozbicia
przez punkt O prostej krawedziowej utworzonej z przeciecia ptaszczyzn
orbitalnych. Doktadniej, jesli {*>0,ipo), oznacza punkt w kwadracie od-
powiadajgcy potozeniu planet na pétprostej OC” (rys. 3), to zaCmienie
nastapi, jesli punkt (<p,V’)» kwadratu odpowiadajacy potozeniu planet
w czasie t spetnia nierownos¢

©) W- <A+ WP- \&d < 7i - 72-

Takie punkty tworzg réwniez kwadrat o Srodku (ip0,ip0) i prze-
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katnej 2(71 - 72).

Je$li w momencie t — 0 potozenie Srodkow planet A i B okreslone
jest katami a i /?, to w czasie t

P=u\lt+a, p=uilt+ @3

Stad otrzymujemy

- p _ aa
RP—wv W
Cli .
tzn. V' = - ¢p+ A gdzie A= a+ 0.
uJ2 CJ2

Ostatnie réwnanie jest rownaniem prostej o wspétczynniku kierun-
kowym u>i/uzi dlatego potozenia planet w r6zne momenty czasowe wy-
kreSlajg prostag w kwadracie. Jezeli 07/cc2 jest liczbg niewymierng, to na
podstawie udowodnionego wyzej twierdzenia prosta ta przechodzi do-
wolnie blisko koto kazdego punktu kwadratu, a zatem w szczego6lnosci
przechodzi dowolnie blisko punktu ((p0, 4%), tzn- istnieje nieskonczenie
wiele punktéw na tej prostej (®,”), ktére spetniajg nierownos¢ (3).
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