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WSP w Bydgoazczy
Studenckie Koto Matematyczne WSP w Bydgoszczy
O IDEALACH BORELOWSKICH

F.Berstein skontruowat rozbicie prostej na dwa zbiory
miary zewnetrznej pednej (drugiej kategorii w dowolnym punkcie)
[21 .[ 3]- Zaktadajac Hipoteze Continuum Luzin podat przykdad
nieprzeliczalnego podzbioru prostej, ktéry z kazdym zbiorem
pierwszej kategoriil ma przeciecie przeliczalne «
Analogiczny zbidér dla ideatu zbioréw miary zero skonstruowat
W. Sierpinski. Roéwniez Sierpinski udowodnit, ze dla dowolnej
rodziny K mocy continuum wzajemnie jednoznacznych fukcji
f : R -~ R odwzorowujacych zbiory miary zero na zbiory miary
zero, istnieje zbior E ppierwszej kategorii i mocy oontinuum
taki, ze TF(E)&E jest zbiorem przeliczalnym dla kazdej
fhnkcjl F eK [3] .

W niniejszej pracy uogolniamy wyzej wymienione twierdzenie
na klase G -ideatow borelowskich. Pojecie G -ideatu borelow-
skiego wprowadzone zostato w pracy doktorskiej M. Balcerzaka [1]
Przyktadami G-ideatow borelowskich sg rodzina zbiordéw miary
Lebesgue“a zero, rodzina zbioréw pierwszej kategorii, rodzina
zbioréw przeliczalnych lub rodzina zbioréw G-porowatych.

Inne przyktady ideatdéw borelowskich znalez¢ mozna w [1].
Ponadto dla dowolnego ideatu borelowskiego konstruujemy
przyktad funkcji f : R —~ R nieborelowskiej i takiej, ze dla
kazdego 1€l funkcja F |l Jest 11 klasy Baire"a.

Praca ta powstata na spotkaniach Studenckiego Kota
Matematykoéw. Podane twierdzenia dowodzilismy najpierw dla
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i
deatu zbiordéw miary Lebesgue"a zero, a nastepnie uogolnialismy
je na dowolne ideaty borelowskie.

W tej pracy R oznacza zawsze zbiér liczb rzeczywistych,
P ®R) oznacza rodzine wszystkich podzbioréw R, za$s B rodzine
podzbioréow borelowskich w R. Zapis A A B oznacza réznice
symetryczng zbioréw A i1 B .

DEFINICJA 1. Rodzine 1 podzbioréw R nazywamy G-ideatem

borelowskim wtedy 1 tylko wtedy, gdy 1 spe#nia nastepujace
warunki

@ jesli A el i Bs A, to Bel

@ jesli {Al1,A2 s, - - - % 0 A fg ,

(©)) Jesli A jest niepustym zbiorem owartym, to AN3
@) jesli x€ER, to ,

®) Jesli A 43, to istnigje Bt 3hR taki, ze At B.

W dalszej czesci tej pracy | bedzie zawsze oznaczato
—ideat borelLoweki. Ponadto stale zaktadamy, Zze spedniona

jest Hipoteza Continuum (CH).

DEFINICJA 2. Mowimy, ze zbidér C jest I -mierzalny, wtedy
i tylko wtedy, gdy nalezy do rodziny zbioréw borelowsklch
modulo G -ideal I , to znaczy, ze C da sie przedstawi¢ w
postaci roéznicy symetrycznej dwoch zbiorow A[B, gdzie A jest
zbiorem borelowskim, a B nalezy do G-idealu 1 .

LEMAT 1. Kazdy zbiér 1 -mierzalny nie nalezacy do
zawiera podzbior borelowski nie nalezacy do ideatu 1

Dowod. Nieoh H bedzie dowolnym zbiorem |1 -mierzalnym
nie nalezgacym do ideatu 1 . Wéwczas H = A~B =(A - B)(B - A),
gdzie A jest niepustym zbiorem borelowskim i B nalezy do
G -ideatu 1 . Wiemy, ze B - Acl , bo Bcl . Poniewaz

ideat 1 jest borelowski, to kazdy zbidér nalezacy do ideatu

zawiera sie w pewnym borelowskim zbiorze z ideatu. Zatem
istnieje zbior borelowski C nalezacy do ideatu 1 taki, ze
B ¢ C . Zachodzg nastepujace inkluzje :

A-Cs< A - B < H
Zbiér A -C  jest zbiorem borelowskim jako réznica zbioréw
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borelowskich. Pokazemy ze zbiér A -C nie nalezy do ideatu I.

Stosujemy metode dowodu przez sprowadzenie do sprzecznosci.
Zak6zmy, ze zbior A -C nalezy do ideatu 1 . Poniewaz
A< (A - CuC oraz zbiory A - C , C nalezg do ideatu 1, to

zbiér A nalezy do 1 . Poniewaz A - B<(A - C)u(C - B),
A-Ce€ Il oraz C-Be€l (@yz C1l1 ), wiec A - B jako
suma zbioréw nalezgcych do 1 tez nalezy do I < Zatem
zbiér H = - B)u@B - A) nalezy do I jako suma zbioroéw
nalezagCych do I , wbrew zatozeniu. Do sprzecznosci doprowadzi-
4o nas btedne przypuszczenie, ze A -C nalezy do ideatu I ,
a wiec zbior A -C nie nalezy do ideatu 1 ."Wykazalismy, ze
kazdy zbior I -mierzalny zawiera podzbidér borelowski nie
nalezgcy do ideatu 1

LEMAT 2. Kazdy podzbidér borelowski prostej jest albo
przeliczalny, albo mocy continuum.

Lemat ten wynika bezposrednio z CH.

LEMAT 3. Rodzina podzbioréw borelowskich prostej ma moc
continuum.

Dowéd . Zbiory borelowskle tworzg G-cialo generowane
Przez rodzine zbioréow otwartych. Rodzina ta jest mocy continuum,
wiec rodzina zbioréw borelowsklch tez jest mocy continuum [4]

TWIERDZENIE 1. Istnieje rozbicie prostej R nadwa
podzbiory K, L takie, ze R =K UL, KN L ”™O0 orazJesli F
jest | -mierzalny i F nie nalezy do 1 , to FFIL / O oraz
Fr»K 7/ 0.

Dowd6d. Rozwazamy rodzine wszystkich zbioréw borelow-
akich nie nalezgacyoh do ideatu 1 Z lematu 3 wiemy, ze
rodzina ta ma moc continuum. Korzystajac z pewnika wyboru
ustawiamy zbiory borelowskie w cigg pozaskohczony A1, A2, A3,

- AN, L. ANLE. -

Ze zbioru Al wybieramy dwa roézne punkty 4 Y1 e Ze zbioru
A2 wybieramy punkty X2 i Y2 takie,X2 i1 Y2 {X1" yi)n
n ~Xg, y27~=0 . W -tym kroku wybieramy ze zbioru

AdC - [xB, yB\( <cC\ dw« rézne punkty ,y» . Punkty takie

mozeny wybra¢, gdyz na mocy lematu 2 zbiér A" jest mocy
continuum, zbidr ktéry odejmujemy jest przeliczalny, wiec
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zbior AN -{xn jest mocy continuum.
Definiujemy zbiory K 1L w nastepujacy sposéb K =jx f<'\»,
L = R-K=R - Sprawdzamy, ze zbiory K 1L spedniaja

warunki twierdzenia. Rozwalmy zbidr borelowski E taki, ze
E1l e Wtedy istnieje liczba porzadkowa of taka, ze E = A ,
a wiec zbior KFIE = KFIAN jest niepusty, gdyt x"M& K OAN.
Réwniez zbidér LnE jest niepusty, gdyi my*. L nE. Jezeli F
jest zbiorem I -mierzalnym nie nalezagcym do ideatu 1 , to na
mocy lematu 1 F zawiera podzbidér E borelowski i nie nalezacy
do . Zatem F nK OO oraz FDL 00.
WNIOSEK 1. ZbioryK i L nie nalezg doideatu 1I .
Dowod . Przypusémy, ze zbiér K jest elementem ideatu
. Wéwczas istnieje zbidr borelowski K1 taki, le K<K1
oraz K1¢ 1 . Wynika to z tego, le ideat 1 jest borelowski.
Wtedy R - K1 jest zbiorem borelowskim nie nalezgacym do ideatu
l oraz K (R -K1) 8 (gdyz K<K1).0trzymana sprzecznosc¢
dowodzi, ze K nie nalely do ideatul .
WNIOSEK 2. Jezeli zbior I -mierzalny A jest zawarty w K,
to A nalely do ideatu I .
Wynika to z definicji zbioréw K 1 L.
PRZYKLAD. Jeleli 1jestG-idealem zbioréw miary
Lebesgue®a zero, toK i L sg zbiorami miary zewnetrznej
petnej.
DEFINICJA 3. Zbidor A nazywamy | -zbiorem tuzina wtedy
i tylko wtedy, gdy A jest nieprzeliczalny oraz przeciecie A
z dowolnym zbiorem F =z ideatu 1 jest przeliczalne.
UWAGA. Zaden | -zbidr tuzina nie nalely do I .
TWIERDZENIE 2. Dla kazdego ideatu borelowskiego 1 istnie-
je 1 -zbidr tuzina.
Dowodd . Tworzymy ciag ze zbiorow borelowskich
nalezgcych do 1 . Wszystkich takich zbiordow borelowskich
jest continuum (gdyz kazdy zbidér jednopunktowy £x} jest
zbiorem borelowskim nalezgcym do ideatu 1 , a punktéw na
prostej jest continuum). Te zbiory borelowskie ustawiamy w
ciag pozaskonczony Gl, G2,,»..6 , GN .. ja<wm, -



Wybieramy punkty

x2 R - (G, w62 u (XiJ

w -tym kroku x”"£ R - ({3 G ,u @ ix,V).

Punkt x” mozna wybrac, g)éyz na/ﬁ%fcy CH zbior UjGn ; £ s A

jest przeliczalng sumg zbioréw nalezacych do | a poniewaz

I jeat G-ideatem, wiec zbior ylg,\éovlllzg nalezy dg 1 .

Zatem zbior R - (@G fvU ©>xJ) n*e nalezy do ideatu 1 (w wiec

jeat niepusty)v. Na&m%cy rz<z§/s\ady indukcji pozaskonczonej mozna

wybra¢ ciag takich punktow dtugosci o1 - Konasruujemy zbidr

S=U e Sprawdzamy, ze jesli zbidor F jest zbiorem

nalezagcym do ideatu 1 , to F S jest zbiorem przeliczalnym,
a} Gdy F Jjest przeliczalny, to warunek ten jest oczywisty,
b) ZzZaktadamy, ze F jest nieprzeliczalnym zbiorem nalezgacym

do ideatu 1 . Poniewaz 1 jest ideatem borelowskim, wiec istnie-

je oG< gj takie, ze F C GA . Poniewaz dla kazdego $% =

X 4 n (_311 * wi9c G Y\S(:)L/J_!_;y Zbiél: rI’]c!*jx»|_jest %biorem

przeliczalnym, wiec zbiér " G~AnS jako podzbidér zbioru

przeliczalnego jest conajwyzej przeliczalny. Zatem zbior

F S jako podzbidér zbioru G~nS jest przeliczalny.

PRZYKLAD. Jesli | jest G-ideatem zbioréw miary Lebesgue a
zero, to S Jjest zbiorem Sierpinskiego, a wiec jest zbiorem
pierwszej kategorii [3] -

TVIERDZENIE 3. Dla kazdego ideatu borelowskiego 1 istnie-
je 1 -zbidr tuzina A taki, ze jesli M jest podzbiorem
I -mierzalnym zbioru A, to M jest przeliczalny.

Dowod. Nie K bedzie zbiorem powstatym w wyniku
rozbicia prostej na dwa podzbiory, zdefiniowanego w twierdze-
niu 1.

Rozwazmy wszystkie zbiory borelowskie nalezgce do ideatu I .
Ustawmy je w ciag pozaskonczony G1, G2,..., G~ ,...,G»,,,
Wybieramy punkty {x” , 4 nastepujaco:
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X1C K “ G1 »
Xr£K - COlu G2u (x?) ,

W oC-tym kroku xm£K - (ﬁ*.. Gr"l7U %‘*&})-
Zbiory postaci K - (@ "3 niepuste.
1) K- G, 4 0. o<'r 1

Dow6éd metodg nia wprost.
Gdyby K - G~/ CF, to wowczas K~G” a poniewaz G.) nalezy
do ideatu 1 , czyli zbiér K nalezatby do Ideatu I . Otrzyma-
lismy sprzecznos¢, gdyz K nie nalezy do ideatu I na podstawie
wniosku 1.

W oc¢-tym kroku dowodzimy analogicznie, ze zbior

G.uU vy} nalezy do ideatu 1 jako przeliczalna suma

zbioréw nalezgcych do ideatu 1 (korzystamy tu z CH ), Poniewaz
zbi6ér K nie nalezy do ] wiec K -( GMNU @ {x4) jest
niepusty. Bierzemy zbidr A :Cg?fl%x’\ . A jest nieprzleliczalny,
bo gdy <~ p , to x/~” xp =  Sprawdzamy, ze A jest J-zbiorem
tuzina. Jesli F jest zbiorem nalezacym do ideatu 1 , to
istnieje zbior G~ taki, ze F£ G ,* . Poniewaz dla kazdego
V-~oC, x M~ G, wiec G NNAE . Zatem zbidér FHA jako
podzbidr GY» A Jest przeli(%(z<a(Fny.

Bierzemy podzbior I -mierzalny M zbioru A. Musimy pokarac,
ze jest on przeliczalny. Poniewaz M Jest podzbiorem

I -mierzalnym zbioru K, wiec na mocy wniosku 2 zbior M nalezy
do ideatu 1 . Poniewaz A jest dzbiorem tuzina i

M =M~:N A, wiec M jest zbiorem przeliczalnym

DEFINICJA 4. Funkcja f:R —> R Jest borelowska, wtedy
i tylko wtedy, gdy przeciwobrazy zbioréw otwartych sg zbiora-
mi borelowskimi .

DEFINICJA 5. Funkcja Tf:R R jest | klasy Baire"a
wtedy 1 tylko wtedy, gdy przeciwobrazy zbioréw otwartych sg

zbiorami typu P~ .
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DEFINICJA 6. Funkcja f:R —~R jest 1l klasy Balre"a ,

wtedy i1 tylko wtedy, gdy przeciwobrazy zbioréw otwartych sag
zbiorami typu GMg .

TWIERDZENIE 4. Dla kazdego ideatu borelowskiego
istnieje nieborelowska funkcja f:R — >R taka, ze dla kazdego
zbioru I nalezgcego do I , funkcja T/1 jest Il klasy Baire"a.

Dowdéd. Wezmy za f Ffunkcje charakterystyczna na
zbiorze A taka ze

f()= f1ldla *=A"
(0 dla x/A.
Wtedy fF spednia warunki naszego twierdzenia poniewaz :
(1) Funkcja F jest nieborelowska.
Zatozmy, ze funkcja F jest borelowska. Woéwczas przeciwobra-
zem odcinka /0,2/ przy odwzorowaniu Ff Jest zbidor A,
ktéry na mocy TW.3 Jest nieborelowski co prowadzi do sprzecz-
nosci z zatozeniem, ze funkcja f jest borelowska. Stad
otrzymujewy 1.
(.Z+ Dla dowolnego zbioru 1 nalezgcego do I Tfunkcja f/1 jJeat
Il klasy Baire"a.
dla x ¢A m,

dla it - A,
Zauwazmy, Ze
( ~C1D)= AN 1 jest zbiorem przeliczalnym, a wiec typu F ,
<f/1D)71O0)=1 - A -1 1TR-AD= 11 [r- (Ani)] Jest zbiorem typu
Gj w I . Stad otrzymujemy (2) .
Na mocy punktéw (1),(2) ustalona funkcja spe#nia warunki

twierdzenia.

TWIERDZENIE 5.
a) Jesli 835 P(R) Jest G -ideatem borelowskim,

H={f" R R1 »" > to istnieje zbidor E mocy
continuum taki, ze
E nie nalezydo 1 , R-E nie nalezZzy do 1 orazdla

kazdego zbior (e)n E jest przeliczalny.
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b} Ponadto, jesli zatozymy, ze dla kazdego funkoja P
spednia warunek ; Afc3 wtedy i tylko wtedy, gdy T (A)t3,
to zbiér E Jest 1 -zbiorem tuzina.

Dowd6d . Niech bedzie ciggiem wszystkich

zbioréw z rodziny /1 rO » * {r]]l<ch]” bedzie ciagiem wszystkich
liczb rzeczywistych.

Dla kazdego definiujemy grupe przeksztatcen

G, = Zauwazmy, ze G Jest przeliczalny dla

0 < <(@loraz, ze jesli f£ G, to T jest funkcja wzajemnie
Jjednoznaczng.

Tworzymy indukcyjnie ciagi [ |y-Ccd™, (Y. |fCco,} w nastepujag-
cy spos6b: niech xo=rQ, eo =(F cxo>1f g ], yoa-Eo oraz

Fq =~f(yQ)If & ™y . Zakdézmy, ze x” , y» sa okreslone dla
wszystkich [r4ft .

Okreslamy wtedy zbidér BA=[F@IIZE N 1@*V} 0 Iy 1lp 671 .
Zauwazmy, Ze zbidr By. jest przeliczalny, poniewaz G/ jest
zbiorem przeliczalnym oraz zbidér [x* i< V(@pl & jest
przeliczalny. Niech r”éR -( CpO , EF=Jf(xp | T 4C)],

Yj-tR - (U CpwB”"Ey.) , ={fCyr)|f ¢ G"]-

Zauwazmy, ze id é Gy, zatem {xp| Ju{®,lpcf} & BF.

¥ rezultacie Jx*. , y”™ fH{x” »y* |j#ry|= 0. Podobnie, xf<t E",
zatem i* / y. . Definiujemy zbiory E = [J E oraz F =\NF.
Zauwazmy, Ze : R/GIL Is p w<P
I. EOF r O bowiem E™n F : O dla 0~7cé, B Qi

Istotnie; zatozmy, ze

a) o B . Przypusémy, ze istnieje xé,BE.(I FA. Wtedy istnieja
funkcje f L Gji g GN takig x= FL{) = B(Yp) ! zatem
071« F<=GN 1 yp = g-19u f(X(KBp , co daje sprzecznosc

z wyborem y~

b) ot> . Ten przypadek jest podobny do a)

c) o€rp . Przypusémy, ze istnieje x€ ENOF~. Wtedy

istniejg f i g € G takie, ze x = F ( x = Gfy™)» zatenm

g FTEGAiT yAh=g o f(x) nalezy do E~ , co daje

sprzecznos¢ z wyborem y~
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Il. Zbiory E i F sg mocy continuum, poniewaz zbidr
N jJest podzbiorem mocy continuum zbioru E. Podobnie
zbior {y~1g4 J jJest podzbiorem mocy continuum zbioru F.

111, Zbiory E,F" , Istotnie, gdyby E &8 , to istniataby
liczba porzadkowa of< C* taka, ze E £ CA, a to jest niemozli-
we, gdyz *0M1 -E ~ C*e Stad wynika, ze R - R”™J .

IV. Jesli (b™oC, to TFXCEQ)= E”~ . Rzeczywiscie, jesli x & ™CE)(
to istnieje f ¢ G takie, ze x = ¥~ o fC*) . Poniewaz

fp oftL , wiec X & EN . Zakozmy teraz, ze X tE*. . Wtedy
istnieje F & GA takie, ze x = f0»,*) i /10 1 <€ G», Zatem
*\V © I =tpCr"il-

Eo"I"KO 04 usr filE| L rvb

PoniewaZUdla kazdego J(_iﬁ V=~ zbiory E’1’° , f/r (Ep)sq przeliczalne,
pi'f'[féEP) WE.F) jest zbiorem przeliczalnym,

D) Punlgt (b) jest nieznaczng modyfikacja punktu (@) -

A tym przypadku ciagi xy i y\. nalezy definiowa¢ w nastepu-

jJjacy sposob: xg é tCCp) WBp , yFER.

I~f~G* fC~B f,F]).

Zoiory Ep» Fp 1 zdefiniowane sg tak samo, jak w punkcie
(@) . Wtedy zbiory E i1 F sa | -zbiorami tuzina. Istotnie,
jesli AL ® , to istnieje liczba porzadkowa taka, ze

Ac C . Zauwazmy, ze C, OEc ‘%a&c pE®). Faktycznie, jesli
*N Ej , to istnieje F C Gy takie, ze X = *4x~0 . Gdyby
X e C* dla pewnego o€ £ , to xref’1(CHi1 Ff dI G , co
Jjest sprzeczne z wyborem punktu xM. .

WNIOSEK (Sierpinski) .
I « Jesli 1 jest ideatem zbiordw miary Lebesgue®a zero, to
E Jest zbiorem pierwszej kategorii.
Il. Jesli 1 jest ideatem zbiorow pierwszej kategorii, to E
jJest zbiorem miary Lebesgue®a zero [ 3]
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SUMMARY

If) 52R is a Borel ideal then the following theorems hold (CH

Is assumed).
1. There exists a partition K,L of R such that if a set
is I -measurable and F 3 « then TALM 0 and FnK ™ 0.

2. There exists a J-Lusin set i.e. a setof cardinalityof

continuum which meets every set A6.3 in a set of cardinality
less than continuum.

3. There is a non-borel function f:R — R such that f |A is
ofthe second class of Baire for every set Afc3 .
*> If H 1is a family of functions H = (fy R R, b

then there is a set E of cardinality of continuum such that
Eé) ,R-E~_.tJ and f (E)AE 1is countable for every
a

The results of this paper were presented on the meeunge of Union

of Students of Mathematics.
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