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SUR LA MESURABILITC DE FONCTIONS QUASI-CONTINUES

Solent (X, J* ) un espace topelogioue avec une topologieT
et R 1Tespace des nombre reels avec la topologie euolidienne.
Si A est une familie de fonotions f : X —~R, alors S(a) desi-
gne le plus petit corps d"ensembles de I"espace X tel que
toute fonotion de la familie A est mesurable par rapport au

corps S(a), Deux reraargues suivantes sont evidentes :

Remargue 1. Si A(CA2, ona S(A1) C. S(A2),

Remargue 2. Si C(X, T Jest la familie de toutes les
fonctions T continues f : X R, alors S(c(X,J" )) +B(.),
ou 3 =pueT ; il existe une fonction 5“continue F sX R

et un ensemble V ouvert dans R tels que
us=-+f1v L
et B@®®.) designe le plus petit corps d"ensembles de 1 "espace
X contenact
Demontrons maintenant un exemple, ou J~J et B(T)OY* bGij)

Exemple 1. Soient X ssR et J la familie de tous les
ensembles de la ferme Ug = U — ,ou U est ouvert dans Rj
et V est de premiere categorie dans R« Pulsgue toute fonction

N

f - X R continue par rapport a est aussi continue par



rapport a la topologie euclidierme dana R, 3™ est donc la
topologie euclidlenne dane R et 5’£ - Il en resulte que
B( 5f) est la familie des ensemblee boreliens dans R. Cependant
B (D ost la familie de tous les ensembles ayant la proprlete
de Baire dans R est B(T )™~ B
Rappelons malntenant la definitlon suivante:

Deflnltion 1. Une fonction f: X —~R est dlte JT quasl-
-oontlnue (T cliguee) au point z ¢X lorsqu#ll ezlste pour
tout ~ >0 et pour tout entourage ouvert UET du point z

un ensemble nonvlde TC-u, V¢ J7 tel que

If(u) - F(z)|*£ pour tout u e V (eso € ).
\

Designona par Q(X, Y(CA(X,T)) la familie des fonotions
f - X R T quasi—-oontlnues (T ollquees) en tout point
z e X. Evidemment toute fonctien f :© X R T oontlnue au
point z ¢ X est aussi T" quaei—-oontlnue en oe point z et
toute fonction TF:X —F R 3 quasi-oontlnue au point 2z est
igalemnt T cliquee au point 2z,

Remarque 3. Toute fonction 5” oliguee f s X — R a
la proprlete de Baire,

Preuve. Puisgue 1"ensemble des points de T dlsoontinul-
te de la fonction oliquee T ast de premiero oatégerle
(v, f8 et v, )T f a la propri¢ts de Baire.

Theoreme 1, S(C™NX, 3)) est la familie des ensembles
arsc la proprlete de Baire,

Prou-re, Puisgue les fonotions caractorlstlques de tous
les ensembles eu-rorts et de teus los ensembles non denses sent

oliguees, S(CM"(x,T)) oontlent dono T et teus los ensembles



da premiera catagoria,d"ou U riant qua toutansaabla av*c
la proprlata da Balra appartlent a s(CMX,T)) .
L*inolusion ItiTaraa rasulta da la ramrqua 3.

Theeraae 2. Pour qua tauta fonotian f : X R ayant
la proprlete da Balra aolnt T ollguaa, 11 faut at 11 suffit
que tout ansamble da preaiere catagoria dans X salt nondensa.

PrauTa. Neoesslte . S"il axlsta un ansamble A X da

preaiere oategorie qul n"est pas nondensa, 11 axlsta un ensemble

nonvlde fft tal qua DCCIA (Co-> A deslgne la feraeture da
1*ensemble a). On paut eorire A a N\ A . ou tous les ensenbles
Ag (n=1,2,....) sant nondansas, nonvides at dlsjaints daux a
deus.

La fonction

fa lergque x¢.A (nml,2,..«.)
¢ =S
/ 0 lorsqua x X - A
a la proprlata da Balra, sals alla n"est T oliquee an ancun po-
int da 1 "ansaabla O,

Suiffisanoa. Soit f tX R une fonotian ayant la
proprlata da Balra* Flxena la point X, la naabra £>0 at
1"entourage aurert D¢ 3" du point x* Puisqua taut ansaabla
da preail&re oategorie ast nondensa at U ast ou-rsrt at nonride,

U ast do donTlono oategorie. Posens, pour k s 0, -1, -2, ...

AjJ- « | xiD ; £ EEF(X) < £) #

Raaarquans qua tout ansaabla A (k =0, tl, 12, _..) a la

praprliti da Balra at u . n u azl_.t. dvno



tol que Af *ot de d«uxitM oatsgtrl*. On a t s ViZ
o] o]
eu V ast ouvert et Z est de premiera oategorie. Puisgue

Z est nondense et A* est de deuzieme oategorie, 1 "ensemble
P ="V . ClI Z estouvert et nenvlde. Mais Pc c-U, on a

o
dono o0so tsSZ et la preuve est aohevee .
P

Cerollaire 1. Si T est une topolegie compatible avec une

mesure /x dans X (v, tI2] alors une fonction
f - X R est 1 oliguee si et seulement si elle est p me-
surgbie.

Corollaire2. (v. 23, th. O. Si X =R et 3'est la

topelogie de densite, alors une fornction f : X —>R estT
oliguee si et seulement si T est mesurable () (au sens de
Lebesgue)™*

Theoreme 3. Si (X, & ) est un espaoe metrigue aveo la
metrigue < alors s(q(X, ? )) est la familie de tousles
ensembles avee la proprlete de Baire.

Preuve. Seit UcGcx un ensemble ourert. La fonction
f(x) = dist (x, X - U)

(la distanoe du pointz et de 1"ensemble fenie X -U) est

oontlnue et U = ¥71((0, oo )). li en resulte que

U6.S (CCX)) d S(a(x))
Soit saintenant A C.X un ensemble nenvide et nondense.
Rangeons tous les elements de 1"ensemble ClI A en une suite
transflnie @ z2, ..., z ,...,ar <0)
Si K(z®, 1) est la sphere ourerte de oentre z e t de rayon

1, il eziste des peints yjI™ yi2~n ¢ K(x1t 1) - ClI A et tels



que Ny i2n* 11 exiate aussi deux nombres positif3

ril”» ri2~ tGls qgUe

*<r>>n K (y(i)F r<d>) =0

(K (af r) designe lasphere fennee de oentre a et de rayon r)
et

K(y$:\ r\I*) <~rk(xIf 1) m Cl A,

Soit o<<cC® unnombre ordinal tel que 1¢ oC ,
Si  K(Xx,*, 3) eat disjointe avec toute sphere K(xp , 3) telle

que p oe et qu”il existe des pointa y~] , YyED 2€ K(x, 1)-

— CI A, fiions deux pointa y{[ﬁl y 12 6 K(x 1) - Cl A

tae & toc ’

tela que yr"a f = A"Jg .

Il extste alors deux nombres osltlfs r*1IN\ f in tels
P 22]31 oL *

que
et
Keyt*Jf rtl)u k< ? VvV J >=*<*«. e >-u a.
Renarauons que 1 "ensemble K(y™1). 1?2)U K(y£1 1 \
a q Ky C}. v 1) (ylc<* )]

ne possede aucun point limite n"appartenant a oette union

U (K(y€l\. rlIDdi> U rtL>2)) et aucun point

*eKp t Di» rt~+> (P<oCo ot 1 = 172>

n"eat auoun point limit de 1"ensemble

u 47j.)o r<>v) - Ki"1” . 4"Jp-
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ta effet, mi X atralt tal palnt, alara 11 ailataralt des

Indloea ardlInaui i, talagaa fi4df et
N“ *e* ' ¥*x & j(ryyj

0 1CY, £) 0 (IIf 12 = 1 =» Man 2).

Par oonaequant au aurmlt, d"uoa part

rei,)* g N i » *> ¢ 17 <

NExE
at d*autra part

? (Xtfl " *t« S (t,eHitd * * (y*V*/ T -i2) *
2 (yill2**t J ~1* ¥ *1-« 473 a

oe qui antraine la oontradlotlon.

Puisgue 1 "enaesble CI A est nandense, 11 ezlata dauz pointa
t\*\ 7> - Cl A - *ef£,) U
L/KGy?D .

to(2 U2
2) tels que @) j_M(%)

et deuz nosbrea posltlfs

. ri") X Ay~ o, *
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Flzona on sMbn ordinal Oc< o* (aC > 1). Sl la aphara
K(xnCe 2~ Mt U*jont« a-rao tania apbara K(z* talia

qua jh<*C at qu*il azlata daa pointa

W ey$ 6 Cxs _ ClA.
- U LH) ULy 1T
11 azlata daa pointa
\.;2) LV@e k(x  £) -cia-

- u C K ,<», )V )
<'I'\«CO *e *

at daa noatoma poaitlfa reMl» rtN» tHl1* <w* ytNl /o yt*J
#t STEQR) 1« FEDi) A K@D o FR2 D 2 ¥

at

«4I\. 41 ) ufdda 41’)) <=c*«e > *°| * "

»
Eta sanarai, dana la a paa daflnlaaana pour of «ocQ daa

VBY. Vij* ¢ KV i>- AA -
U u (i(rEi .* WY 2 i£2))

at notabraa poaitlfa tala qua

*4 1 _r<t>> 0 1(y$) L, r<t>> 0 #

at
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Ayft* | r~) ro) a(x1(J)- ClA-

- Ul U («TAV  r”™\) uE(y<n2, r<a>2»

k=1 *-C—CB
et pour OC >1 eC*vy)) tel que la sphere K(x. g) est disJente
avec de toute sphere K(x™ »telle que p <zoc "etqu”il ejlste

des points

yEN 1» ytM2 EKAV * N ¢ 01 A ¢

n-1
- U \Y ifv(k <*> J)o
k=1 S(I’%)l» renl
o W-(k -(k
U kiy K)2 » r(t«)c 2 »

des points

*

TW 1> T*-2 * Ktl- mS” = = 1

- U U JFED >«
* « of-f«r el by |
1 o]
U Kfv kA (k) i\
U tot2” "toc2 ™
et des nosibres poaitlfa re2?i » *t"2 qTue

pf (>0 n \n Z/-_.W ») 1
Cytocl » F%BXl K(ytoc2 ( 2l;,<. 2-y

et
N4or e Fota. it/ e XV §s-=n

- U u iy o>, ) =2,
¥=1 tgrl *

*«C« Xos*
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(1) SrafclablsMnt que dana la premier pas rmwrgauona que

LA L))

1"ensemble ((k y¥>1~ ) V Ky~
40Lo *4 ~ 2

4 |

na

possede aucun point lImlte nT"appartenant pas a oatta talen

U Ky .n"lt 1) 0 K(yn2, *™n”2)) ot aucun point

zt 1l (y™i. r™~ A) Cror>*

n"eat acrun point IImlte da I*ensenble

*x*1 ” *ocl " tn2
0
et si qu“une suite de peints

> AN n

X
YA *
KAKTY t ki)~ W kiddo®

(ot N"Ev lorsgue k 7/ k? at i)
1 2 1 2

eo*

1=1.2 )

1»

t/5i ;

1 ou blan 2) ost

convorgente vors un point z, alors j & Cl A,

00

@) Cl Ac CI (U u K(yErl) , rlrl)l ) H

n=1

«—q

En effet, sl z £ClI A et U ost un entourage ouvert du

point Xt 11 axlsta un Indioe natural k tal que

K(23py kA€ U -

S*il ezlste des points yflﬁ/_\l YA KX » %) jon a
rex\> u rt )2) ° K(*~ * " < °*

Dans la oas oontralre 11 ezlste (i < ,c P°ur leguol 11 ezlste



des pointa , Y N RKXN , J) et tel que , £)A

hK&Xp i ¢ O» Soit u un point K7, NKxN, B oLoSi

n «4kpf renrl> U *<nr2 4722 >C > E> ¢
on a

20 *«*)<?2(*» *p) ¢ 5 (Cp *u>e y(u» *<>e

Il en resulte que itU et (2) est preuve .
Soit
TO lersque x e \J \J K(yEn\ reEn\ )
H *<* ™1
1 lor*que it (O U KJI“5 , rjn) )
n a2 2

ro(x -

Il resulte de (i)que la fonction ™ estcontinueet on peut
la prolonger a lafonotian oentlnue s (X- Cla) -~ fo,1,].
Pesons

f2() pour x t X -CI A

fFx)a |1 1 pour x € CI A - A
0 pour XxE.A

La fonotian F est,” guasl-oontlnue. En effet, lap quaai-
—oontinuite de la fonotian f en tout peintxCX - CI A

resulte directenent de la oontinuite de la fonotian f. La
guaai—oontinuite de la fonotian f en teutpoint 1 ¢ClI A
rasulte aussi des deflnitions des fenctiens T et Ff et de (2),
Puisgue, de plus , A = f 1(°Vci A, A£S(Q(X, J))- 11 en

resulte que S(q(X,F)) oentinent teus les ensenbles ourerts
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ot tous los ensembles non-denses, dono et tous les ensembles
ayant la proprlete de Baire. D"autre part, toute fonotlon quaai-
—contlnue est oliguee (dono elle a la proprlete de Baire), dono
S(q(x,g )) est la fasd.Ua des ensembles aveo la proprlete de
Baire.

La preuve est donc aohevee .

Renargue U. Le theoreme 3 ne reste pas vral dans le oas
generat ou X est un espace topologique, Par exemple , si X = R
et y est la fasiille oosposee de 1 "ensemble vide et des ensemb-
les de la forne R - A ou A est denombrable, alors Q(X,T ) est
la familie des fonctions oonstantes (donc S(Q(X,T)) = (r, 0D,
mais la fasiille des ansembles ayant la proprlete de Baire se
compose des ensenbles de J et des ensesibles denombrables. Hemar-
aguona encore que dans oet eiesple S(CMN(X,T)) est la familie

des ensembles ayant la proprlete de Baire.

Probleme 1. Le theoreme 3 reste-t-il vraldans le cas ou
X est un espace de Tlohonoff (norsal) ?

Probleme 2. Le theoreme 3 reste-t-11 >0*81 dans le oas ou
X est un espaoe topoleglgue tel que T = ?
Ezaminons malntenant la topologie de densite 3" dans R.Nous
avons deja reaiarque dans le Corollalze 1 qu®une fonction
f sR R est J* cliquee si et seulement si elle est mesurab-
le (L) - Il en resulte que s(C(R, est la fasd.lle des
ensenbles nesurebles (1). Toute fonction ¥ : R -~R Tj conti-
nua (approxImativement continue) est de premiire classe de
Baire, dono s(c(r,5’@) est la fasiille des ensembles boreliens

dans R (relatiuement a la topologie euolidienne). On a dono

Vd

Td C s(cd(R)) .
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Demontrona encore que le theoreme 3 reste vrai dans le oas de
i topologie de denslte.

Theoreme k, s(q(R, Td)) eat la familie des ensembles mesu-
rables (1) dans R.

Preuva . i/ensemble nonvlde A¢ !]j sl et aeulement si
tout point z 6 A est un point de denslte de 1"ensemble A.
Tout ensemble Ac¢ est mesurable (L) (£4]). donc tout ensem-
ble A.¢-d est de la forme A =BUC , ou B est du type Fg
et tout point xe B est un point de denslte de 1"ensemble B
et C est de mesure (lebesquienne) zero. L*ensemble DcR est
non-dense par rapport a si et seulement s"il est de nsura
zero (U2 ), AfFin demontrer notre theoreme 11 suffit donc de
prouver que teut ensemble de mesure zero appartient a S(Qd(r))
et que tout ensemble du type Fr qui ne se compose que de ses
points de denslte egalement appartient a s(Qd(R))-
Soit B un ensemble non Tide du type Tg qui ne se compose que
de ses points de denslte. D"apres le lemme 11 du travail 113}
il existe une fonction oontlnue f s R —£ f.0,1j tel que
f(x) = 0 pour tout x”™ B et T(X) > O pour tout xe.B.
On a dono B s 1 ((0,00)) et par oonseguent B 6.S(Qd(R,tTd)).
Soit malntenant CC R un ensemble de mesuz*e zero. 11 existe
un ensemble Bp C du type Gg- et de mesure zero. D"apres le
lemme de mon article 123 il ezlste des ensembles raesurables
F, GC.R - E tels que tout point x £ E est un point de densi-
te superleure positive de 1ensemble F et un point de denslte
superleure posltive de 1"ensemble G, et les ensembles F, G
et R-F-G-E sont de denslte superleure positive en ohacun

de ses points.
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Posons
"0 lorsque x £ Cu F
S ) =
1 lorsague Xt R - (Ci™F).
La fonotian g ast quasi—continue. (v. 121). Il eziste
auasl la fonction h i R -Jr0,1) continue et telle que

h(z) =0 pour taut z£ E *et h(Xx) >0 pour tout ztR . E ,
La fonotlon k =g + h est quasi—continuaet C = k-1(0)«
donc C~s(@QR, ) ®t 1® preuve est acheree,

Dans le travail f9J O0*Malley a introduit dans R la
r>-topologie dont une basa se oosiposo de tous les ensembles non-
—vides 3’d euTerts etant a la fais du type ot GM et la
topologia p.p- qui se oompase do teus les ensembles A etant

ouYorts et talsqua ®m(A - Int® a) = 0, oum designo la
mesure de Lebesgue dans R at Int™ A deeigne 1 interieur
euclidian (dans la topologie euclidienne J") de I"ensemble
A.  En designant par Tp la r-topologie, et par ™~ Ila
topologie p.p. at par la topologie euclidienne
dans R, ona 3d” Tr Tppe79 et lafonctionf - R R
ast TPP continua si at seulement si elleest S‘d continue
et continue presque partout par rapport a la mesure de
m_ebesgue (v. [9] ot FfIO]).

Ramarque 5. Rasarguons d*abord que CNR, Tr) =
= CgR»pp) * cq( R» ** effet*si f *Cg (R»Tr) *

x £ Ry Uthp est un entourage du point z et £?0 ast un

nombre.:L on a UdTr ot i1l ezlste un ensemble nonvlde VC u

tal que V(’:TT aty osot¢ £ . Mais Int V /O (v- C9J)

at Int V&1 CT ot oso f¢ t-, d"ouil vient
* PP InteV "
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tL C (R, rpp)- °n * dono cqgR» N CQ™R"y ppt °*

on preu-re quo Cq”™R» Mpp~¢ Cq™"R»N«™* DR®**ntron“ encore quo
Cq®Rs Fed © Cq@, I' ). Soient f&C((R,OT ). un3\,,
tol quo itl) et £>0. Pulsque UE£Tp, Int® V / 0. Soit

y £ Intd U un point. La fonotlon t£ C~(R,T”), elle oat donc
cllquee au point y ot 11 oxlste un ensemble ouvort non-
vlide VE Inte ucu tol que o\s/o tsi, -

Maia VC £Ty » on a d*™0 Cq(R,5%) "~(R, T?).

Kernarque 6. Q(R,Tr)”Q(R,T DE QGR, En effet

las Incluslons (*) on obtlent de h m que dana la reaarque 5.

Si des nombros or”™ 2N >N32>. >0 sont tols quo lim =
n y«o

= ||m P =0 et 0estun point de disperslon de 1 "ensemble

U ( “n) alors la fonction

O lorsque x £ 9LfJ] Cn»(iR)u 10J
OO = B

dana le cas reste
est 50 quasl-continue, maia elle nest pas *'“pp quasi-conti-
nue au point O.

Probleme 3. Existe-t-il une fonction fEQ(R, Tr) -

- ?
QR,T ) °
Kamarque 7. Les familles des ensembles ayant la proprie-

te de Baire dana les topologies Te’ |;§~ et Tpp sont les memes.

En effet, les familles des ensembles nondenses dana les topologies
Tr et Te sont les memes (v. 93 ). Si A ¢ R est un ensem-
ble non dense dana Jpp et U£Je nonvide, 11 exlste un ensem-

ble nonvide VE-U - A tel que Ve Tpp' Mais Inte voo
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(v. tg] ) et Int™ V dono A est nondense aussi dans 5"\
Da mii on prouT* que tout ensemble non denae dans IT, oat
aussi. non densa dana 3' _« Il en resulte que las faadLlles daa

PP
enaembles nondansesdana las topologia f#( Jpp at 3t res-

paotivanant sont las memes. On a, da plus, 1,5" at qual
que soit 1"ansamble A¢.5", on a CI(Inte A)DA* 1llen resulte
que A est de laforme A =BUC , ou Ballet C

est non dense danset la preuTa est finle.
Probleme k. SR, Tr)) = s@R, p))=s@R, Te))?
Beaargue 8. Los inolusions S(Q(R, ANCAR, N p)y
£S(q(R, T_)) sont evldentes. Tous las enaembles Te ouverts ap-
partient a I"ensemble s(q(R, Jr)) = Alin de resoudre le prob-
leme 4, 11 auffit donc de prouver que teus ensembles 3'"e

nondenses appartient a s(q(R, Jr)).

Remarque 9* Dana 1"artiole filJ o"Malley a Introduit la
topologie d”y des enaembles aesurabla (1) A<*R tels que
tautes las seotions

Ax = [yfcR : (X,y)™MA) et Ay = (XER ; (X,y)«=A}
sont fj ouverta. Dans f3j on prouve qu“une fonction f: R2 R
est d”~ oliquee si et soulement si elle est mesurable (1).

Il en resulte que S(Cq(HZ, dxy)) est la familie das ensembles
mesurables (1) dans R2 .

Probleme 5. S(Q(R2, d )) =s(CqR2,d ) ?

Remarque 10. Si A est la familie de teutes les fonotions
f : R -FfR oontinues presque partout (relativement a la mesure
da Labasgue), alors S(a) est la familie de tous les ensemb-

les A™-R pour lesauels 11 existe un ensemble borelien BCR
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et un ensemble CER du type Fg- et de mesure zero tela

que A=BuD, ou DE£ C*(vw [5] )

Remarque 11. Ctant donnee une* familie A de fonctions,
designons par B(a) la plus petite familie de fonctions telle

que AC.b(a) et telle que la condition suivante est aatisfaitei

f 6. B(a) pour 11=1,2,.,. et lim £ =F ff. B(a).-
n n n

Dans les ezemples prooedes nous avons :

Considerons 1 ‘eieaple suivant.

Soit A la familia de toutes les fonctions decroissantes

f - R- . Alors on a sA *B(@) et SMa% est la familie
des ensembles boreliens dans R . Donc S(a %)/ ( comparer
C6Jdet j>J ) .
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0 MIERZALBOSEl FUHKCJJ QUASI-CIAGLYCH

Straaicsanla

V tym artykule bada alf najMiieJaxe clale podzbioréw przes-

trzeni

topologicznej X, ze wzgledu na ktére sa nlerzalne wazyt-—

kle funkcje quaal-ciggta (klikowe) f s X - »R, przy czyn R

oznacza zbioér liczb rzeczywistych.



