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SUR DES dfritf£es QUASI-CONTINUES

Soit R l'ensemble des nombres reels. Une fonotion
f : Re* R est dite quasi—oontinue tu point xe R lorsqu'il
ezlste pour tout nombre poslitif £ ot pour tent entourage ou-

vert U du point X on ensemble ourert, nonvlide Vc u tol gne

[f(w) - T I<E, PF* tOUt u€ v = (T1jI )

Dana l'article []j] est proure que la fanille des fonctlons pen—
otuellement disoontinues est le plus petit espeoe llnealre de
fonctlons oontenant toutes les fonctlons quasl-oontlnues. De moim
on peut prouver que la fenllle de toutes les fonotions ponotuel—
lenent disoontinues de classe oC de Balre (i i ) est le plus
petit espaoe llnealre de fonctlons oontenant toutes les fenotlons

quasi—oentinues de classe °C

Dana oet artiole neus preurons que la fanille des fenotlons
approil— tlITouent oentinues est le plus petit espaoe llnealre
des fonotions oontenant teutes les fenotlons a la fels quasi-
-oentinues et appreTinstjyemont oentinues et que la fM sllle
des derlries €St 1* plus petit espaoe llnealre de funotlens
oontenant teutes les derluies quasi—oentimes.

Pulsque les fasdlles des fenotlons sinsrsilnal 11snm | oentinues,

des derlaies et des fonotions guasl-oeutinmes respeotlTsnm t
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sent fermees par rappert a la o»nv*rgeno« unifarra® ([4] at f2]),
la familie das fonctlons a la fals apprexImativementr at guasi-
oantinues et la faaiille des derlvees quasi-—continues sent fer>
mees rolatlvoniont a la oomrergenoe unlfanie, Par oonsequent
elles sont fermees dana las espaoes de teutes las fonctlons
approxImatlveaont continues et raapactivement de toutes les
darlveas avao la metrique da converganca uniforme.

De plus, 11 resulte de lenme 11 du travall C63 de Zahorski,
qu®il exlste pour tout nombre £>0 et pour toute fonctlon a
la fols quasi-oontinue at approximativentent continue (pour
touta derivee quasl-contlnue) une fonotion g : R - fo,"]
approxImatlvement oontlnue et telle que la somme f +g n"est
pas quasi-continue. Donc la familie des fonctlons a la fols
approximativement- et guasi-continues (das darlvees quasi-con-
tinuas) est un ensemble ferma et nondensa dana 1 “espaoe des
fonotions approximativement continues (des deriveea) avec la
metrigue de oonvargence unlforme.

Theereme 1. Soit Ff : R -+ R une fonotion approximative-
ment oentinue. Il axlste des fonotions g : R-~R ,h R -"R
a la fols approximatzvement-et guasi-continues at telles qua
f=9g+h .

Preuve. Solent A 1"ansamble das paints da oontlnulte

a\.

L e UNe suite de nombres positlfs

tels que .

() a > 4 2- a pour n = 1,2,...
k=n+1

Posons pattr k = 1,2,... ,

= (xtR ; aso f(X) ~» -
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Ona R=AUO, Ak .

Puiague + est de premier® classe de Balre (i3 ), tous les
ensemblee sont dono nondenses, farm®a et 1l eiliste pour
tout k =1,2,... une sulte denaemblea fenaee, dlsjolnts

deuz a deuz A~ tels que

(0 0]
\ - = %/:1 \ i et °\°I f - °k+2
(k =2, 3,... st 1=1,2,..)) . (v- [61)
Solt ( une familie d"Intervalles fermes d"extre-

mltes appartenant a 1"ensemble A tels que

(€)) ~jim ~ e* "*kim N (N2,3 0,151 ,2 )
@
o"est-a-dire AVI C.CI ( \J (ci designe l1"operation de
fermeture) et si 1L IjL)@3 (h=1,2,... et My ™ Myn lorsgue
n /n-,%) et s1l exIste Llim xn = x, alors x 1A’2 :
n <@

@ wN R-— A" et esc *~ &,1,mr 1,2,...)

kim
@R KkIml~ 1~ = * lorsque 11 /712 o0u mAJ »2
ol»12*mixB2 = 1.2,... )b
©o 00
W c1(~ Fr I1*1,)*~ (k=1,2,...) ou xd

design® la derivee de 1"ensemble X et Pr X designe la fron-
tiere de 1"ensemble X

G) SI kM, k2, 1M 12» e m2 = 1,2,... et Kk i k2

caa IHInIFnI non 212@ “ 0 *U bi@n hczl2r5 Int ﬂ,lllq
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(Int design* | "oporation d*intariour) ;

(6) Tout point 1 t est un point da disperslon da
(€e} @

| "ensaabie U U L. «k=1,2,..0)
1=1 n=l

La oonstruotlon de telle fanille k =
satisfalsant aux condltlons (i) - (5) n"est pas diffioult*.
Afin allo satlsfasse encore a la oondltlon (6) 11 suffit de

cboislr des intervalles Iji— dans les conposantes ouvert*s

de I"ens*able R - (k =1,2,*..) de faeon gque
u,("tlsi) n a,.=1,2,...) ,
dist(lkl«;Ak)
ou
dist i™", =inf{Ix-yl;x¢é& In,., ye AN ,
Solent
gllm * ~n R
des fonctlons continues et telles quo s~ (x) = 0 Ilorsgue x
est une extrenite de I*Intei*valle k,I,m = 1,2,...), et
' 8%ib * (nB)3 s tu] (U»m=1,2,... ).
Posons

*,1, () lorsgue * fellllB (bxe =1»2,...)
f, )= 00
lorsgue ii R - \J, |

ln=1 1
*1mfefl et hl=f- fl

0* () = (6) resulte gue les fonctlons et sont appre-
xInatlvenent continues partout et guaai-oontlnues en tout point

X 6. Atua
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Seiont
err, - Vil "ie  f-2a» 2*] (I»>m = 1»2,.,«)

das fonotions continues et telles que g2IB(x) = O lorsgue X

est une extwamtite de oertsin Interralle Igi* 4t

*2InM21sN = AM2*1* 2aid
Posons
*S2IB(X) lorsgue xtl2]+ ({1,n = 1,2,

0 lorsgue X<H = 121 «=1A Igﬁn »

et
*2 =01 ~f2 * h2 =hl ~ f2 *

Les fonctlons g~, sont approxlnativement continues

partout et guasi-continues en tout point x€. AMyj A,

o

En generat, dans le k pas nous ddfinissons les fonotions
continues s Ikl- - * *k-2] M»" = $2F»)
telles que = 0O lorsague x est une extresd.te de cer-
taln Intertroll. ~ et = [- ,
lorsgue xfeR - lja.

#t «k = «k-1 * fk et ~» =7-1 " fk «
Les fonctlons et sont approxla»tlveMnt continues

partout et guasi-continues en tout pelnt d« plus,

les sultes (gk)Xk_1 et (h”")~"™ sont unifornement oon-rergen-

tes, donc leurs lInltes g = lin g~ et h = lin ta” sont

les ndnes en tout point



X* A*kVl *k =R *
Mate gl™+ f PUI* k=1,2,.,., on a donc

g + h = T1limgj/+ Lim hj/= Lim (» +\)7=Ff
k m»«?* k =00 " Kk -&®

et la preuTe est achevee

Theoreme 2. Soit f : R — £ R une fonction derivee . I1
existe des fonctions derivees quasi—continues g¢g,h s R —"R
telles que f =g +h

A N N

La preuve est la meme que celui du theoreme 1, mais on

peut supposer que g3, sont telles que

/

I *glIm(u) Idu |

_____________ / dist (i,, ., A.)
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0O POCHODNYCH QUASICI*GLYCH
Stroszozonlo

V tsj praoy pokazujouy, zo kazda funkcja aproksymatywnie ciaggta

(pochodna) jest sung dwéch funkcji jodnoczoonlo aprokaymatywnlo

1 auasl-clagtych (poohodnyoh quaslolagtych).



