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W SP w B y d g o s z c z y

SUR DES d £ r i t £ e s  QU A S I-C O N T IN U E S

S o i t  R  1 'e n s e m b l e  d e s  n o m b r e s  r e e l s .  U n e  f o n o t i o n  

f  : R • *  R  e s t  d i t e  q u a s i —o o n t i n u e  t u  p o i n t  x e  R  l o r s q u ' i l  

e z l s t e  p o u r  t o u t  n o m b re  p o s l t i f  £  o t  p o u r  t e n t  e n t o u r a g e  o u -  

▼ e r t  U  d u  p o i n t  x o n  e n s e m b le  o u r e r t ,  n o n v l d e  Vc U t o l  q n e

|f(u) - f(x) I < €, P®"** t0Ut u €  v • (TljJ )

D an a  l ' a r t i c l e  [ j J  e s t  p r o u r e  q u e  l a  f a n i I l e  d e s  f o n c t l o n s  p e n — 

o t u e l l e m e n t  d i s o o n t i n u e s  e s t  l e  p l u s  p e t i t  e s p e o e  l l n e a l r e  d e  

f o n c t l o n s  o o n t e n a n t  t o u t e s  l e s  f o n c t l o n s  q u a s l - o o n t l n u e s .  D e moim 

o n  p e u t  p r o u v e r  q u e  l a  f e n l l l e  d e  t o u t e s  l e s  f o n o t i o n s  p o n o t u e l — 

l e n e n t  d i s o o n t i n u e s  d e  c l a s s e  oC  d e  B a l r e  ( i  i )  e s t  l e  p l u s  

p e t i t  e s p a o e  l l n e a l r e  d e  f o n c t l o n s  o o n t e n a n t  t o u t e s  l e s  f e n o t l o n s  

q u a s i —o e n t i n u e s  d e  c l a s s e  ° C  .

D an a  o e t  a r t i o l e  n e u s  p r e u r o n s  q u e  l a  f a n i l l e  d e s  f e n o t l o n s  

a p p r o i l — t l T o u e n t  o e n t i n u e s  e s t  l e  p l u s  p e t i t  e s p a o e  l l n e a l r e  

d e s  f o n o t i o n s  o o n t e n a n t  t e u t e s  l e s  f e n o t l o n s  a  l a  f e l s  q u a s i -  

-  o e n t i n u e s  e t  a p p r e T i n s  t j y ę m o n t  o e n t i n u e s  e t  q u e  l a  f M s l l l e  

d e s  d e r l r i e s  est 1*  p l u s  p e t i t  e s p a o e  l l n e a l r e  d e  f u n o t l e n s  

o o n t e n a n t  t e u t e s  l e s  d e r l u i e s  q u a s i —o e n t l m e s .

P u l s q u e  l e s  f a s d l l e s  d e s  f e n o t l o n s  s i n s r s i l n a l  1 1 s n m l  o e n t i n u e s ,  

d e s  d e r l a i e s  e t  d e s  f o n o t i o n s  ę u a s l - o e u t i n m e s  r e s p e o t l T s n m t
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sent fermees par rappert a la o»nv*rgeno« unifarra® ([4] at f 2 ] ) , 
la familie das fonctlons a la fals apprexlmativementr at ąuasi- 
oantinues et la faaiille des derlvees quasi—continues sent fer»> 
mees rolatlvoniont a la oomrergenoe unlfanie, Par oonsequent 
elles sont fermees dana las espaoes de teutes las fonctlons 
approxlmatlveaont continues et raapactivement de toutes les 
darlveas avao la metrique da converganca uniforme.
De plus, 11 resulte de lemrne 11 du travall C63 de Zahorski, 
qu'il exlste pour tout nombre £ > 0  et pour toute fonctlon a 
la fols quasi-oontinue at approximativentent continue (pour 
touta derivee quasl-contlnue) une fonotion g : R —^ fo,^] 
approxlmatlvement oontlnue et telle que la somme f +g n'est 
pas quasi-continue. Donc la familie des fonctlons a la fols 
approximativement- et ąuasi-continues (das darlvees quasi-con­
tinua s ) est un ensemble ferma et nondensa dana 1'espaoe des 
fonotions approximativement continues (des deriveea) avec la 
metriąue de oonvargence unlforme.

Theereme 1. Soit f : R — ±> R une fonotion approximative- 
ment oentinue. II axlste des fonotions g : R —^ R , h : R —^ R 
a la fols approximat±vement-et ąuasi-continues at telles qua 
f = g + h .

Preuve. Solent A 1'ansamble das paints da oontlnulte
( \a ; . une suitę de nombres positlfsn n=l

tels que oo

(o) a > 4 2- a. pour n = 1,2,... .
k=n+1

Posons pattr k = 1,2,... ,

= (xtR ; aso f(x) ^  .
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Ona R = A U O , Ak .
Puiaąue f  est de premier® classe de Balre (  f i  3 ) , tous les 
ensemblee sont dono nondenses, farm®a et 1 1  eiiste pour
tout k = 1 ,2 ,... une sulte denaemblea fenaee, dlsjolnts
deuz a deuz A ^  tels que

oo

\  - = y  \ i et °“° f - °k+2
1=1 \ i

(k = 2, 3,... st 1 = 1,2,...) . (v. [6 ] )
Solt ( une familie d'lntervalles fermes d'extre- 
mltes appartenant a 1'ensemble A tels que :

(1) -̂jlm ~r~^ e* "*klm ^ 1  ( ^ 2,3,• • » ,1=1 ,2, « .. }
OO

o'est-a-dire AV1 C. Cl ( \J (ci designe l'operation de

fermeture) et si i ć l  , (n = 1 ,2,... et m ^ m lorsąue•* jLXsB n . u n% # 1 2n / n.,) et s 1 1  exlste lim xn = x, alors x A ^  ;
n •+ co

(2) iw ̂  R — Aĵ et esc f ̂  ~ (k, 1 ,m r 1,2,...)
Ikim

(3) Ikl1m 1 ^ ^ 1 ^  = * lorsque 1 1 / 1 2 ou mĄ J »2

(k»l1 »l2*mi»B,2 = 1 .2,... )ł
©o oo

(U) Cl ( ^  Fr I*!,,)* ̂  (k = 1,2,...) ou xd
design® la derivee de 1'ensemble X et Pr X designe la fron- 
tiere de 1'ensemble X ;

(5) SI k^, k2, 1^, 12» m^t m2 = 1,2,... et k^ i  k2 ,

°a a  Ikln. ^ ^  1 m “ 0 *U bi®n hc 1 m Int *1, 1 m 
k 1l i ml 2 2 2  2 2 2  1 1 1



26

(Int design* 1 'oporation d*intariour) ;

(6) Tout point I Ł est un point da disperslon da
Oo oo

1 'ensaabie U  U  L. (k = 1 ,2,...) .
1=1 n=1

La oonstruotlon de telle fanille (k =
satisfalsant aux condltlons (i) - (5) n'est pas diffioult*. 
Afin allo satlsfasse encore a la oondltlon (6) 11 suffit de 
cboislr des intervalles IjŁi— dans les conposantes ouvert*s 
de l'ens*able R - (k = 1 ,2,*..) de faęon que

■,(̂ tlsi) ^  (1 ,. = 1 ,2,...) ,
dlst(Ikl«;Ak )

OU
dist (i ^ ^ , = inf { I x - y I ; x ć. 1̂ .,., y e A ^  ,

Solent

g1lm * ^ In  R

des fonctlons continues et telles quo s ^ ( x )  = 0 lorsąue x 
est une extrenite de l*lntei*valle (k,l,m = 1,2,...), et

(" 8^ib * (^nB) 3 [“■ t ■] (!»■ = 1 ,2,... ).

Posons
*,!,(*) lorsąue * feI1llB (l»«> =1»2,...)

f, (*)= 00
lorsąue ii R - \J I,,- l , n = 1  1

*1 ■ f ♦ f1 et h1 = f - f1

O* (1 ) • (6) resulte ąue les fonctlons et sont appre-
xlnatlvenent continues partout et ąuaai-oontlnues en tout point 
x 6. At u a  .
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Seiont
e21 m

: Î jji " 1 ■> f-2a^» 2*^] (!»■ = 1 »2,.,«)

das fonotions continues et telles que g2lB(x) = O lorsąue x 
extrenite de oertsln lntt

*21n^I21s^ = ^"2*1 * 2aiJ

est une extresd.te de oertsln lnterralle Igi* łt

Posons
’S2lB(x) lorsąue x t l 2|ł (l,n = 1,2,

= O lorsąue x < H  • ^  ^  lot— »1=1 «=1 23j"
et

*2 = ®1 * f 2 * h2 = h1 ~ f 2 *

Les fonctlons g ^ , sont approxlnativement continues
partout et ąuasi-continues en tout point x € .  A^yj A ,

0

En generał, dans le k pas nous ddfinissons les fonotions 

continues s lkl- — * *k-2] ^1»" = ł*2f » )
telles que = O lorsąue x est une extresd.te de cer-
taln lntertroll. ^  et = [- ,

lorsąue xfeR - Ija.

#t «k = «k-1 * fk et ^  = ^-1 " fk «
Les fonctlons et sont approxla»tlveMnt continues
partout et ąuasi-continues en tout pelnt d« plus,
les sultes (gk)k_1 et (h^)^ ̂ sont unifornement oon-rergen- 

tes, donc leurs llnltes g  = lin g^  et h = lin taĵ  sont

les ndnes en tout point



X * A * kVl *k = R *

Małe gl^+ f P°UI* k = 1,2,.,., on a donc

g + h = lim gj/+ lim hj/= lim ( ^  + \ ) /  = f 
k ■»«?* k ■+00 '*' k -t«®

et la preuTe est achevee .

Theoreme 2. Soit f : R — £ R une fonction derivee . II 
existe des fonctions derivees quasi—continues g,h s R — ^  R 

telles que f = g + h .
A  ̂ ^La preuve est la meme que celui du theoreme 1, mais on 

peut supposer que g_, sont telles que1 JLm

/ *g 1lm(u) l duI,, 1-------------  /    dist (i,, , A.)

(l,m = 1 ,2,...).

TRAVAUX CITĆS

[ 13 Bruckner A.M., Differentiation of real functions,
Lectures Notes Math., 659 (1978), pp. 1-21*7 

[" ij Ewert J., Przemski M., Cliquish, lower- and upper-quasi-
—continuous functions, Słupskie Prace Matematyczno- 
-Przyrednicze 1», Słupsk (1983)» PP. 3-12 

C 33 Grandę Z., Sur les fonctions cliquish, Cas. Pest. Math.
1 10 (1985), pp.225-236

T b3 Kempisty S., Sur les fonctions quasi—continues, Fund.
Math. 19 (1932), pp. 181*-197 

[ 5] Sierpiński ¥., Sur une propriete des ensemblee Fg linę-



29

tlr«ł| FU*d. Math. 1k (1929), 2 16-220.

Cój Zahorski Z., Sur las prsslsr* deriToo, Trans, kur, Math. 
Soo. 69 (1950), pp. 1-54

0 POCHODNYCH QUASICI*GŁYCH

Stroszozonlo

V tsj praoy pokazujouy, żo każda funkcja aproksymatywnie ciągła 
(pochodna) jest suną dwóch funkcji jodnoczoónlo aprokaymatywnlo”
1  ąuasl-clągłych (poohodnyoh quaslolągłych).


