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DEUX REMARQUES CONCERNANT LA DENSITE DES ENSENBLES ET LES 
FONCTIONS SURPASSEKENT CONTINUES

I. Seient R l ' w w n b U  de* nonbrea reela et ■ la nesure 
de Lebeague dana R,
On dlt qu'une suita d'intarrallea (de lengueur peslti-
t* et flnle) eat conwergente Tera un point x, lorsąus iC 1^ 
peur teut k = 1,2,... et la eulte de longueura #(lk ) dea 
lntervallea 1^ eat oanTergente Tera O. £tant denni un enaenble
■eaurable A C  R (au sena de Lebeague) et le point x itant fixe,

« # ' • los bornea superleure et lnferleure reapeotlrenent de 1 enaenble
dea nonbrea

n(AA Ł  ) 
lin aup . . — .
k -(I )

et de eelul dea nonbrea

lin Inf
■(a a  i^)

k -*«c n (i^

pour toutea las sultea d'lntervallea (iĵ ) oonyergentes vers 
x, s#appellent denaltes, superleure ou inferieure respective- 
nent de 1'enaenble A au point x. SI ces deux denaltes, auper- 
leure et lnferleure, aont egales, leur valeur connune a'appelle 
denslte (tout oourt) de cet enaenble en ce point.



* \ .Theorene 1. Soit A t R  un ensemble mesurabl* (au sana
da Lebesgue) de nesure positlve. Ćtant donnę un nonbre posltlf
a <: m( a ) , 11 existe un ensemble ferma B t  A tel que m(B)> a
et la denslte superleure de 1 'ensemble B en tout point i t B
est egale a 1 .

Preuve. Solt b un nombre tel que a t b  ̂  m( a). Tl
existe un ensemble ferme C c A  tel que 00-7 m(c)> b, Designons
par l'ensemble de tous les pelnts x 6 C etant des pelnts
de denslte de 1'ensemble A. On a m(C - ) =0.
Solt la familie de tous les intervalles fermes X tels
que

■(cni) > |  m (I).

D#apres le theoreme de Vltallt 11 exlste des intervalles

I11» *12 I1n1t S1

dlsjoints deux a deux et tels que

m(c n. \J I ) > b .
1=1

1
Soit S la fasd.lle de tous les lnteroalles fermie Id U I

1=1 11
de longueur plus petite que j et tels que

"(ICC) ) ( 1 - —-y) . n(l) ,
2

De nouteau, d'apres le theoreme de Vitali, 11 ezlste des inter- 
-ralles

*21» I22* I2n2ć' S2

dlsjoints deux a deux et tels que
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n 1

> max fb ; m(Cn U I,. ) - ' • y inf { ~ i- n<i3 •
1=1 1 *'*

#
En generał, dane le Jc°™° pas on obtlent des interrallea fermes

*k1» \ z '  •••* Iknk ć Sk
• . ^-1 dlsjoints deux a deui, contenus dana { J IJt_1  ̂ de lon-

gueur plus petlte que j* et tels que

(1) *(1^0 C) > (1 - ) * *(l) r<*w i = It2****?1̂

et
“k

(2) m (Cn V Ł . ) >
1=1
r niŁ" 1 1 <> max [b ; m(C A U Ł . ) -  1- inf { m( I ) ,

1=1 f b  J
t ̂  J i k-1 et 1 iii njJ J

Posons oo

» -  Q ,  iVi \ ± n °  •/
Evidemment B est un ensemble fermo et BCCCA .
Pulsque

“km ( U X. .nc) > b pour k = 1,2,...
1=1 *

et pulsque

u= 1
on a done 1^

^  ^ • • • 3  ^  i ...
1=1 1=1 *

■(B) = 11 m m(  \J Ł . n c ) ^ b > a .
W-*» ^1=1 ’

fitant denne le point xtB, 11 exlste une suitę d'indioes



naturels 1^x5, i2( x l n(x),... telle que

D*apres (i) et (2 ), on a 

-<B n i k,!„<*)>
lin
k «♦00 ~r -r )

oe qni termine la preuve,

II. Deflnitlon 1. On dlt qu'une fonotlon mesurable (au aens 
de Lebeague) f s R — }> R a la propriete 0(a() (<*fc(0,1] ) au 
point x loraqu*il exlate un ensemble me3urabie Ec R conte- 
nant x et de denslte ae au point x et tel que, quel que 
soit £- > O, la denslte de l'enaemble (utE, I f(u) - f(x)l<̂ ^j 
exlste et eat egale a oC .

Deflnitlon 2. Un point ić R est dlt un point de Lebes- 
gue du type oć (^(Ojlj ) de la fonotlon mesurable et locale- 
ment Integrable f ; R — ■p R loraqu'il ezlste un ensemble
mesurable E C R contenant x, de denslte oc au point x et 
tel que

lim —  • — -— — • C  I f (u) - f (x)I du s 0
. m( E r\ L  )
k *°° k E I k

» . .60 pour toute suito d intervalles (Iv ;v_1 oonvergente vers x
et telle que s(En IJt)> O pour tout k = 1,2,... .

Deflnitlon 3. On dlt que la fonotlon mesurable et lecale- 
ment Integrable f j R R a la preprleti P(oC) (o<rfe(0,l3) au 
point x lersqu*11 exlste un ensemble mesurable Ec R oonte- 
nant x et de densiti oC au point x ot tol quo
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lim -------   • J* f(u)du = f(x)
k “(E A1k) E nxk

pour toute sulte d'lntervalles (-̂ k̂ k-1 convergente vers x 
et telle que m(E O I^)> 0 pour tout k = 1,2,... .

Puisąue

f(u)du - f(x)|=
I » ( E f l  i k )  E n i ^

= ] • P f(u)du - ■■■ * • f  f(x)du I =
i m ( E n i k )  « ( E n i k )  E f H k

-i f  (f(u) - f(x)) du| ^
EAl^

J °  If(u) - f(x)Idu
■(i*^ E)

EA

pour tout lntervalle Ik tel que m( 3^ A E)> O et qu'll 
exlste ę  f(u)du , on a donc le oorollalre sulvant :

Jk
Corollalre 1. Solt f : R —^ R une fonotlon mesurable 

et localement Integrable. Si x est un point de Lebesque du 
type oC (<=̂ fc(°*l] )» alora la fonotlon f a la propriete 
P(<X ) au point x *

Theoreme 2. Soit f : R — R une fonotlon mesurable et 
boroee. Pour que la fonotlon f possede la propriete 0(aC )

1 3  ) au point x, 11 faut et 11 suffit que le point x 
solt un point de Lebeague du type oC de la fonotlon f .

Preure, In neoessite. Solt E un ensemble mesurable eon— 
ten ant x, de denslte oC au point x le meme que dana la 
deflnitlon 1. Fixons le nenbre £> 0 .
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Seit (lk ) ^ s1 d'interrallee oenvergente vera x.

Si H est un noabr* tal que | f(n) | £ M pour tout u£ R et 

•i

Efc a £u £E ; | f(u) - f(x)| fcj,

•lora on i

/lr(u) - f(u)ldu = f  lf(u)- f(x)|du + j[f(u) - f ( x)| du £ 
E W ^  E A I lc (E - E ^ J n ^

Ś 2 M m(Efen 1̂ ) + £. ■ ( ( e  -  e 4 )  n ^  ) .

Puisque

» ( E £ n 3̂ )  ■  ( E  03^ )

lim ■ ■ ■ ■ q 0  et lin ■ = oC «

k *00 \t-r*> ■(

on a
■(Enlk) >  7  “(3^) pour k £ k# ,

et par oonsequent
«n(E n L ) m((E-E.)nI.)

lim -----— -—  = O et lin ---------------—  = 1
k +co nfEni^) k *00 *(E n Ik )

XI en resulte

Kt A“  =Te-W ) * /  1 t M  "  *<x) 1 dn -
EA ^

lim    • f  | f(u) - f(x)|du + lim --------
" w-*® m(E A 1^) En Iĵ k m(E o 1^)

/• m(E aL )
* J  I f(u) - f(x)|du i 2 M lim------— ——  ♦(E-Et)nlk *-»*o m(E A 1̂ )

m((E -
♦ £, lim  ....  ■■■■' ■ ■' = £. •

k ->oo m(E r> 3^)
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Le nenbre t  itaat arbltralre, la preu-ae da la nieessite aat 
aohłre*.

La auffiaanoa. La palnt z atant on palut da Labaagu* du 
typa °C da la fonotlon f, 11 azlata un enaenble na au rab la E<- R 
oantenant z, da dansiti au palnt z at tal qua

(i) lin --     • f  | f(u) - f(z)idn = 0 ,
k + o o ^ E n ^ )

Supposons, par* centra, que la fonotlon f na poaaoda pas la 
proptrlota o(oC ) au point z. XI azlata dano un nonbre £ > 0 
tal quo l'enseabla

Ł = |utE, | f(u) - f(z)|^£}

est au point z de denslte lnferleure plus patlta que oC .
II azlsta donc una suita d'lnterrallas ( ,  canrarganta 
▼ars z at talia que

lin sup -----   = n <  or .
ka«o "^^k^

Pulsąue
n( E n L )

lin   —  = cxr
k*oo n(lk)

)

Al existe denc un Indloe naturel k9 tel que 

n(En Ik ) > n(lk) pour lc^ k#

Par oonsdąuant

lin s u p  --  - • ę  | f (u) - f (z) |du

- i?- sup i  3 7 7 " ’ J  lf(u)' f<*)ldu =k (E-G^d^
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m((E - GŁ) n L  ) 2t
> — ę lim sup —  ■ ■  ....   > V " “ P ) > O i
=» <*-  ̂̂  T > ~W-*oo

“( V

en oontradietion areo (i) .
Cette oontradietion f lnie la pr«uve.

Remarąue 1, On peut obtenir la pretrre du theoreme 2 d"une
*

autre fajson, Dana oe but, 11 suffit conslderer la fonotlon 
f/E et introduitre dans E la baae de differentiation (F, =4> )
(fi J ), ou F est la familie d'ensembles I O E tels que 
m(lO E)> 0 et I sont des intervalles.

Remarąue 2, Si oc = 1, la propriete O(ô ) est equivalen- 
te a la continuite approximative, et la propriete P(oC ) est 
equlvalente a la propriete "6tre une derivee" .

Dans son article f 2] Lipiński a prouve le theoreme 
suivant :

Theoreme. Pour qu'une fonotlon mesurable f : R R 
(R = Rl/{-oo , ooj ) soit approxlmativement continue, 11 faut 
et il suffit que toutes les fonctions f^ (x) = nax[a, minfb,

(a»b R et a •< b) soient des derirees.
Cependant on a le suivant :

Theoreme 3. Si oce. (■£ , i il existe une fonction 
mesurable f s R —^ T'"'** 1J sana la propriete 0(oC ) au point
O et telle que toutes les fonctions f^ possedent la propriete 
P(or) au point O .

Preuve. Soient A, B c. R - [oj des ensemblee mesurabl.es, 
dlsjoints et de denslte jj- au point 0. Posons

-1 lorsque X 6. A
f(x) = { 0 lorsąue ić. R - (AuB)

1 lorsąue xć B .
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Pulsąue la denslte de 1'ensemble

{u ; | f(u) - f(o)| < ■! j = |u ; | f(u)| < ^] = R - (Au>b) 
est egale —  ć <*- au point 0, dono la fonętion f ne possede 
pas la propriete 0(<*) au point 0.

bProwons encore que toutes les fonctions f possedent la 
propriete P( et- ) au point 0. Si a ̂  -1 et b i, posons 
E = AU Bi/C , ou C <= R - (AUB) est un ensemble mesurable 
oontenant O et de denslte C0̂ - j) au point O, fctant donnee la 
suitę d'intervalles ( oenvergente ver3 O, on a

lim ^Te'V i " ) * ^  f  = lim mfe'V t " )  * ^  +a k ^ ErtIk; Anlk

+ lim ■ "fw1 ■ v \ * f(u)du + lim /lA y— r ’ f  f(u)du =
m(En k B n l k k + ~ B,<E n V  C n l k

m( A a X. ) “( n n l  )= _ lim -------£L_ + lim
k u f E n ^ )  k -fvo m(E a Ik)

n ( A n l )  m̂ .1- )
= — lim ■ • lim —  +

k-*<o m( ik ) k -» «= m(Ef>Ik )
m(Bnl ) m(L)

+ lim    • lim ■" =
k ->oo m(lk ) k m(EnIk )

1 1  1 1 r> fbrn1= -7T*«< + 7T* ̂  = 0 = â  *

Dans le oas ou a> 0 et b̂ > a, soit E = CR “ (A b B)Jt/C ou
C C  A u(oj est un ensemble mesurable oontenant O et de densi- 
te ( oc - au point 0.

Si (Tk̂ k̂ -i est 11110 su:*-te d'intervalles convergente vers O,
on a

1 f blim -------- ---- . J  fa(u)du =
k + <x> m(E n ^ )  E 0lk



*♦0

a » m( E HI ) .
= liln -------------- = a . fb(0) .
k -o 00 m(E n 1^)

* , %De me me on prouve dana le cas, ou b ̂  0 et a -<z b , II reste
a considerer le cas ou a O et b > 0  ,

b b1Evidemment dans ce cas, f = f , ou a. = nai(-1, a) et0. «x ̂ 1
b^ = min (1, b) ,
Solt E = Th - (A v B)J V C V D o ^o}, ou C ^ A  est on ensemble 
mesurable de densite au point 0 et D ̂  B est un ensem
ble mesurable de densite d^ au point 0 et les nombres c^, d̂  
sont poaltlfs et tels que

°1 + ^  =°r- i et -J. ot ♦ -1 dl = O .

Si °at 11110 d'intervalles convergente vers 0f on

• / f (u )du = lim

( u V *  * * . £  *

4 \ *>, m(CAI^)
+ li“ 1 _/F - T  ̂ f (u)du = a. lim ------    +
k *co ' DnI^ 1 k *00 m(E a )

■ ( D n i )  m(CoIv) »(X. )+ b lim - —  = a lim  —  . lim-----5—  +
* * »  m(Enik) k ^ m f ^ )  k -►«> “(E r> I*)

m(D O I ) »(t ) a . b
+ b lim  ------ —  • lim   —  = c + _1_ d =

k k ^ cd b (e OI^) «*C 1 1

= o = f 1. (o) = fb(o) 
a 1 a



et la prauTe est achevee .

Remarque 3. £vldenMnt, la fonction nesurable f : R —^ R
a la proprlete 0(oć ) (oc € (0*1} ) au point x sl et seulement

13 % 0 0
3i toutes les fonctions fr possedent cette proprlete en ce
point z •
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DWIE UWAGI DOTYCZĄCE GęSTOBCI ZBIOROW I FUNKCJI PRZEWYŻSZAJ4CO 
CIĄGŁYCH

Streszczenie
V pierwszej ozęścl tego artykułu pokazujemy, le dla dowolnego 
zbioru mierzalnego A C R  miary dodatniej i dla dowolnej liczby 
dodatniej a^mCA) istnieje zbiór domknięty B C A  o mierze 
większej niż a i mający we wszystkich swoich punktach gęstość 
górną równą 1. V drogiej natomiast pokazujemy, te twierdzenie 
Lipińskiego z praoy t2] charakteryzujące aproksymatywną 
oiągleść w języku pochodnych nie da się przenieść na przypadek 
pewnyoh ciągłyoh przewyższających.


