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Zeszyty Naukowe Wyzszej Szkoty Pedaqggicznej w Bydgoszczy

Problemy Matematyczne 1987 s. 9

ZBIGNIEW GRANDE, EWA STRONSKA

WSP w Bydgoszczy

DEUX REMARQUES CONCERNANT LA DENSITE DES ENSENBLES ET LES
FONCTIONS SURPASSEKENT CONTINUES

l. Seient R 1*wwnbU de* nonbrea reela et m la nesure
de Lebeague dana R,
On dlt qu une suita d"intarrallea (de lengueur peslti-
t* et flnle) eat conwergente Tera un point x, lorsgus iC 1*
peur teut k = 1,2,... et la eulte de longueura #(lk) dea
Intervallea 1M eat oanTergente Tera O. £tant denni un enaenble
meaurable ac R (au sena de Lebeague) et le point x itant fixe,
los bornea Supgrleure et Infg?leure reapeotlrenent de.l.enaenble

dea nonbrea

n(AA L )
lin au = .
k -1 )
et de eelul dea nonbrea
m(aa i)
lin Inf
k “*c n (in

pour toutea las sultea d"Intervallea (iJ® oonyergentes vers

X, s#appellent denaltes, superleure ou inferieure respective-
nent de 1"enaenble A au point x. Sl ces deux denaltes, auper-
leure et Inferleure, aont egales, leur valeur connune a“appelle

denslte (tout oourt) de cet enaenble en ce point.



The*ore\ne 1. Soit AtR un ensemble mesurabl* (au sana
da Lebesgue) de nesure positlve. Ctant donne un nonbre posltlf
a<m(a) , 11 existe un ensemble ferma Bt A tel que m(B)>a
et la denslte superleure de 1"ensemble B en tout point 1itB
est egale a 1.

Preuve. Solt b un nombre tel que atbh ™ m(a). TI

existe un ensemble ferme CcA tel que 00-7 m(c)> b, Designons

par 1"ensemble de tous les pelnts x6 C etant des pelnts
de denslte de 1°ensemble A. On a m(C - ) =0.

Solt la familie de tous les intervalles fermes X tels
que

m(cni) > | m ().

D#apres le theoreme de VIitallt 11 exlste des intervalles
111» *12 I1nlt S1

disjoints deux a deux et tels que

m(c n. \J I )>b .
1=1 {
Soit S la fasd.lle de tous les Interoalles fermie I1d U 1

1=1 11
de longueur plus petite que j et tels que

"(Icc) ) __iy) - n(H ,

De nouteau, d"apres le theoreme de Vitali, 11 ezlste des inter-
-ralles

*21» 122* 12n2¢" S2

disjoints deux a deux et tels que
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nil
>max fb ; m(Cn U 1,.) - ‘'sy inf{ ~iI-N<B =
=1 1 okl

#
En generak, dane le J™ pas on obtlent des interrallea fermes

Hd» \z' eee* lknk¢ SK

disjoints deux a deui, contenus dana A{jl IxX1~ de lon-
gueur plus petlte que j* et tels que

@ *(1"0 0 > @ - ) **(1) r<w o= IRERR

et

@) m (Cnl\:/1L D>

by inf{<m(l ).
fb J

>max b ; mcA B e -
1=1
tT"Jik-1 et 1liiinjdd
Posons @

, »- Q, Vi \tn ‘e
Evidemment B est un ensemble fermo et BCCCA
Pulsque

k
m(U X .nc) >b pour k= 1,2,...
1=1

*

et pulsque
N N eee 3 n i
=1 1=1 1=1 *
on a done n
a@® =11 m(\J t.nc)rb>a.
—* N=1 z

fitait denne le point xtB, 11 exlste une suite d"indioes



naturels 17~x5, 12 x I n),-.. telle que

D*apres (i) et (2), on a

-<Bnik,!,<*)>
lin
k «600 ~r T )}

oe gni termine la preuve,

Il. Deflnitlon 1. On dlt qu“une fonotlon mesurable (au aens
de Lebeague) f s R —PR a la propriete 0@Q (<*fc(0,1] ) au
point x loragu*il exlate un ensemble me3urabie Ec R conte-
nant x et de denslte ae au point x et tel que, quel que
soit £ > 0, la denslte de I"enaemble (utE, I1f(u) - FOOI<V
exlste et eat egale a oC .

Deflnitlon 2. Un point i¢ R est dlt un point de Lebes-
gue du type o¢ (™(Ojlj ) de la fonotlon mesurable et locale-
ment Integrable f ; R—wp R loraqu®il ezlste un ensemble

mesurable E C R contenant x, de denslte oc au point x et

tel que
lim— -— -— = - C IfT(w- f)ldu s O
- m(C EAL )
k *°° k E 1

k
pour toute suito d”intervalles (Iv3\6/0_1 oonvergente vers X

et telle que s(En I3®> 0 pour tout k = 1,2,... .

Deflnitlon 3. On dlt que la fonotlon mesurable et lecale-
ment Integrable f j R R a la preprleti P(oC) (o<rfe(0,13) au
point x lersqu*1l exlste un ensemble mesurable Ec R oonte-

nant xet de densiti oC au point x ot tol quo
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1T — - J fwydu = fF
k  “(EALK) Enxk

pour toute sulte d"Intervalles (k-1 convergente vers X

et telle que m(EO I")>0 pour tout k = 1,2,... .

Puisaue
f(u)du - FX)|=
I »(Efl ik) Enin
=] - P f(u)du - mm>* - f f(x)du I =

im(Enik) «(Enik) EfHKkK

-1 f (fFw) - f)) du] ~

EAIN
J° 1f(uw) - f(xX)Ildu
u(i*™ E)

EA

pour tout Intervalle 1k tel que m(3"A E)>0 et qu-ll
exlste e fT()du , on a donc le oorollalre sulvant :
Jk
Corollalre 1. Solt f : R -~ R wune fonotlon mesurable
et localement Integrable. Si Xx est un point de Lebesque du
type oC (<Mc(°*I] )» alora la fonotlon f a la propriete
P(<X) au point x *
Theoreme 2. Soit f : R — R une fonotlon mesurable et
boroee. Pour que la fonotlon T possede la propriete 0(aC)
13 ) au point x, 11 faut et 11 suffit que le point X
solt un point de Lebeague du type oC de la fonotlon f .
Preure, In neoessite. Solt E un ensemble mesurable eon-
tenant x, de denslte oC au point x [le meme que dana la

deflnitlon 1. Fixons le nenbre£>0 .
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=it Clk ) ™ sl dgirnterrallee aca »aoa 1= wa=a ><

= | o | et unirceEla = age O IEN M@ r ot i E R et

Eam g [ [F(ud) — 91 3,

-—lor=a ani

/ir@) - fldu = T 1f)- Fooldu + i) - F0ol du

Ew~” EAllc (E-ENInn

SZ M m(Efen 1A)+ £m((e - ed4d) n™ ).

i e
»(EE£En ) = (E 037)
lirm - — g0 et lim - — = <«
k *00 > m(
on a

m(Enlk)> 7 “(3) pour k£ k# |,

et par oonsequent
«EnL ) m((E-E.)nl.)
nm - — = et Iin -—————————— =
k +co nfEni™) k *00 *(En Ik)

X1 en resulte

KtA* =Tew ) * / 1t M " *x) 1dn -
EA ~
lim - f | f(w) - FC)du + Tim —-—————
"w-*® m(EA1Y) En I k mEo1d
r~ _ m(E aL )
] IFQ) - FOQIdu 1 2 M lim————-— —
(E-EO)nlk >0 M(EALD
m(CE -
¢ £ lim ... miad = f e

k >0 m(E 3"
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Le nenbre t itaat arbltralre, la prewae da la nieessite aat
aohdre*.

La auffiaanoa. La palnt 2z atant on palut da Labaagu®* du
typa °C da la fonotlon f, 11 azlata un enaenble naaurabla E< R
oantenant z, da dansiti au palnt z at tal qua

@ lin — -f |f(W) - f(@idn =0 ,
k+oo”™En”")

Supposons, par* centra, que la fonotlon ¥ na poaaoda pas la
proptricta o(cC) au point z. XI azlata dano un nonbre £ > 0
tal quo I"enseabla

t =JutE, |f(w - fF(2)|"£}
est au point z de denslte Inferleure plus patlta que oC .

Il azlsta donc una suita d"Interrallas ( , canrarganta

vyars z at talia que

lin sup ---—- =n< or.
ka«o VANKN
Pulsaue
n(EnlL)
lin - = o )
k*oo n(lk)

Al existe denc un Indloe naturel k9 tel que

n(En Ik) > n(1k) pour Ic™ k#

Par oonsdguant

lin sup — -= ¢ IF(w - F() |du

- i?- supi 3 77 " (’E\]GAdAIf(u)' f<)Idu =
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m((E - GL)nL ) 2t i

:>»<—k_ewlégﬁrg sup —ll_=|___> > \ “P )>0 1

“( v
en oontradietion areo (i) .
Cette oontradietion flnie la pr«uve.

Remargue 1, On peut obtenir la pretrre du theoreme 2 d"une

autre fajson, Dana oe but, 11 suffit conslderer la fonotlon

f/E et introduitre dans E la baae de differentiation (F, =)
(fid ), ou F est la familie d"ensembles 1 0 E tels que
m(l0 E)> 0 et 1 sont des intervalles.

Remaraue 2, Si oc = 1, la propriete 0@OY est equivalen-
te a la continuite approximative, et la propriete P(C ) est
equlvalente a la propriete '6tre une derivee" .

Dans son article f2] Lipinski a prouve le theoreme
suivant

Theoreme. Pour qu“une fonotlon mesurable f : R R
(R = RI/{-00 , 00j ) soit approxImativement continue, 11 faut
et il suffit quetoutes les fonctions T (X) = nax[a, minfb,

(a»b R et a<=b) soient des derirees.
Cependant on a le suivant :

Theoreme 3. Si ox=. (% , i 1l existe une fonction
mesurable f sR -~ T"** 1J sana la propriete 0(oC) au point
0 et telle que toutes les fonctions f~ possedent la propriete
P(or) au point O .

Preuve. Soient A, B c. R - [0J des ensemblee mesurabl.es,

disjoints et de denslte J au point 0. Posons

-1 lorsque XG6.A
f&x) = {0 lorsgue i¢. R - (AuB)

1 lorsgque x¢ B
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Pulsgue la denslte de 1"ensemble

{u s I1fW - fOIl<wj=Ju ; |fW] <"1 =R - (Au>b)

est egale - ¢ < au point 0, dono la fonetion f ne possede
pas la propriete 0% au point O.

Prowons encore que toutes les fonctions fb possedent la
propriete P(e) au point O. Si a”™ -1 et b i, posons
E = AUBI/C , ou C<R - (AUB) est un ensemble mesurable

oontenant O et de denslte CO“- j) au point 0, fctant donnee la

suite d intervalles ( oenvergente ver3 0, on a
1 N " * AN o 1 ! " * N
lim ~Tevi”) 1:a - !('m’\mertTIk); Anlk +
+ Lim wfvimv \ * f(udu + Iim /1A r> £ F@)du =
m(En k Bnlk (W k+~B,<En\¥_ Cnlk W
m(Aa X “(nnl
= _ Llim ——S——a—-ﬂ_)_ + L1im (E Ik)
K ufEn~) k -fo ME a 1K)
n(Anl) m.1-)
= — lim m < lim -
k-*<o  m(ik) k »« m(Ef>1k)
m(Bnl ) m(L)
+ 1im e lim W =
k =00 m(lk) k m(Enlk)

S T A

Dans le oas ou a> Oet b~>a, soit E= CR “(AbB)Jt/C ou
CC Au(oj est un ensemble mesurable oontenant O et de densi-
te (oc- au pointO.

Si (kKK™-i est 10 su*te d”intervalles convergente vers O,

im -l -Jf fp(u)du =
+

s m(E n™) E Olk

on a
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k 000 m(E n1M)

* %
De meme on prouve dana le cas, od b~ 0 et a=<b , Il reste

a considerer le cas ou a 0O et b>0 ,
_ b _ b1l _ -
Evidemment dans ce cas, fQ = fgn - 0U aq = nai(-1, a) et
b = min (4, b) ,
Solt E=Th - (AvB)JVCVDo ™0}, ou C~A est on ensemble
mesurable de densite au point 0 et D~ B est un ensem-

ble mesurable de densite d* au point 0 et les nombres c¢®, d*

sont poaltlfs et tels que

°1 + ~ =°r- 1 et -J. ote -1 dI =0 .

Si °at 110 d intervalles convergente vers Of on

./ f (@)du = [lim

(uv™* * * £ *
4 \ N, m(CAIN)
+ i 1. /F-T 7 f (@)du =a lim ————
k *co -~ Dnin 1 k *00 m(Ea )
) m(Dni) ) m(Colv) »(X.)
+ b ILim - - = lim - . m-———— —
**»  m(Enik) k "mf~n) k »xe“(E pI1%)
m(DOI ) »(t ) a. b
+ b lim - — < lim - = c + 1 d-=
k k "od b(e OI™) C 1 1



et la prauTe est achevee

Remarque 3. £vldenMnt, la fonction nesurable f : R -~ R
a la proprlete 0(¢ ) (oc € (0*1} ) au point x sl et seulement
0,
31 toutes les fonctions 1"? posseA)dent cette proprlé)teo en ce

point z -
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DWIE UWAGI DOTYCZACE GeSTOBCI ZBIOROW 1 FUNKCJI PRZEWYZSZAJACO
CIAGLYCH

Streszczenie

V pierwszej ozescl tego artykudu pokazujemy, le dla dowolnego
zbioru mierzalnego ACR miary dodatniej i dla dowolnej liczby
dodatniej a”mCA) istnieje zbidér domkniety BCA o0 mierze
wiekszej niz a i majacy we wszystkich swoich punktach gestosc¢
goérng réwng 1. V drogiej natomiast pokazujemy, te twierdzenie
Lipinskiego z praoy t2] charakteryzujgce aproksymatywng
oiagles¢ w jezyku pochodnych nie da sie przenies¢ na przypadek

pewnyoh ciagtyoh przewyzszajacych.



