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U n iv e r s i t é  de M o n t p e l l ie r  I I

SUR UN FONCTEUR L IÉ  AUX PUISSANCES DIVISÉES DE DEGRÉ 

4 D'UN MODULE

Sommaire ; Pour to u t module u n i t a i r e  M su r un anneau commuta-

t i f  u n i t a i r e  A e t  to u t  e n t i e r  B ÿ O ,  s o i t  Pn (* 0  l a  com posante

homogène de d e g ré  n de l ’ a lg è b r e  des p u issa n ces  d iv i s é e s

P (M ) .  S o i t  Г (M ) l e  sous-m odu le de P (m ) en gen d ré  p a r l e s

é lém en ts  de l a  fo rs ie  x ^ *^ x £  M ). Dans C l ]  , A. P ró s z y ń s k i a

d é f i n i  l e  module q u o t ie n t  : P ( m )=  f  ( м ) / Й ( м ) ,  On se  p rop ose■V II n n
i c i  d ' e x p l i c i t e r  quand M e s t  une somme d i r e c t e

f i n i e  de m odu les m onogènes.

L* é tu d e  de dans l e  cas genera l a é t é  p o u rs u iv ie

dans Г и З ,  e s s e n t ie l le m e n t  lo r s q u e  1* anneau A e s t  n o é th é r ie n .  

M ais on n ’ y  t r o u v e  de d é te rm in a t io n  e x p l i c i t e  que dans des  cas/V
b ie n  p a r t i c u l i e r s .  La d é te rm in a t io n  com p lè te  de p^ (M ) quand 

M e s t  une somme d i r e c t e  f i n i e  de m odules monogènes a é t é  

f a i t e  dans n o t r e  a r t i c l e  c i t é  l l l l ] ,

DÉFINITION : Pou r 1 ’  anneau A, nous d és ign on s  p a r b „  ( r e s p .b ,

1* i d é a l  en gen d ré  p a r l e s  é lé m e n ts : a -  a ( r e s p .  a -  a )

où a p a rc o u r t  A.

L ’ o b je t  de c e t  a r t i c l e  e s t  de d ém on trer l e  r é s u l t a t  s u iv a n t :  

THEOREME î S o i t  j . I j » » * » » I n J an  systèm e f i n i  d ’ id éa u x  de A. 

Posons t
n

M = ф  A / Ip ; 

p=1

U = Ф  A / I ♦ I  ♦ b ; V = ф  A / l +1 +b- ; V = ф  А/ I  +I  +I r + b 
p^ q 4 p<q p<:q<r

A lo r s  on a : ^ ( m ) ï  С ф  У ф  W ф  ï  .

C o r o l l a i r e  .



Noue u t i l i s e r o n s  un p ro cé d é  de r é c u r re n o e  su r  n .

R appe la  : Pour to u t  i d é a l  I  de A, on r a p p o l le  ( c f . f i v ] ,  

p . 1 2 7 ) que D ( i )  ( n > o )  d é s ig n e  \> i d é a l  de A en gen d ré  p a rIX
l e a  e lem en ts  i “  ̂ où 1 i  o f i  n e t  i  ê. I  ,  S i  n 2  1 ,

D ^ (I ) e a t  en gen d ré  éga lem en t p a r l e s  e lem en ts  - d i  °  , a vec  

i  £  I  e t  d<T = n . Pou r c e s  deux sys tèm es  de g é n é r a te u r s ,  i l  

s u f f i t  d ’ a i l l e u r s  que 1 d é c r i v e  un systèm e de g é n é ra te u rs  de

I .
Pour un m odule monogène M de g é n é ra te u r  e e t  d /a n n u la te u r

I ,  on s a i t  a lo r s  ( c f .  L i v ] ,  p ro p . 8 , p . 136 ) que 
M Гп 1
ГП(М ) ^A/Dn ( l ) ,  1’ i  somorphiame a s s o c ia n t  e à l a  o la s s e  de 

1 modulo ( i ) .

Noua e n trep ren o n s  m a in ten an t l a  d ém o n s tra t io n  du th éorèm e. 

Pour oommencer, M d é s ig n e  un A-m odule e t  I  un id é a l  de A 

absolum ent q u e lco n q u es .

Le amie 1 s S o i t  l e  module

p =P3(M )/ I  Г 3(м )  0 - P 2 ( m ) / d2( i )P 2 ( m ) Ф  m/ d3 ( i ) m 

So ie n t  l e s  a p p l ic a t io n s  can on iqu es  s

u 3 s Г 3(м )  r 3(M )/ i  P 3(M )

U2 S r 2 (M ) - »  P 2 ( m )/ d2( i )P 2 ( m ) 

u 1 s M m/d3( i ) m

S o it  H l e  sou s-m odu le  de P en gen dré p a r l e s  é lém en ts  du 

typ e

où a <£. A, X  é. M .

Posons Q = P/H .  A lo r s  en  a s

( 2 ) Г \ (М ф  A / I )  a  Ф  Q 

P reu ve  s N otons e un g é n é r a te u r  de A / l .  I l  e x i s t e  un is o m o r -
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phiarne ( e f . f v j  , th .  I I I  4 , p . 262 ) s

Pu( n  ф  а/ i )  -  ( \ ( м )  ф [Г 3 (м ) <g> A/ij ® f r 2 (M) ®  P2( a/i ) ]  ф
ł

Ф Гм ®  P3 ( a/i ) J ®  r ^ U / i ) .
q u i , pou r i l  M e t  a e  A, a s s o c ie  l e s  é lém en ts  :

,  JU3 . IU] 1 3 ]  2 Г2 З _  L2 I 3 ж. Г3J( x  + a e )  e t  x + a x  ® e  + a x  ®  e + a x ®  e +

u lu]
• - fui

Le module П ^ (М ф А / 1 ) c o n t ie n t  en p a r t i c u l i e r  x  ( f a i r e  

a =  0 ) , a in s i  que e ( - fa i r e  x =  О  e t  a =  1 ) . En o u tr e  :

P3(M) $  А /Х^Г3 (м )/ 1  P3 (M ); Г 2 (М) ®  Г2 ( а/1 )  si

s ?  ( m )/ D _ ( i )  Г _ (м ) ; M ® P , ( a / I ) 2 : M / D - ( i ) m .  Le  lemme 1 en résulté. 
2 *  *  i  i
Nous a l lo n s  M a in ten an t o p é r e r  une r é d u c t io n  « u r  l e  systèm e

des g é n é ra te u rs  de H d é f i n i e  au lemme 1 .

Ьешве 2 : Le module H e s t  en gen d ré  p a r  l 1 ensem ble des

é lém en ts  de l ’ un des ty p e s  s u iv a n ts ,  ou x é  M e t  a & A  :

«*?) u3( , Û J ) e  u2( x ^ ) +  u 1( x ) t  

p )  ( а 2- а )и 2(х ^ 2 Ъ  !

r )  ( » 3- * ) « , ( * >

Preu ve  :

S o it  b €  A. Dans ( i ) ,  rem p laçons x  p a r  bx :

( 3 ) a b 3 u3(x ^ 3^ )+  a2b2U2 ( x  2^ )+  a 3b и ^ х З & Н  .

Dans ( 1 ) ,  fa is o n s  a s 1 s

( é )  и3 ( х 13Ъ + и 2( х 12Ъ  + u ^ x J tH  .

C e c i m ontre que l e s  é lém en ts  du typ e  o t ) s o n t dans H.

M u lt ip l io n s  (U ) par ab3 e t  re tra n ch o n s  de ( 3)5

( 3 ) аЬ2(а - Ь )и 2 (х ^ 2Ъ +  a b (a 2- b 2 )u 1 ( x )  <t H .

Echangeons a e t  b dans (  5 ) t

( 6 )  a 2b (b - a )u 2 (x ^ 2^ )+ a b  ( b 2- a 2 )u 1( x ) é  H .

A jou ton s  ( 5 ) e t  ( 6 ) :

( 7 )  a b (a - b ) ł u2 ( x t2 ^ )€H  .
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F a iso n s  Ъ s 1 :

(8  )  a (a -1  ) 2 u 2 ( x ^ ) €  H

C h in geoas , dans ( 8 ) ,  a en 1 -  a :

( 9 )  а 2(1 - а )и 2 ( х [2 Ъ е  H

A jo u to n s  ( 8 )  e t  ( 9 ) :

( 1 0 )  ( a 2 - a ) u 2 ( x [ 2 J  ) € H

A in s i ,  l e s  e lem en ts  de ty p e  ß )  son t dans H.

On d é d u it  de (Ю )  qu e, pou r to u t  с £  A e t  to u t  n ÿ 2 ,  on a : 

cnu_ ( x 1’2 '3 )=  о u _ (x  ^23 )m odulo H.
[21

Dans l a  r e l a t i o n  ( 5 ) l e  term e co n ten a n t u2( x  ) e s t  donc 

dans H; on en d é d u it  :

(1 1 )  a b (b 2- a 2 )u 1(x )€ .  H .

Fa ison s

(1 2 )  (a "5-  a J u ^ x î é H  .

A in s i ,  l e s  é lém en ts  de ty p e  f }  son t a u s s i dans H .

In v e rs e m e n t, modulo l e s  é lém en ts  p )  e t  y-) , to u t  l e s  

g é n é ra te u rs  ( l ) d é f i n i s  au lemme 1 son t p r o p o r t io n n e ls  aux 

é lém en ts  de ty p e  o f )  ; c e la  dém ontre l e  lemme.

Lemme 3 s Q u els  que s o ie n t  x , y , z  dans M e t  a dans A on 

a :

( 1 3 ) и 3( х Г2 ]у  ♦ x y C 2 l) + u2 ( x y ) 6 H  ;

( ï b )  u ^ (x y z ) f e  H;

( 1 5 ) ( a 3. a ) u 3( x ^ ) É H i

(1 6 ) ( a 2 - a )u 3 ( x ^ y J e H

P reu ve : ( 1 3 )s  ’ o b t ie n t  à p a r t i r  de (1l )e n  y  rem p laçan t x pour

x + y ;

( 1 *4) s 'o b t i e n t  à p a r t i r  de (1 3 )е п  y  rem p la ça n t y  

p a r y  + z  ;

( 1 5 )  s 'o b t i e n t  en m u l t ip l ia n t  (*4 ;par ( a ^ - a ) ,  en 

ten an t com pte de ( l 2 ) e t  de ( 1 0 ) .

Dans ( 1 3 ) ,  rem p laçons x p a r  ax s
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(  17) a 2 u ^ x ^ y  ) +  а и3(ху*"2Ъ +  a u2(x y )ć H  .

A lo r s ,  ( l 6 ) s ’ o b t ie n t  en m u l t ip l ia n t  (1 3 )р а г  ei e t  en r e tra n c h a n t  

de (1 7 ) .

Lemme k : On a

( 1 в )  ь 3 .  Г3(м)/1 Г3(М) С  H

( 1 9 )  b 2 .  r 2 ( M ) / D 2 ( i ) r 2 ( M ) c  H

( 2 0 )  b 3 .  M / B 3 ( l ) M C  H

Preu ve  s ( l 8 )  p r o v ie n t  d e ( l 5 ) ,  O ^ ) e t  ( l ^ ) i  en rem arquant que 

Г ( м ) / 1 Г3(м )  e s t  en gen d ré  p a r  l e s  é lém en ts  de 11 un d es  t y p e s :

« 3< « 0 1  ) » “ 3( * l2 y )  » u 3( x y z ) ;

( l 9 ) e t ( 2 0 )  p ro v ie n n e n t  du lemme 2 , en res iarqu an t que 

n2 ( M ) / D 2 ( l ) r 2 ( M )  e s t  en gen d ré  p a r l e s  é lém en ts  du typ e

u2 (x ^ 2 "* )  [c a r  même u2(x y )=  u2 ((x+y/2 ] - x  L 2 y ^ ) l  e t  que 

M/D3 ( I ) e s t  c o n s t i tu é  des  é lém en ts  u2( x ) .

Lesuse 5 : S o i t  l e  m odule

Г3( м ) / ( 1 + ь 3 ) Г3 (м )  $  Г2 ( м ) / ( 1 +ь2 ) Г2 (м ) ф м / ( 1  + ь 3 )м

S o ie n t  l e s  a p p l ic a t io n s  can on iqu es  :

v 3 i Г 3 (М )-^ . Г3 (М )/ (1 +  b 3 ) ^ ( M ) ;

v 2 : Г'2 ( м ) - >  П2 (м )/ (1  + b2 )P 2 (M );

v 1 г M M / (I + b 3 )M

S o i t  H# l e  sous m odule de P* en gen d ré  p a r l e s  é lém en ts  du

*ypa

(2 1 )  v 3 ( x C3 l )+  г 2 ( х М  ) + v / x )

où x M »

A lo r s , pour l e  module Q d é f i n i  au lemme 1 on a :

Q — P '/ h '

19
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On a en e f f e t  Q = P/H . O r, en v e r tu  du leaoae Д, pou r f a i r e  

l e  q u o t ie n t  de P p a r H on peu t commencer p a r  f a i r e  l e

quotient de P  par ie  sous module

ь 3 Р3 (м )/ 1 /ч3 (м )  ф  b 2 r2 (M )/D 2 ( i ) P 2 (M ) ф  b 3 m/d3 ( i ) m  , 

o b ten a n t a in s i  l e  n od u le  :

Г3 ( м ) / ( 1 * ь 3 ) Р 3 (м )  ф  P2 (m )/ (d 2 ( i ) +  ь 2 )Г ^ м ) $  m /(d3 ( i ) +  b 3 )M

I l  ne r e s t e  p lu e  e n s u it e  q u 'à  f a i r e  l e  q u o t ie n t  de ce  

d e r n ie r  n od u le  p a r  l ' im a g e  de H, l a q u e l l e ,  d 'a p r è s  l e  lemme 2, 

e e t  en gen d rée  p a r  l 'im a g e  des é lém en ts  de ty p e  oc) .

Or on a :

Lemme 6 : i )  D2 ( l ) +  b 2 = I  + b 2

i i )  D3 ( l ) +  b 3 = I  + b 3

i ü )  d2 ( i ) +  ь 3 = I  + b 3

P reu ve  : Pour to u t  e n t i e r  m e 0 , s o i t  b ' l ' i d é a l  en gen dré

p a r  l e s  é lém en ts  a™-a ; s o i t  n £ m  , De Dn ( l ) c l  , on d é d u it

D ( l ) +  b C l  + b , n ' -m —m
R éc ip roqu em en t, pou r to u t  i  £  I ,  on a : i  = ( i - i  ) + i  ^ bm+Dn ( 1^»

d 'o ù  l ' i n c l u s i o n  in v e r s e .  Donc : D ( l ) +  b = I  + b .n -m -m
Du lemme 6 r e s u i t e  que l e  m o d u le -q u o t ie n t  de P c o n s id é r é

c i-d e s s u s  e s t  é g a l  à P ' j  l e s  é lém en ts  de ty p e  <*?) de H on t

p eu r im age l e s  é lém en ts  du ty p e  C2 1 ) »  donc l ' im a g e  de H e s t  

H '*  Le lemme 5 en r é s u l t e .

R e la t iv e m e n t  au module H ',  l e s  p o in ts  ( l 3 ) ,  ( l * 0  e t  ( l 6 )du

lessee 3 e n t r a în e n t  l e s  s u iv a n ts  :

Lemme 7 : Q u els  que s o ie n t  x , y , z  dans M e_t a dans A on

a i

( 2 2 )  v 3 ( x l"3^ y )+  v 3 ( x y L 2 ])+  v 2 ( x y ) e H '  ;

С2 3 ) v 3 ( x y z )  С H ' ;

(2 *0  ( . 2 - e ) v 3 ( x r 2 ]y ) t  H '.

# # ^
Nous ra p p e lo n s  que tou s l e s  r é s u l t a t s  q u i p re c e d e n t on t

é t é  é t a b l i s  sans aucune h yp o th èse  p a r t i c u l i è r e  su r l e  module

M . A p a r t i r  de m a ln ten e n t, nous en fa is o n s  une.
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H ypothM » pour 1 «  s u i t »  de o » t  » r t l o l e  s

M « i t  one « о —  d ir e c t s  f i n i »  d » modules nonogènoa 

n
(2 5 )  И *  Ф  \  , MA ü k / x x

1*1

S o it  e^ un gén éra teu r do .

8 i On a t

( а б )  Г3( м ) » ф  A е ^ ф  ф  A • 1f 2 l * j  ©  Ф  А в1в| ^ ®  ф  А e i e j ev
1 K J  K Jrte

P rou ve , On a un isom orph ism e ( o f .  I v i ) ,  th .  I I I  U , p . 2 6 2 )

(2 7 )  Г3(М ) к  ф  ( М , ) ®  . . . ® £  (Mn ) *

(«tj-t-. . .♦*г =3 1 П

1 П С- l l  Г « п )
= ф  Аа 1 ф . . .  <9 Аап
)  — +'OĆ" — 3
С 10 i * »  . Гы 1

La n od u le  А •  ф  • ••  ®  Aei. BU secon d  membre co rresp o n d
au aous-m odu le A •  ̂ *<3 ( ( ,  du p re m ie r  membre ; d ' o ù  t

c o m p o s it io n  en « o s a «  d ir e c

п3( м ) .  m  л J * ' 1. . .

pour Г3 (М ),  une d e c o m p o s it io n  en somme d i r e c t e

t  O K ,i

q u i e a t  p ré c is ém en t c e l l e  que f o u r n i t  l e  lemme 8

Lesme 9 t i )  L 'a n n u la  to u r  de e s t  D ^ I ^ ) ;

i i )  Pou r i  / J , 1 's im u la te u r  de e| 2^Oj e a t

D2 ( l ± )+  ï j  ;

i i i )  Pou r i < J ^ k  , 1 's im u la t e u r  de e^e^e^  e s t

J i  ♦ х л *  xk  •

P reu ve  : Dans 1 'isom orp h ism e  ( 2 7 )* l e  sous-m odu le

A e ^ ^ ] de Г 3(м )  c o rre sp o n d  au module (^ (M ^ ) ;  c e lu  dém ontre i ) ,

Le sous-BK>dule A e ^ ^ e ^  de P3( m ) c o rrep o n d  au module

f W ®  Mj a a / d 2 ( i a ) ®  a / i j  =1 W V *  I j *  c e  q u l
dém ontre i l  )  .
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Le aoua-m odule A co rre s p o n d  au modula 0  Mj ®

d 'a n n u la to u r  I .  + I  ♦ I  , d 'o ù  1 1 1 ).  Pour l e  d e g ré  2 ,  o n
ę a  «

demontr a r a i t  de веке  l e

Lemme 10 : i )  П2 (м )  = ф  A e ^2 ф  А е ± е^ ;

1 1 < J

1 1 ) 1 'a n n u l a to u r  de е ^ 2  ̂ e s t  Г>2 (  1± ) ;

i l l )  l 's im u la te u r  de е^ e s t  1^ ♦  I  .

Reprenons m a in tenan t l a  d é f i n i t i o n  du module P ' donnée au 

lemme 5, en ten a n t com pte du lemme 8 . I l  v i e n t  :

(2 8 )  P '=  ф  A v  ( e  f%  ф  A V ( e * 2 j e )ф  ф  Av ( e . a [ 2 j )  ф
i  J  1  L < J  J  A  J  -> 1  J

®  A vq(®-le 4eir ) Ф  V (  Г - (м ) )  ф  V (M)-. 
l<j<k 3 i J k 2 2  1

S o it  S l e  sous-m odu le de P ' en gen dré  p a r  l e s  é lém en ts  du 

typ e  s

(2 9 )  ) + v 2 ^e i 2^ + V 1 ^e i^  ( i = 1 , . . . , n  ) ;

S o i t  S ' l e  sous-m odu le de P ' en gen d ré  p a r des é lém en ts  du

typ e

(3 0 )  v 3( e i 2 l e j )  + v 3^e i  e j 2^ + v 2 ^ ® ie j  ^

Posons e n f in  :

S " =  , ф  Av ( e . e  e ) e t  T  = ф  Av ( e . e  ^ ) .J A J К  ̂ . 3 A J

Lemme 11 .  On a :

( 3 1 ) P '=  S ф  S '®  S "  ф  T  ф  v 2 ( P 2 ( M ) ) ®  v 1 (m ).

P reu ve : En v e r tu  de ( 2 8 )  e t  de l a  fo rm e des é lém en ts  ( 2 9 )

e t  ( 3 0 )  , i l  e s t  c l a i r  que :

P '=  s + s'+ s " +  T + v 2 ( P 2 (M ) )+  V i (m )

I l  r e s t e  à p ro u v e r  que l a  somme e s t  d i r e c t e .  S o ie n t  donc des

é lém en ts  :

s £  S, s ' f e S ' ,  s " f c S " ,  t f e T ,  Z é .v 2 ( r 2 (M ) ) ,  z c . v ^ M ) ,  t e l s  

que :
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(3 2 )  t  + Z + z  = О .

E c r iv o n s  s

•  = £  ^ ± ( v 3 ( « / 3^ )  *  V2^® i^2^ + v 1 ^ * i ^  ( ^ f c A )

S i ,  r e la t iv e m e n t  à l a  d é c o m p o s it io n  ( 2 8 ) ,  on o o n s ld è r e  l a  

com posante de (3 2 )  su r Av ( e / - ^ ) ,  on o b t ie n t  s Я . v _ ( e f ^ ) * 0 ,
0 Cl 1 Го ■) i  1 A j A

Dono A ^e^  ^  —3 '® i  * D 'a p rè s  l e  lemme 9» p o in t  i )  ,
on a : А -fc I  + Ь ♦ D ^ ( l^ ) ,  e q u iv a le n t  à  ć l  ♦ 1^ + b^

flemme 6 , p o in t^  i i ) j .  On en d é d u it  £ I  1^ ♦ b^ e t ,  de l a

même m an ière  » £  I  ♦ b 2 + D - j ^ ) .  D 'où  :

( I  ♦ b2 ) e^ 2 j  e t  A 1v 2 ( e± ^2 ̂  )  s 0 . E n f in ,  de

1 ♦ 1^ ♦ b j  on d é d u it  î + ^ 3 ^ * i*  d '° ù  s

A j^ v ^ e ^ )*  0 , F in a le m e n t, on a 1 s в 0 .

E c r iv o n s  m a in ten an t t

A ±J ( v j ( e f 2 ^e j ) +  v 3( e 1 . jr 2 ] ) + ^ ( e ^ ) ) .  ( Л ^ € А > .

S i ,  r e la t iv e m e n t  à l a  d éc o m p o s it io n  ( 2 8 ) ,  on c o n s id è r e  l a

com posante de ( 3 2 )  su r Av3( e ^ 2^ « j )  ( i ^ j  ) ,  on o b t ie n t  s

^ i j  V3^e i 2"*e j ^ e °  *
Donc : Я ^2J /_ к C2 ]

ij ei ej 6 (I + V ei ej •
On en d é d u it ,  g r£ c e  au lesmie 9 » p o in t  i i ) :

\ 4 £  I .  b ,  ♦  0 , ( 1 , ) .  I j

Or (lemme 6 )

1 * -3 + D2 ^ Xi ^ *  Jj = 1 + - 3  * *1 + XJ = 1 * 3̂+ V  D2(lj'

Donc, in ve rs em en t :

X O ^ ^  \  t  T X h  ̂ .  о ̂  J
ij eiej ć{1 * 5 3} ei*j et

De meme (lemme 10, i i i ) :

v 3( * i e jr23 )=  °



On a f in a le m e n t  г S  *  0 .

La r e l a t i o n  ( ] 2 ) m  r é d u it  a lo r s  à :

a " + t + Z + s s O

G rèce à ( 2 8 ) on en d é d u it  im m édiatem ent que s "  = t  = Z = z  =0. 

C e o l dém ontre l e  lemam 1 1  ,

Lemne 12 : On a s

(3 3 )  H '»  S $  S ' ф  S- $  b2T .

Preuve i &> v e rtu  du leaaae 11 11 a u ff i t  de prouver que 

(3 U ) H '«  S ♦ S %  S" ♦ b 2T

On a : S C H ' o a r  le a  g é n é ra ta u re  ( 2 9 )  de S aont de l a  forma

( 2 1 )  ( leaaae 3 )

S 'c . H ' c a r  l e a  g é n é ra te u rs  (3 0 )d e  s '  aon t de l a  form a

(2 2 )(le m m e  7 )

S* С H ' e t  b2T с  H ' g ra c e  au mène l a m e  7*

I l  r e s te  dono à d ém on trer l ' i n c lu a i o n  de H ' dana l e  aeoond 

membre de (3 * 0 «  Un é lém en t z  qu e loon qu e  de H ' a ' é c r i t  : 

(lem ne 5 )*

*  = 5 Ло( [ ^ ( x p 1) *  v 2 (x J 2 'î ) * ' v 1( * oC)J . ( x^ é M ; A ) .

On peu t d a i l l e u r s ,  pour s i m p l i f i e r ,  su p p oser que

1 • 911 e f f e t  * =*• v j ( xo f Ĵ )= V3^X« 3J  ̂ et
/“2 1 2 C23 '

^ «0 v 2 ( x ec '  = <̂j£ v 2^x *   ̂• q u i t t e  à re m p la c e r  x ^  p a r A » * * »
on suppose donc = 1. I l  e x i s t e  pou r x ^  une d é c o m p o s it io n :
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*  ^  J л  i - С  ’ А * 1 '  i * * j * * k * W k

On en  d ć d u it  une d é c o m p o s it io n  de z  :

Z =  f t ß *  v 3 ( e i 3J>+ ^ ^ v 2 ( e iL23)+ Â i â v i< * i>  +

♦ 2  A L 5' j « . V e ir2S ) + Л 1ЛЛ L v 3( e i e î 2 J )+
i  <■ j,oC

♦ A  x  v 2 ( e i e j )+  21 < * i A c * k . c  v 3 ( v fe k >•
i<* Jet J ± < j< k ,«( J 1 J к

Le p re m ie r  S  , é g a l  a u s s i à ^  '  + v l * e i^

est dans S; le troisième £  est dans S " .

C on s id éron s  l e  deuxième 5 -  • Modulo b 2^'* * e r e e

\ o c  Л J *  v 3( * i * j 2 ] )  e e t  i e a l  *  T 3 ( e i * J f2J  ] -

On a a u s s i A l o t A Je£ >* A ^  Â j r f  v ^ . ^ ) .

t e a r  b 2 v 2 (P 2 (M ) ) e  o j  . Modulo Î>2T » l e  secon d  ^  e e t  d<>nc

é g a l  à £  7j2 ^  fv  ( e L2^e ) + v  f e  е ^ 3 \  ( o  e )1
i < J , . / 4 = C  3 '  1 j '  3(  1 j  '  + v 2 ^®i  j ; j ’

q u i e s t  un e le n e n t  de S * .

C e la  dém ontre l e  lemme 12

Lemme 13 i Pour l e  m odule Q d é f i n i  au lemme 1 , on a ;

( 3 5 )  Q cr т/ь2т  $  v 2( r 2(M ) )  ф  V i ( m) ,

P reu ve  : On u t i l i s e  l e s  lessaes 5# 11 * t  12 .

Nous a l lo n s  m a in ten an t e x p l i o l t e r  l e  second  membre de

( 3 5 ) .  Tou t d 'a b o r d ,  s

T  = $  A v 3 ( e Ae j 2 l )  СГ ф  (A  » ^ ^ / ( Т  t- b ^ e j ^  

i  4 j  i  О

Comme b j C  - 2 *  on a s 1 + Î Î3 + - z  = 1  + 52 » donc ""

T/b2T — ф  (A  * A* j 2  ̂ ) / ( l + b 2 ) e 1 e j 2;i

i  < J
M ais a u s s i : A e ^ 2 ^  A / lt  ♦ D2 ( ï j )  (lem m e 9 , i l  ) .
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Cosmra I  *  b2 + 1^ + D2 ( l j ) =  1^ + I j  + I  + b2 (lem ine 6 )o n  a 

e n f in

(3 6 )  T/b2T ^  ф  À / I± + I  ♦  I  ♦ b 2 .

i  < J
D' a p rès  l e  l e m e  (  10) on a a u s s i ,  e t  de l a  menie m an ière  :

(3 7 )  v 2 (i^ (M ) )=  ф  A • f * V ( l + b 2 )e ^ 2J $  ф  Aei e j / ( l + b 2 ) e i e J

C r®  A/D2 ( I 1 )+  I  + b2 ф 'ф ?  ^A / I + I ± + I j  ♦ b 2

a vec  d 'a i l l e u r s  : D2 ( l ^ ) +  I  ♦ b 2 = 1^ + I  ♦ b,_

E n fin  s

(3 8 )  v ^ M ) «  2  Aei / ( l + b 3 ) e i  2  A / ^ + 1 + b .j .

En p o r ta n t  l e s  r é s u l t a t s  de ( 3 6 ) ,  (3 7 )  e t  ( 3 8 )  dans

( 3 5 )  (lem m e 13>, e t  de l à  dans ( 2 ) (lem me l ) f on o b t ie n t  l e

Lamme : Pour l e  module M = A / l,  6Б • • • Ф  А/ I  e t  l ' i d é a l  I ,— — — — — —  1 n — — — —
on a :

^ ( М  ф  A / l )  с :  Г \ .( м ) ф  ф  A /4 + I + I + b ф  ф  A /l + 1 + 1  +  Ь  
4 4 K J  1 i C j  i ~2

ф  Ф  A / I ♦ I  + b ф  Ф  А/ I ,+ I+ b  
L С

A p a r t i r  de l à ,  l a  d ém o n s tra t io n  pour r é c u r r e n c e  du THEOREME

e s t  Im m éd ia te ,
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O FUNKTORZE ZWIĄZANYM Z PODZIELONYMI  POTĘGAMI STOPNIA 4 
M ODU ŁU

S t r e s z c z e n ie

N ie ch  Pn (M )o zn a c za  składow ą jed n o rod n ą  s to p n ia  n 

a lg e b r y  z p o d z ie lo n y m i p o tęgam i П(м) i  n ie c h  ^n ( M) b ę d z ie  

podmoduł em ^ (m )  generowanym p r z e z  w s z y s tk ie  p o d z ie lo n e  

p o t ę g i  x ^ ( x  ć. М ). A u to r o b l i c z a  moduł i lo r a z o w y  ^ ( m )  w  

przypadku , gdy M j e s t  skończoną sumą p r o s tą  modułów 

c y k l ic z n y o h  .


