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SUR UN FONCTEUR LIE AUX PUISSANCES DIVISEES DE DEGRE
4 D'UN MODULE

Sommaire; Pour tout module unitaire M sur un anneau commuta-
tif unitaire A et tout entier BYyO, soit Pn(*0O la composante
homogéne de degré n de |’'algebre des puissances divisées
P(M). Soit I (M) le sous-module de P (m) engendré par les
éléments de la forsie XxN*~Ax£ M). Dans CIl] , A. Prészynski a
défini le module quoﬂent : P”(m): fn(M)/I7rI](M), On se propose
ici d' expliciter quand M est une somme directe

finie de modules monogénes.

L* étude de dans le cas general a été poursuivie
dans Tu3, essentiellement lorsque 1* anneau A est noéthérien.
Mais on n’'y trouve de détermination explicite queﬁans des cas
bien particuliers. La détermination complete de p~(M) quand

M est une somme directe finie de modules monogenes a été

faite dans notre article cité 1111],
DEFINITION : Pour 1’ anneau A, nous désignons par b, (resp.b,
1* idéal engendré par les éléments: a - a (resp. a - a)

ou a parcourt A.
L'’objet de cet article est de démontrer le résultat suivant:

THEOREME 1 Soit j.lj»»*»»InJan systéme fini d’'idéaux de A.
Posons t

n
M= o A/lp ;
p=

1
U=ao A/I ¢ I ¢ b ; V=0 A/l +1 +b-; V = & A/l +1 +lr+b
P~ q 4 p<q p<ag<r
Alors on a : N (mi Ch YD W T

Corollaire



Noue utiliserons un procédé de récurrenoe sur n
Rappela : Pour tout idéal | de A, on rappolle (cf.fiv],
p. 127) que Dy(i) (n>o0) désigne \»>idéal de A -engendré par

lea elements i“*ou 1i ofin et ié 1 , Si n21,
D~(I') eat engendré également par les elements -di° , avec
i £ 1 et d<T = n. Pour ces deux systemes de générateurs, il

su ffit d’ailleurs que 1 décrive un systéeme de générateurs de
l.

Pour un module monogéne M de générateur e et d/annulateur
I, on sait alors (cf. Liv], prop. 8, p. 136) que
PAI'I(M) ~A/Dn(l), 1" isomorphiame associant ernl a la olasse de
1 modulo (i).

Noua entreprenons maintenant la démonstration du théoréeme.
Pour oommencer, M désigne un A-module et | un idéal de A

absolument quelconques.
Leamie | s Soit le module
p =P3(M)/1 F3(m) 0-P2(m)/d2(i )P2(m) ® m/d3(i)m

Soient les applications canoniques s

u3 s 3(m) r3(M)/i P3(M)
U2 Sr2(M) -» P2(m)/d2(i)P2(m)
ul s M m/d3(i )m

Soit H le sous-module de P engendré par les éléments du

type

ou a <€ A, x é. M .

Posons Q = P/H . Alors en a s

(2) T\(M¢p AZIl) a ® Q

Preuve s Notons e un générateur de A/Il. Il existe un isomor-
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phiarne (ef.fvj , th. 11l 4, p. 262)s
Pu(n ¢ aZi) - (\(m) @[IF3(m) < A/ij ®fr2(M) ® P2(a/i)] d
t

drm ® P3(a/i )I® rrU/i).

qui, pour i1 M et a e A, associe les éléments
(x + ae)]U3 et xIU] + ax 13] ® e + a2x I_23® eL2|+ aSX?é' er?"l
u Iyl

- — fu
Le module MN~"(MdpA/1l) contient en particulier x (faire
a = o0), ainsi que e (-faire x = o et a = 1).En outre
P3(M) $ A/X~T3(m)/1 P3(M); T2(M) ® T2(asl) si

s? (m)/D_(i)r_(m); M®P,(a/Zl1)2:M/D-(i)m . Le lemme 1 en résulté.
2 * * i i
Nous allons Maintenant opérer une réduction «ur le systéme

des générateurs de H définie au lemme 1 .

bewBe 2 : Le module H est engendré par |Illensemble des

éléments de | 'un des types suivants, ou xé M et a&A
@¢?) u3(,0J)e u2(x ™)+ ul(x)t
p) (a2-a)m2(x"~2b !

r)y (»3-*)«,(*>

Preuve
Soit b€ A. Dans (i), remplagons x par b x
(3) a b3 u3(x~"3")+ az2b2u2 (x 2™+ a3b Mr"x3&H.

Dans (1), faisons a s 1 s

() m3(x13b+m2(x 12b + u”~xJtH
Ceci montre que les élémentsdu type ot) sont dans H.
Multiplions (U) par ab3 et retranchons de (3)5

(3) ab2(a-b)n2(x”2b+ ab(a2-b2)ul(x) <tH .
Echangeons a et b dans (5)t

(6) a2b (b-a)u2(x~2”™)+ab (b2-a2)ul(x)é H .
Ajoutons (5) et (6):

(7) ab(a-b)t u2(x t2™)€H
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Faisons b s 1
(8 ) a(a-1)2 u2(x”™ )€ H

Chingeoas, dans (8), a en 1 - a

(9) a2(l-am2(x[2b e H

Ajoutons (8) et (9):

(10) (a2-a)u2(x [2] )EH

Ainsi, les elements de type R) sont dans H.

On déduit de (KO ) que, pour tout c£A et tout ny2, on a:

cnu_ (x123)= o u_(x "3 )modulo H.

Dans la relation (5)le terme contenant u2(x [Zl)est donc
dans H; on en déduit

(11) ab(b2-a2)ul(x)€. H .

Faisons

(12) (a"s aJu”~xiéH

Ainsi, les éléments de type f} sont aussi dans H .

Inversement, modulo les éléments p) et y-), tout les
générateurs (l)définis au lemme 1 sont proportionnels aux
éléments de type of) ; cela démontre le lemme.

Lemme 3 s Quels que soient x,y,z dans M et a dans A on
a
(13) n3(xr2l]y ¢ xyCz2Il)+ u2(xy)eH ;
(ib) u”n(xyz)fe H;
(15) (a3.a)u3(x ~)E H i
(16) (a2 -a)u3 (x~yJdeH
Preuve: (13)s’'obtient a partir de (1)en y remplagant x pour
X +Y;
(14) s'obtient a partir de (13)en y remplagant y
par y + z ;
(15) s'obtient en multipliant (*4;par (a”~-a), en

tenant compte de (I2)et de (10).

Dans (13), remplagons x par ax s
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(17) a2 u”NMx”"y )+ a mn3(xy*™2b+ a u2(xy)é¢H

Alors, (16) s’obtient en multipliant (13)par e et en retranchant
de (17).
Lemme k : On a

(18) 3. 3M)/1 T3(M) ¢ =~
(19) b2 . r2(M)/D2(i)r2(M)c H
(20) b3 . M/B3(l)M C H
Preuve s (18) provient de(l5), O”) et (I™)i en remarquant que

rm)/1 r3(m) est engendré par les éléments de 1iun des types:

«3<«01 )»“3(*I12y) » u3(xyz);

(19)et(20) proviennent du lemme 2, en resiarquant que

n2(M)/D2(1)r2(M) est engendré par les éléments du type

u2(x~2"™ ) [car méme u2(xy)= u2((x+y/2]-x L 2 y~)Il et que

M/D3(1) est constitué des éléments u2(x).

Lesuse 5 : Soit le module
rRBm)/ (1+3) Bm) $ M2(Mm)/(L+p2) MR2(M) M/ (1l + b3)Mm
Soient les applications canoniques
v3 i T3(M)-~. T3(M)/(1+ b3) ~(M);
v2 @ Mm)-> N2(m)/ (1 + b2)P2(M);

vi r M MZ(I + b3)M

Soit H# le sous module de P* engendré par les éléments du

*ypa
(21) v3(x&BIl)+ r2(xM™M )+ v/ x)

ou X M»

Alors, pour le module Q défini au lemme 1 on a

Q—P'/h'
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On a en effet Q = P/H . Or, en vertu du leacae [, pour faire
le quotient de P par H on peut commencer par faire le

quotient de P par ie sous module

b3P3(M)/1 B(M) & b2r2(M)/D2(i)P 2(M) b b3 m/d3(i)m
obtenant ainsi le nodule
RBm)/(1*63)P3(M) @ P2(m)/(d2(i)+ b2)I*m) $ m/(d3(i)+ b3)M

Il ne reste plue ensuite qu'a faire le quotient de ce

dernier nodule par lI'image de H, laquelle, d'aprés le lemme 2,

eet engendrée par | 'image des éléments de type oc) .
Or on a
Lemme 6 : i) D2(1)+ b2 =1 +b2
ii) D3(1)+ b3 =1 +b3
it ) d2(i)+ b3 =1 +b3
Preuve :Pour tout entier me O, soit b ' I'idéal engendré
par les éléments a™-a; soit nEm , De Dn(l)c |l , on déduit

D()+ b.Cl +b_,
n -m —Mn

Réciproquement, pour tout i £ I, on a :i= (i-i )+i ™~ bmDn(1™
d'ou I'inclusion inverse. Donc : D (lI)+ b= I +b

n -m -m
Du lemme 6 resuite que le module-quotient de Pconsidéré
ci-dessus est égal a P'j les éléments detype <*?)  de Hont

peur image les éléments du type C21)» donc l'image de H est
H'* Le lemme 5 en résulte.
Relativement au module H', les points (I13),(I*0 et (16)du

lessee 3 entrainent les suivants

Lemme 7 : Quels que soient x,y,z dans M eta dans A on

a i

(22) v3(x I372y)+ v3(xyL2])+ v2(xy)eH"

@23) v3(xyz) C H'

(2*0 (.2-e)v3(xr2]y)t H".

Nous rappelons que tous les ré#sultats qui pr%cedent ont

été établis sans aucune hypothése particuliére sur le module

M . A partir de malntenent, nous en faisons une.
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HypothM» pour 1« suit» de o»t »rtlole s
M «it one «o— directs fini» d» modules nonogénoa
n
(25) n=*= o \ MA O k/ xx
1*1
Soit e un générateur do
8 i Ona't

(ab) r3(m)»d A e ¢ A «If21*j ©d A BIB|"® b A eiejev

1 K J KJrte
Prouve , On a un isomorphisme (of. Ivi), th. 111 U, p. 262)
(27) r3(M) k (s3] (M ,)®...® £ (Mn) *
(«tj-t-. . .¢*r =3 1 n
1 n GIlI F«n)
= [o4] Aal dh... <9 Aan
) — Q¢ —3
C 10i*» . e 1
La nodule A - d e ® Aei. BU second membre correspond
au aous-module A e M3 ((, du premier membre ; d'ou t

pour T[3(M), une decomposition en somme directe

n3(m ). m nJ*ri..

t OK,i

qui eat précisément celle que fournit le lemme 8

Lesme 9 t i) L'annulatour de est DANIN);
ii) Pour i / J , 1'simulateur de e]270j eat
D2 (l+)+ 7 ;
iii) Pour i <J”~k , 1'simulateur de e”e”e™ est

Ji ¢ xn * xk e
Preuve :Dans 1'isomorphisme (27)* le sous-module
Ae~n] del3(m) correspond au module (~(M”7); celu démontre i),
Le sous-BK>dule A e~7nen de P3(m) correpond au module

f w ® Mj @ a/d2(ia) @ al/ij =1 W VvV * 1j* ce qul
démontre il).
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Le aoua-module A correspond au modula 0 Mj®
d'annulatour 1. + 1 ¢ 1 , d'ou 111). Pour le degré 2, on

¢ . a o«
demontrarait de Beke le

Lemme 10 : i) MB(M) = d A e2 ¢ A exen
1 1<
11) 1'annulatour de en2™ est 2(1%);
ill) I 'simulateur de en est 1N ol

Reprenons maintenant la définition du module P' donnée au

lemme 5,en tenant compte du Ilemme 8. Il vient

(28)P'= b A v (ef% & AV (e*2je )p & Av (e.a[2]j) ®
i J 1 L<J J A J > 1 J

® Avqg(®-le 4eir) & V (I'-(m)) d V (M)-.
19k 31 J Kk 22 1

Soit S le sous-module de P' engendré par les éléments du
type s

(29) )+ v2”7ei 2™+ V1Nein (i=1,..., n );
Soit S' le sous-module de P' engendré par des éléments du
type
(30) v3(ei2lej) + v3~ei ej2n + v2 "®iej N

Posons enfin

S"= |d AvJ(e.AeJeK) et T = ,go_ Av (5& J’\ ) .

Lemme 11 . On a
(31) P=Sd S'®S" & T ¢ Vv2(P2(M))® vi(m).
Preuve :En vertu de (28) et de la forme des éléments (29)
et (30) , il est clair que
P= S+ S'+s"+ T+ v2(P2(M))+ Vi(m)

Il reste a prouver que la somme est directe. Soientdonc des

éléments

s£S, s'fesS', s"fcsS ", tfeT, Zé.v2(r2(M)), zc.v~M ), tels

que
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(32) t +2Z+ 2z =20

Ecrivons s
e = £ Nt(v3(«/ 3N) * V2ARIN2N + vIANFIAN (~fcA)

Si, relativement a la décomposition (28), on oonsldére la

composante de (32) sur Av (e/-7"), on obtient s 4. v__Aef’\)*O,
0 Ci1 fom i 1 A ]

Dono A”en A —3'®i * D'apres le lemme 9» point i)
on a : A-fcl + b ¢ D~”(I™), equivalent a ¢l ¢ 1~ + b~
flemme 6, point”™ ii)j. On en déduit £ 1 1~ ¢ b”N et, de la

mémem aniére » £ 1 ¢ b2 + D -jN). D'ou
(I ¢ b2) en2jet Alv2(ex”2n)s O. Enfin, de

1 ¢ 1™ ¢ bj on déduit 1 + A3A*ix d'a s
Ajrvren)* 0, Finalement, on a 1l s B O.
Ecrivons maintenant t
A+J (vj(ef2nej)+ v3el.jr2])+ ~ (e ™ )). (NM"E€EA>.

Si, relativement a la décomposition (28), on considere la

composante de (32) sur Av3(e”~2"«j) (i”~j ), on obtient s

~NQj V3nei2mejre ° *

Donc : A ~2J /_ K 2]
ija go6d+\vda g -

On en déduit,grfce au lesmie 9» point ii):
\ 4 £1 . b, ¢ 0,(1,).1j

Or (lemme 6)

1 *-3 +D2”Xi** Jj =1 +-3 * *1 +X =1 *"3+\V 2j°

Donc, inversement

v3(*iejr23)= °
De meme (lemme 10, iii):



On a finalement r s * 0.

La relation (]2)m réduit alors a
a"+t+Z+ssO0

Gréce a (28) on en déduit immédiatement que s" =t = Z =z =
Ceol démontre le lemam 11

Lemne 12 : On a s

(33) H» S$ S"d S-$ b2T
Preuvei &> vertu du leaaae 11 11 auffit de prouver que

(3U) H'« S & S% S" ¢ b2T

On a : SCH' oar lea générataure (29) de S aont de la forma
(21) (leaaae 3)
S'c. H' car lea générateurs (30)de s' aont de la forma
(22)(lemme 7)
S*C H' et b2T ¢ H' grace au méne lame 7*
Il reste dono a démontrer l'incluaion de H' dana le aeoond
membre de (3*0« Un élément =z queloonque de H' a'écrit
(lemne 5)*

* =5J([N (xp 1)* v2(xJ2T)*'v1(*0oC)I . (x"eM ; A).
On peut d ailleurs, pour sim plifier, supposer que
1 « 9 effet * 2evj(xofd)= V3™"X%«3] ™ et
/21 2 c23 '
NOQv2(xec '= NGEV2Ax*  Ne quitte a remplacer x~ par A»**»

on suppose donc = 1. Il existe pour X~ une décomposition:
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* A Jp i-cC A T LY R jrr Kk *W K

On en déduit une décomposition de =z

Z= ftR * v3(ei3J>+ ~ ~v2(eil23)+ Aia vi<*i> +

¢ 2 AL Bj«.V eir2S ) + N1NN L v3eiei2d)+
i =aj,0C

. Ai<* XJetVZ(elejJ)+t<211<k«< iAc*k.c vJ3(¥ Beﬁ Se

Le premier S , égal aussi a n o+ virein

est dans S; le troisiéeme £ est dans S".

Considérons le deuxiéme 5- « Modulo b 2n'* *eree
\oc /1 J* v3(*i*j2]) eet ieal * T3 (ei*Jf2J -
On a aussi AlotAJef >* AN Ajrfv A~ o)

tear b2 v2(P2(M))e oj . Modulo >2T» le second ~ eet d<nc

égal a n fv_(e l2%e )+ v _fe e”3\ ( )1
3" 1 ' 3( 1

. £ 7j2 o e )1,
i<Jd,./4=C s v28®i G

qui est un elenent de S*.
Cela démontre le lemme 12

Lemme 13 i Pour le module Q défini au lemme 1, on a ;

(35) Qcr /62T $ v2(r2(M))d Vi(m),
Preuve :On utilise les lessaes 5# 11 *t 12

Nous allons maintenant expliolter le second membre de
(35). Tout d'abord, s

T =% Av3(eAej21) O d&d A »NAN™/ (T tb™ejn
i 4] i O
Comme bjCc -2* on a sl + 113 + -z =1 + 52» donc ™
T/b2T — o (A *A*j2~ )/ (1+b2)elej2i
i<J
Mais aussi : A e ™~ 2~ A/It ¢ D2(7j) (lemme 9, il ).
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Cosmra | * b2 + 1™ + D2(lj)= 1™ + 1j + 1 + b2 (lemine 6)on a
enfin
(36) T/b2T ~ & A/Ilx+ 1 ¢ 1 ¢ b2
i<J

D'apres le leme (10) on a aussi, et de la menie maniére

(37) v2(i®* (M))= & A «f*V (I+b2)e”r2J$ & Aeiej/(I+b2)eied

Cr® A/D2(11)+ | + b2h'dp? A/l + 1+ + 1j & b2
avec d'ailleurs : D2(IM)+ 1 ¢ b2= 1™ +1 ¢ b,_
Enfin s
(38) VAM )«2 Aei / (1+b 3)ei 2A/N+1+b.j

En portantles résultats de (36), (37) et (38) dans

(35) (lemme 13>, et de la dans (2) (lemme |)f on obtient le

Lamme : Pour le module M=A/I, GP eee A/Ae_t_lid egal I,
on a
AM @ A/ c:Tv.(m)p o A+ 1 +1 +b d @ A/l +1+1 + b
4 4 K J 1 iCj i ~2
b & A/I ¢ | + D b & A/, +1+b
L C
A partir de la, la démonstration pourrécurrence du THEOREME

est Immédiate,
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O FUNKTORZE ZWIAZANYM Z PODZIELONYMI POTEGAMI STOPNIA 4
MODULU

Streszczenie

Niech Pn(M)oznacza skiadowa jednorodnag stopnia n
algebry z podzielonymi potegami M(m) i niech ~n(M) bedzie
podmodut em ~(m ) generowanym przez wszystkie podzielone
potegi x ™ (x €. M). Autor oblicza modut ilorazowy ~(m) w
przypadku, gdy M jest skonczong sumg prostg modutéw
cyklicznyoh



