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Współczesna Forma Klasycznych 
Problemów Teorii Prawdopodobieństwa 
-  “Operatorowe” Rozkłady Graniczne

Andrzej Łuczak

1. W stę p .
Twierdzenia dotyczące zachowania granicznego ciągu sum nieza

leżnych zmiennych losowych m ożna podzielić na dwie zasadnicze grupy. 
Klasycznymi przedstawicielami tych grup są: m ocne (słabe) prawo wiel
kich liczb i centralne twierdzenie graniczne. W  obu przypadkach mamy 
dany ciąg niezależnych zmiennych losowych { X n} o jednakowych roz
kładach, tworzymy sumę Sn =  X i + . . .+ A 'n, normujemy ją  przy pom ocy 
stałych an >  0 , bn € 3? i pytam y o zachowanie graniczne ciągu

Zn — dri^n "b bn-

Przy założeniu, że istnieje wartość oczekiwana E (X n) =  m  i wyborze 
stałych an =  ~, bn =  —m, tak że Zn =  ^Sn — m, otrzym ujem y m ocne 
(słabe) prawo wielkich liczb mówiące, że Zn — > 0 z prawdopodobień
stwem 1 (wg prawdopodobieństwa).

Jeżeli założym y ponadto istnienie wariancji D 2X n =  a 2 >  0 i obie
rzemy stałe
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tak, że
_  (Sn -  E S n)

^/W S^ ’
otrzym ujem y centralne twierdzenie graniczne mówiące, że

P (Z „  <  A ') — , —L= £ ^ e x p ( - | ) < f t .

Zauważmy, że twierdzeniu temu można nadać następującą "m iarową ” 
formę. Dla dwóch miar prawdopodobieństwa /f i 1/ na 3? ich splot /i * z/ 
jest miarą prawdopodobieństwa określoną jako

/ + o o

fi(E  — x )v (d x )
-oo

dla borelowskiego podzbioru E  przestrzeni 3?.
Ponieważ rozkładem sumy niezależnych zmiennych losowych jest splot 
rozkładów tych zmiennych, zatem przy v oznacającym  rozkład zmien
nej X n, Sn ma rozkład u * ~̂ u {n - krotny splot u ze  sobą, ozna
czany dalej przez un ) i zmienne losowe anSn +  bn m ają rozkłady 
Tanu * 8(bn), gdzie 8(b) jest rozkładem skoncentrowanym w punkcie 
b (tzn. ń(6 ) ( { 6 } )  =  1 , Tax  =  ax  przy ustalonym a 6  \ {0 } ,  a rozkład
TaA określany jest jako

TaX (E ) =  X (T~l E ) =  X (E )

dla miary prawdopodobieństwa A i zbioru borelowskiego E. Jeśli zało
żym y teraz, że

/ OO

x 2u((lx) <  oo
-OO

i oznaczym y

/ oo r oo

x v (d x )  =  m, / (x  — n i)2v {d x) — er2,
-OO  J  — OO

to dla stałych an i bn określonych wzorem (*) (przy założeniu, że cr2 >  0 ) 
otrzym am y centralne twierdzenie graniczne mówiące, że dystrybuanty 
rozkładów Tanvn * 8{bn) są zbieżne do dystrybuanty standaryzowanego 
rozkładu normalnego. Ta zbieżność dystrybuant jest, jak się okazuje,
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szczególną form ą tzw. słabej zbieżności miar zdefiniowanej jako A„ =>■ A, 
jeżeli

/ oo r  oo
f ( x )X n(dx) ->  /  f (x )X (d x )

-oo J  —oo

dla każdej funkcji ciągłej i ograniczonej /  na 3?. Jak widać zatem, 
w dwóch rozważanych powyżej twierdzeniach mamy do czynienia z 
dwoma różnymi rodzajam i zbieżności: w prawie wielkich liczb -  ze 
zbieżnością ciągu funkcyjnego prawie wszędzie (wg miary), w central
nym twierdzeniu granicznym -  ze słabą zbieżnością ciągu rozkładów. 
Zagadnienia dotyczące słabej zbieżności miar prawdopodobieństwa (któ
rych szczególnym przypadkiem jest centralne twierdzenie graniczne) 
prowadzą do teorii rozkładów nieskończenie podzielnych. Niektórym 
aspektom tej teorii, szczególnie w ich współczesnej postaci, poświęcony 
jest niniejszy artykuł.

W  dalszym ciągu przedm iotem  naszych rozważań będą miary (tj 
rozkłady) prawdopodobieństwa określone na borelowskich podzbiorach 
przestrzeni euklidesowej 3?". Każda taka miara fi jest w sposób jedno
znaczny wyznaczona przez swoją funkcję charakterystyczną fi zdefinio
waną wzorem

jl(x ) =  exp { i ( x ,y ) } f i (d y ) ,  x  £ 3?^,
J$łn

gdzie (•, •) oznacza standardowy iloczyn skalarny w . Ponadto, dla 
operatora liniowego A  na i miary fi, miara Afi określona jest jako

A fi(E ) =  fi(A ~ 1(E ) ) ,  E  — zbiór borelowski.

Nietrudno sprawdzić, że

(A B )fi =  A (B fi ), A fi(x )  =  fl(A *x), A (fi * u) =  Afi * Ais,

gdzie A , B  są operatorami liniowymi w dłN, a fi, u -  miarami praw
dopodobieństwa; A* -  jak zwykle oznacza operator sprzężony do A. Ze 
względu na charakter rozważanych zagadnień będziemy konsekwentnie 
stosować terminologię odnoszącą się do miar prawdopodobieństwa, a 
nie do zmiennych losowych. Czytelnik przyzwyczajony do bardziej tra
dycyjnego ujęcia powinien pamiętać, że splot fii * . . .  * fin jest niczym 
innym jak rozkładem  sumy zmiennych losowych X\ +  . . .  +  X n takich,
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że zmiena X i ma rozkład p,-, i =  1 , . . . ,  n, a miara A u  jest rozkładem 
zmiennej losowej A o X ,  gdzie X  jest zmienną losową o wartościach w 
$łN i rozkładzie y.

2. R ozkłady nieskończenie podzielne.
Niech {nnk ■ k =  1 , . . .  ,k n, n =  1,2 . . . }  będzie trójkątną macierzą 

miar prawdopodobieństwa na IRN. Macierz ta nazywa się jednostajnie 
infinitezymalna, jeżeli dla dowolnego otoczenia zera U w $łN spełniony 
jest warunek

lim max y nk (^ N \ U) =  0 ,n—►oo 1 <k<kn

Oznaczamy
Mn =  M n l  *  • • • *  h n k n ■

Poniższe twierdzenie stanowi fundament całej teorii rozkładów granicz
nych.

Twierdzenie 1 Następujące warunki są równoważne:

(i) y  jest rozkładem granicznym dla ciągu miar y n *S[hn) przy pewnym
ciągu {h n} z $ł.N;

(ii) dla każdej liczby naturalnej p istnieje rozkład prawdopodobieństwa
Xm na dłN taki, że y  =  Am;

(iii) funkcja charakterystyczna y  ma postać

(1) y (x )  =  e x p { i ( m ,x )  — - ( D x , x )  +

+ I - 1 - ,N’g)||2M<W},J*N\{o) i+ II y II2
gdzie m  6  $łN, D  jest operatorem nieujemnym na IR.N , a M  jest  
miarą borelowską na 1R.N \ { 0 } taką, że

[  m in (l, || y ||2) ■ M (d y )  <  oo.
J?RN\{ 0}

Ponadto, miara y  jes t wyznaczona jednoznacznie przez m , D i M.



W s p ó ł c z e s n a  F o r m a  K l a s y c z n y c h . 7

Miary fi, o których mówi powyższe twierdzenie nazywane są mia
rami nieskończenie podzielnym i (nazwa ta jest konsekwencją warunku
(ii)). W zór (1) nazywany jest wzorem Levy’ego-Chinczyna, a miara M  
miarą spektralną Levy’ego. Ze względu na wzajemnie jednoznaczną od- 
powiedniość m iędzy miarą fi, a trójką m ,D ,M  stosuje się zazwyczaj 
zapis fi =  [m, D , M ] na oznaczenie miary nieskończenie podzielnej /z, 
której funkcja charakterystyczna dana jest wzorem ( 1 ).

3. R ozkłady stabilne, L evy ’ego i półstabilne.
W  klasycznej teorii rozkładów nieskończenie podzielnych szczególną 

rolę odgrywają rozkłady graniczne dla ciągów splotów miar "norm owa
nych” pewnymi stałymi liczbowym i. M ówiąc dokładniej, miary fink wy
stępujące w definicji rozkładów nieskończenie podzielnych m ają postać

f̂ rik

gdzie an >  0 , a {u „ }  jest pewnym ciągiem rozkładów prawdopodobień
stwa na $łN. Tak więc

(2) fin * S(hn) =  Tan(i/i * . . .  * vkn) * S(hn)

i problem dotyczy charakteryzacji rozkładów będących granicami ciągu
(2). W  następujących trzech przypadkach zagadnienie to zostało roz
wiązane:

<i) hn — ^'

b) kn =  n, vn — dowolne, {T avk : k =  1 , . . .  , n, n =  1 ,2 , . . . }  —
jednostajnie inhnitezymalna;

c) ciąg { kn} spełnia warunek — > r , 1 <  r <  oo, vn =  v.

Rozkłady graniczne w powyższych przypadkach nazywają się od 
powiednio rozkładami stabilnymi, Levy’ego i półstabilnym i. Okazuje 
się, że każda z tych klas rozkładów m oże być scharakteryzowana przez 
pewne równanie, które spełniają miary należące do danej klasy. Aby 
przedstawić te równania, zdefiniujemy dla miary nieskończenie podziel
nej fi =  [m, D , M ] i i >  0 miarę fi1 jako miarę nieskończenie podzielną 
daną przez fi1 =  [ tm ,tD ,tM ],  tzn taką, dla której fi4 =  (p-Y- (Za
uważmy, że definicja powyższa jest zgodna z naszym wcześniejszym 
określeniem miary fin jako n-krotnego splotu fi ze sobą). Mamy wtedy:
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Twierdzenie 2 y  jest rozkładem stabilnym wtedy i tylko wtedy, gdy 
istnieją: a  E (0 ,2 ] ,h t E 3łN,dlat >  0 takie, że

(3) y* =  Ttc./j, * 8(ht).

Twierdzenie 3 y  jes t rozkładem L evy ’ego wtedy i tylko wtedy, gdy dla 
każdego c 6  (0 ,1 ) istnieje miara prawdopodobieństwa Ac taka, że

(4) y  =  Tcy  * Ac.

Twierdzenie 4 y  jest rozkładem półstabilnym wtedy i tylko wtedy, gdy 
istnieją a, 6 G (0 ,1 ) i h E 3?^ takie, że

(5) y a =  Tby  * 6(h).

Okazuje się, że powyższe wyniki m ają naturalne uogólnienia prowa
dzące do klas rozkładów zawierających odpowiednio rozkłady stabilne, 
Levy ’ego i półstabilne.

4. "O p eratorow e” rozkłady graniczne.
Idea uogólnienia wspomnianego na końcu poprzedniego paragrafu 

jest bardzo prosta i naturalna: mianowicie, polega ona na zastąpie
niu operatorów mnożenia Tan w (2 ) dowolnymi operatorami liniowymi, 
odwracalnymi A n działającym i w $łN. Tak więc rozpatruje się miary 
będące granicami ciągów

(6) A n{ v i * . . . * v kn) * 6 ( h n).

Rozkłady graniczne w przypadkach a), b) i c) nazywają się teraz od
powiednio rozkładami operatorowo-stabilnymi, operatorow o-Levy’ego 
i operatorowo-półstabilnym i. (Odnotujm y, że w przypadkach a) i c) 
jednostajna infinitezymalność {A n ŷt} wynika z samego faktu istnienia 
granicy ciągu (6 ).) Okazuje się, że również i w tych ogólniejszych przy
padkach rozkłady graniczne mogą być scharakteryzowane przez równa
nia analogiczne do równań (3), (4) i (5), przy założeniu, że miara gra
niczna jest "istotnie ./V-wy mi arowa” , innymi słowy-pełna, gdzie przez 
miarę pełną w rozumiemy miarę, która nie jest skoncentrowana 
na żadnej (N  — l)-wym iarowej hiperpłaszczyznie w IR.N. M amy za
tem następujące charakteryzacje pełnych miar operatorowo-stabilnych, 
operatorow o-Levy’ego i operatorowo-półstabilnych:
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T w ie r d z e n ie  5 ([9]) Niech p będzie pełna, p jest rozkładem operatoro- 
wo-stabiłnym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieją: operator liniowy odwra
calny B  działający w śłN i ht G , t >  0 takie, że

(7) p* — e BĄntp * 6(ht).

T w ie r d z e n ie  6  ([10]) Niech p będzie pełna, p jest rozkładem operato- 
row o-L evy’ego wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje operator liniowy odwra
calny Q działający w taki, że wszystkie jego wartości własne mają 
ujemne części rzeczywiste oraz miary prawdopodobieństwa \t, t >  0 

takie, że

(8) p =  etQp * Xt.

T w ie r d z e n ie  7 ([3]) Niech p będzie pełna, p jest rozkładem operato-
rowo-półstabilnym ictedy i tylko wtedy, gdy istnieją: operator liniowy
odwracalny A  działający w $ł.N, a G (0, 1) i h G takie, że

(9) p a =  A p * 6 ( h ) .

Zauważmy, że powyższe rozważania prowadzą do jeszcze jednej inte
resującej klasy rozkładów. Ponieważ rozkłady operatorowo-stabilne są 
zawarte zarówno w klasie rozkładów operatorowo-Levy’ego jak i w kla
sie rozkładów operatorowo-półstabilnych, zatem naturalne wydaje się 
znalezienie opisu ich ” najbliższych krewnych” , a mianowicie klasy roz
kładów operatorow o-Levy’ego będących jednocześnie operatorowo-pół- 
stabilnymi. Opis taki dany jest przez

T w ie r d z e n ie  8  ([7]) Niech p będzie pełna, p jest operatorowo-półsta- 
bilnym rozkładem operatorow o-Levy’ego wtedy i tylko wtedy, gdy p speł
nia równanie (8) z operatorem Q jak w twierdzeniu 6, a \t są pełnymi 
rozkładami operatorowo-pólstabilnymi dla każdego t >  0 .

Czytelnikowi świadomemu wielkiej roli funkcji charakterystycznych w 
teorii prawdopodobieństwa nasuwa się niewątpliwie zasadnicze pytanie: 
czy przedstawione wyżej klasy rozkładów granicznych dają się scharak
teryzować w języku tych funkcji, tzn. czy można podać konkretną po
stać funkcji charakterystycznej dla rozkładów należących do poszcze
gólnych klas, tak jak to było możliwe dla całej klasy rozkładów nie
skończenie podzielnych (twierdzenie 1, wzór (1) )? Okazuje się, że opis
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taki jest możliwy. Ze względu na znaczny stopień komplikacji nie bę
dziemy przytaczać tutaj konkretnych wzorów, ograniczając się jedynie 
do wskazówek bibliograficznych. Funkcje charakterystyczne rozkładów 
operatorowo-stabilnych omawiane są w [1], [2], [4], [5], [8 ], rozkładów 
operatorowo-półstabilnych —  w [6 ], a operatorowo-półstabilnych roz
kładów operatorow o-Levy’ego —  w [7]. Na zakończenie tego paragrafu 
zatrzym ajm y się jeszcze nad dwoma podstawowym i problemami do
tyczącym i rozkładów prawdopodobieństwa w 3?^, a mianowicie nad 
istnieniem gęstości i momentów omawianych miar. Jak się okazuje, za
równo rozkłady operatorowo-Levy’ego jak i operatorowo-półstabilne (a 
zatem i operatorowo-stabilne) są absolutnie ciągle względem miary Le- 
besgue’a w 3?A (patrz [1 1 ] dla rozkładów operatorow o-Levy’ego i [6 ] dla 
rozkładów operatorowo-półstabilnych). Zagadnienie istnienia m om en
tów zostało rozstrzygnięte dla rozkładów operatorowo-półstabilnych (a 
zatem i operatorowo-stabilnych): rozkłady te m ają momenty rzędu 7  

skończone dla 7  <  8 i nieskończone dla 7  >  ń, gdzie 6 jest liczbą zwią
zana z własnościami spektralnymi operatora A  w równaniu (9) (patrz 
[6 ])-

5. Uwagi końcowe.
Naszkicowana wyżej teoria "operatorow ych” rozkładów granicznych 

jest dziedziną stosunkowo m łodą -  zapoczątkowana została ona pracą
[9] w 1969r. Po dokonaniu opisu poszczególnych klas miar w języku rów
nań spełnianych przez odpowiednie rozkłady oraz w języku funkcji cha
rakterystycznych skoncentrowano się na badaniu konkretnych własności 
odpowiednich klas rozkładów. Jako przykłady takich własności można 
wymienić -  poza przykładami przedstawionymi na końcu poprzedniego 
paragrafu -  symetrię rozkładów, istnienie niezależnych rozkładów brze
gowych, przedstawienia całkowe, związki z procesami o przyrostach nie
zależnych, zagadnienia dotyczące ” przyciągania” itcl. Teoria ta znala
zła również dalsze uogólnienia na przypadek nieskończenie wymiarowy. 
Omówienie chociażby części tej problematyki w artykule takim, jak ni
niejszy, m ającym  przede wszystkim inform acyjno-poglądowy charakter, 
jest zarówno niemożliwe, jak i niecelowe. Autor chciał jedynie zwrócić 
uwagę na to, w jaki sposób klasyczne zagadnienia teorii rozkładów nie
skończenie podzielnych prowadzą -  po ich naturalnym uogólnieniu -  do* 
nowych, interesujących rezultatów.
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