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- “Operatorowe” Rozktady Graniczne

Andrzej tuczak

1. Wstep.

Twierdzenia dotyczgce zachowania granicznego ciggu sum nieza-
leznych zmiennych losowych mozna podzieli¢ na dwie zasadnicze grupy.
Klasycznymi przedstawicielami tych grup sg: mocne (stabe) prawo wiel-
kich liczb i centralne twierdzenie graniczne. W obu przypadkach mamy
dany ciag niezaleznych zmiennych losowych {X n} o jednakowych roz-
ktadach, tworzymy sume Sn= X i+ ...+A'n,normujemy jg przy pomocy
statych an > 0, bn € 3? i pytamy o zachowanie graniczne ciggu

Zn —dri™n "b bn-

Przy zatozeniu, ze istnieje warto$¢ oczekiwana E(Xn) = m i wyborze
statych an= ~, bn= —m, tak ze Zn= ~Sn—m, otrzymujemy mocne
(stabe) prawo wielkich liczb méwiagce, ze Zn — >0 z prawdopodobien-
stwem 1 (wg prawdopodobienstwa).

Jezeli zatozymy ponadto istnienie wariancji D2Xn = a2 > 0 i obie-
rzemy state
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tak, ze
(Sn- ESn)

~WSN

otrzymujemy centralne twierdzenie graniczne mowigce, ze
P(Zz, < A) —, —L=£E£”exp(-])<ft.

Zauwazmy, ze twierdzeniu temu mozna nada¢ nastepujaca "miarowg ”
forme. Dla dwoch miar prawdopodobienstwa /f i ¥ na 3? ich splot /i * Z
jest miarg prawdopodobienstwa okreslong jako

/+00 fi(E —x)v(dx)

-00

dla borelowskiego podzbioru E przestrzeni 32

Poniewaz rozktadem sumy niezaleznych zmiennych losowych jest splot
rozktadéw tych zmiennych, zatem przy v oznacajgcym rozkiad zmien-
nej Xn, Sn ma rozktad u* ~Au {n - krotny splot u ze soba, ozna-
czany dalej przez un ) i zmienne losowe anSn + bn majg rozkiady
Tanu * 8(bn), gdzie 8(b) jest rozktadem skoncentrowanym w punkcie
b (tzn. n(6)({6}) = 1, Tax = ax przy ustalonym a 6 \ {0}, a rozktad
TaA okreslany jest jako

TaX(E) = X(T~1E) = X(E)

dla miary prawdopodobiennstwa A i zbioru borelowskiego E. Jesli zato-
zymy teraz, ze
(e]0)
/ x2u((Ix) < oo
-00

i oznaczymy

/00 xv(dx) = m, /r00 (x —ni)2v{dx) —er2,

-00 J—o0

to dla statych anibnokreslonych wzorem (*) (przy zatozeniu, ze cr2 > 0)
otrzymamy centralne twierdzenie graniczne moéwigce, ze dystrybuanty
rozktadow Tanvn * 8{bn) sg zbiezne do dystrybuanty standaryzowanego
rozktadu normalnego. Ta zbieznos$¢ dystrybuant jest, jak sie okazuje,
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szczegOlng forma tzw. stabej zbieznosci miar zdefiniowanej jako A, =m A,
jezeli

00 r 00

/ f(x)Xn(dx) -> [/ f(x)X(dx)

-00 J —00
dla kazdej funkcji ciggtej i ograniczonej / na 32 Jak widac¢ zatem,
w dwdch rozwazanych powyzej twierdzeniach mamy do czynienia z
dwoma roéznymi rodzajami zbieznosci: w prawie wielkich liczb - ze
zbieznos$ciag ciagu funkcyjnego prawie wszedzie (wg miary), w central-
nym twierdzeniu granicznym - ze stabg zbiezno$cia ciagu rozkiaddéw.
Zagadnienia dotyczgce stabej zbieznosci miar prawdopodobienstwa (kto-
rych szczegélnym przypadkiem jest centralne twierdzenie graniczne)
prowadza do teorii rozktadow nieskonczenie podzielnych. Niektérym
aspektom tej teorii, szczegdlnie w ich wspdtczesnej postaci, posSwiecony
jest niniejszy artykut.

W dalszym ciggu przedmiotem naszych rozwazah beda miary (tj
rozktady) prawdopodobienstwa okreslone na borelowskich podzbiorach
przestrzeni euklidesowej 3?". Kazda taka miara fi jest w sposdb jedno-
znaczny wyznaczona przez swojg funkcje charakterystyczng fi zdefinio-
wang wzorem

jl(x) = Jﬂnexp{i(x,y)}fi(dy), X £ 3?27,

gdzie (=, ®) oznacza standardowy iloczyn skalarny w . Ponadto, dla
operatora liniowego A na i miary fi, miara Afi okresSlona jest jako

Afi(E) = fi(A~1E)), E — zbi6ér borelowski.
Nietrudno sprawdzi¢, ze
(AB)fi = A(Bfi), Afi(x) = fl(A*x), A(fi *u) = Afi * Ais,

gdzie A, B sg operatorami liniowymi w diN, a fi, u - miarami praw-
dopodobienstwa; A* - jak zwykle oznacza operator sprzezony do A. Ze
wzgledu na charakter rozwazanych zagadnien bedziemy konsekwentnie
stosowac¢ terminologie odnoszacg sie do miar prawdopodobiennstwa, a
nie do zmiennych losowych. Czytelnik przyzwyczajony do bardziej tra-
dycyjnego ujecia powinien pamietaé, ze splot fii * ... * fin jest niczym
innym jak rozktadem sumy zmiennych losowych X\ + ... + Xn takich,
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ze zmiena Xi ma rozktad p,-, i = 1,..., n, a miara Au jest rozktadem
zmiennej losowej A o X, gdzie X jest zmienng losowa o wartosciach w
$IN i rozktadzie y.

2. Rozktady nieskoniczenie podzielne.

Niech {nnk mk = 1,... ,kn, n = 1,2 ...} bedzie trdjkatng macierza
miar prawdopodobienstwa na IRN. Macierz ta nazywa sie jednostajnie
infinitezymalna, jezeli dla dowolnego otoczenia zera U w $IN spetniony
jest warunek

nlimbmlgf(%%n ynk("NA\U) =0,
Oznaczamy

Mn = Mnl * eee* hnknm

Ponizsze twierdzenie stanowi fundament catej teorii rozktadéw granicz-
nych.

Twierdzenie 1 Nastepujgce warunki sg réwnowazne:

(i) y jest rozktadem granicznym dla ciagu miar yn*S[hn) przy pewnym
ciagu {hn} z $&N;

(ii) dla kazdej liczby naturalnej p istnieje rozktad prawdopodobieristwa
Xm na diN taki, ze y = Am;

(iii) funkcja charakterystyczna y ma postac

(1) y(x) = exp{i(m,x) —-(Dx,x) +

]
N il IV,
gdzie m 6 $IN, D jest operatorem nieujemnym na IRN, a M jest
miarg borelowskg na RN \ {0} taka, ze

J[R\I\{O}min(l' Iy IR =sM(dy) < oo.

Ponadto, miaray jest wyznaczona jednoznacznie przez m, D i M.
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Miary fi, o ktorych méwi powyzsze twierdzenie nazywane sg mia-
rami nieskohczenie podzielnymi (nazwa ta jest konsekwencjg warunku
(ii)). Wzoér (1) nazywany jest wzorem Levy’ego-Chinczyna, a miara M
miarg spektralng Levy’ego. Ze wzgledu na wzajemnie jednoznaczng od-
powiednio$s¢ miedzy miarg fi, a trojkg m ,D ,M stosuje sie zazwyczaj
zapis fi = [m, D, M] na oznaczenie miary nieskoriczenie podzielnej /z,
ktorej funkcja charakterystyczna dana jest wzorem (1).

3. Rozklady stabilne, Levy’ego i péistabilne.

W klasycznej teorii rozktadéw nieskonhczenie podzielnych szczegdlng
role odgrywajg rozktady graniczne dla ciggow splotow miar "normowa-
nych” pewnymi statymi liczcbowymi. Mdéwigc doktadniej, miary fink wy-
stepujace w definicji rozktadéw nieskonczenie podzielnych majg postac

ik
gdzie an > 0, a {u,} jest pewnym ciggiem rozktadéw prawdopodobien-
stwa na $iN. Tak wiec

(2) fin* S(hn) = Tan(i/i * ... * vkn) * S(hn)

i problem dotyczy charakteryzacji rozktadéw bedgcych granicami ciagu
(2). W nastepujacych trzech przypadkach zagadnienie to zostato roz-
wigzane:

<i) hn — N

b) kn = n, vn—dowolne, {Tavk: k= 1,...,n, n= 1,2,...} —
jednostajnie inhnitezymalna,;

c) ciag {kn} spetnia warunek — >r, 1<r<o00, vn= V.

Rozktady graniczne w powyzszych przypadkach nazywaja sie od-
powiednio rozktadami stabilnymi, Levy’ego i poéistabilnymi. Okazuje
sig, ze kazda z tych klas rozktadéw moze by¢ scharakteryzowana przez
pewne rownanie, ktdre speiniajg miary nalezgce do danej klasy. Aby
przedstawic¢ te rownania, zdefiniujemy dla miary nieskornczenie podziel-
nej fi = [m, D, M] i i > 0 miare filjako miare nieskonczenie podzielng
dang przez fil = [tm,tD,tM], tzn taka, dla ktérej fi4 = (p-Y- (Za-
uwazmy, ze definicja powyzsza jest zgodna z naszym wczes$niejszym
okresleniem miary fin jako n-krotnego splotu fi ze sobg). Mamy wtedy:
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Twierdzenie 2 y jest rozktadem stabilnym wtedy i tylko wtedy, gdy
istniejg: a E (0,2],ht E 3IN,dlat > 0 takie, ze

(3) y* = Ttes, * 8(ht).

Twierdzenie 3 y jest rozktadem Levy’ego wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego c 6 (0,1) istnieje miara prawdopodobienstwa Ac taka, ze

(4) y = Tcy * Ac.

Twierdzenie 4 y jest rozktadem poistabilnym wtedy i tylko wtedy, gdy
istniejg a, 6 G (0,1) i h E 3?™ takie, ze

(5) ya= Thy *6(h).

Okazuje sie, ze powyzsze wyniki majg naturalne uogélnienia prowa-
dzace do klas rozktadéw zawierajgcych odpowiednio rozktady stabilne,
Levy’ego i po6istabilne.

4. "Operatorowe” rozkiady graniczne.

Idea uogdlnienia wspomnianego na koncu poprzedniego paragrafu
jest bardzo prosta i naturalna: mianowicie, polega ona na zastgpie-
niu operatoro6w mnozenia Tan w (2) dowolnymi operatorami liniowymi,
odwracalnymi An dziatajagcymi w $IN. Tak wiec rozpatruje sie miary
bedace granicami ciggow

(6) An{vi*...*vkn)*6(hn).

Rozktady graniczne w przypadkach a), b) i ¢c) nazywaja sie teraz od-
powiednio rozkladami operatorowo-stabilnymi, operatorowo-Levy’ego
i operatorowo-potstabilnymi. (Odnotujmy, ze w przypadkach a) i ¢)
jednostajna infinitezymalnos¢ {A n”yt} wynika z samego faktu istnienia
granicy ciggu (6).) Okazuje sig, ze réwniez i w tych ogélniejszych przy-
padkach rozktady graniczne moga by¢ scharakteryzowane przez réwna-
nia analogiczne do rownan (3), (4) i (5), przy zalozeniu, ze miara gra-
niczna jest "istotnie ./V-wymiarowa”, innymi stowy-petna, gdzie przez
miare peing w rozumiemy miare, Ktora nie jest skoncentrowana
na zadnej (N — I)-wymiarowej hiperptaszczyznie w IRN. Mamy za-
tem nastepujace charakteryzacje petnych miar operatorowo-stabilnych,
operatorowo-Levy’ego i operatorowo-po6tstabilnych:
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Twierdzenie 5 ([9]) Niech p bedzie peina, p jest rozktadem operatoro-
wo-stabitnym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja: operator liniowy odwra-
calny B dziatajacy w SN i ht G , t > 0 takie, ze

(7) p* — eBAntp * 6(ht).

Twierdzenie 6 ([10]) Niech p bedzie petna, p jest rozktadem operato-
rowo-Levy’ego wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje operator liniowy odwra-
calny Q dziatajgcy w taki, ze wszystkie jego wartosci wiasne maja
ujemne czesci rzeczywiste oraz miary prawdopodobienstwa \t, t > 0
takie, ze

(8) p = etQp * Xt.

Twierdzenie 7 ([3]) Niech p bedzie petna, p jestrozktadem operato-
rowo-potstabilnymictedy i tylko wtedy, gdy istnieja: operator liniowy
odwracalny A dziatajacy w &N, a G (0, 1) i h G takie, ze

9) pa= Ap*6(h).

Zauwazmy, ze powyzsze rozwazania prowadza do jeszcze jednej inte-
resujacej klasy rozktadow. Poniewaz rozktady operatorowo-stabilne sg
zawarte zaréwno w klasie rozktadow operatorowo-Levy’ego jak i w kla-
sie rozktadow operatorowo-potstabilnych, zatem naturalne wydaje sie
znalezienie opisu ich "najblizszych krewnych”, a mianowicie klasy roz-
ktadow operatorowo-Levy’ego bedacych jednoczesnie operatorowo-pot-
stabilnymi. Opis taki dany jest przez

Twierdzenie 8 ([7]) Niech p bedzie petna, p jest operatorowo-poéista-
bilnym rozktadem operatorowo-Levy’ego wtedy i tylko wtedy, gdy p spet-
nia rownanie (8) z operatorem Q jak w twierdzeniu 6, a \t sg petnymi
rozktadami operatorowo-pdélstabilnymi dla kazdego t > 0.

Czytelnikowi $wiadomemu wielkiej roli funkcji charakterystycznych w
teorii prawdopodobienstwa nasuwa sie niewatpliwie zasadnicze pytanie:
czy przedstawione wyzej klasy rozktadéw granicznych daja sie scharak-
teryzowaé¢ w jezyku tych funkcji, tzn. czy mozna podaé¢ konkretng po-
sta¢ funkcji charakterystycznej dla rozktadéw nalezacych do poszcze-
gélnych klas, tak jak to byto mozliwe dla catej klasy rozkiadéw nie-
skonczenie podzielnych (twierdzenie 1, wzor (1) )? Okazuje sie, ze opis
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taki jest mozliwy. Ze wzgledu na znaczny stopienn komplikacji nie be-
dziemy przytaczaé tutaj konkretnych wzordéw, ograniczajac sie jedynie
do wskazowek bibliograficznych. Funkcje charakterystyczne rozktadéw
operatorowo-stabilnych omawiane sg w [1], [2], [4], [5], [8], rozkiadow
operatorowo-p6istabilnych — w [6], a operatorowo-poéistabilnych roz-
ktadow operatorowo-Levy’'ego — w [7]. Na zakonhczenie tego paragrafu
zatrzymajmy sie jeszcze nad dwoma podstawowymi problemami do-
tyczacymi rozktadéw prawdopodobienstwa w 3?7, a mianowicie nad
istnieniem gestosci i momentéw omawianych miar. Jak sie okazuje, za-
réwno rozktady operatorowo-Levy’ego jak i operatorowo-pdétstabilne (a
zatem i operatorowo-stabilne) sg absolutnie ciggle wzgledem miary Le-
besgue’a w 3?A (patrz [11] dla rozktaddéw operatorowo-Levy’ego i [6] dla
rozktadéw operatorowo-pditstabilnych). Zagadnienie istnienia momen-
tow zostato rozstrzygniete dla rozktadow operatorowo-péistabilnych (a
zatem i operatorowo-stabilnych): rozktady te majg momenty rzedu 7
skonczone dla 7 < 8 i nieskoniczone dla 7 > Nh, gdzie 6 jest liczbg zwig-
zana z witasnosciami spektralnymi operatora A w rownaniu (9) (patrz

[61)-

5. Uwagi koncowe.

Naszkicowana wyzej teoria "operatorowych” rozktadéw granicznych
jest dziedzing stosunkowo mitodg - zapoczatkowana zostata ona praca
[9] w 1969r. Po dokonaniu opisu poszczegdlnych klas miar w jezyku réw-
nan spetnianych przez odpowiednie rozktady oraz w jezyku funkcji cha-
rakterystycznych skoncentrowano sie na badaniu konkretnych wtasnosci
odpowiednich klas rozktadéw. Jako przyktady takich wtasnosci mozna
wymieni¢ - poza przyktadami przedstawionymi na koricu poprzedniego
paragrafu - symetrie rozktadéw, istnienie niezaleznych rozktadéw brze-
gowych, przedstawienia catkowe, zwiazki z procesami o przyrostach nie-
zaleznych, zagadnienia dotyczgce ”przyciggania” itcl. Teoria ta znala-
zta rowniez dalsze uogodlnienia na przypadek nieskoriczenie wymiarowy.
Omowienie chociazby czesci tej problematyki w artykule takim, jak ni-
niejszy, majacym przede wszystkim informacyjno-pogladowy charakter,
jest zarowno niemozliwe, jak i niecelowe. Autor chciat jedynie zwrécié
uwage na to, w jaki sposéb klasyczne zagadnienia teorii rozktadéw nie-
skonczenie podzielnych prowadzg - po ich naturalnym uogoélnieniu - do*
nowych, interesujacych rezultatow.
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