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QUELQUES REMARQUES SUR LES FONCTIONS PRESQUE CONTINUES

Soient R I"espace des nombres reels et U R un intervalle
compact, nondegenere. Une fonction f:l- >R est dite presgue
continue lorsgue, guel gue soit I"ensemble ouvert U ¢ | x R conte-
nant le graphe G () de la fonction f, il existe une fonction con-
tinue g: I-=R dont le graphe G (g) est contenu dans U (v. CE]).
Dans 1"article [4] Kellum a prouve que toute fonction f: |- =R
(meme f:R—»R) est la somme de deux fonctions presgue continues
et la limite de certaine suite de fonctions presgue continues.
Dans cet article je prouve ques

- toute fonction mesurable (ayant la propriete de Baire)[raesu-
rable et avec la propriete de Baire] est la somme de deux fon-
ctions et la limite de certaine suite de fonctions a la fois me-
surables (ayant la propriete de Baire) [mesurables et ayantla pro-
priete de Baire] et presgue continues;

-toute fonction (fonction mesurable) [fonction ayant la pro-
priete de Baire] {fonction mesurable avec la propriete de Bairej
f:1- *R+ - est le produit de deux fonctions presgue con-
tinues (presgue continues, mesurables)[presgue continues avec la

propriete de Baire] {presgue continues, mesurables et avec la



propriete de Baire]

- toute fonction f:1- R est la limite de certaine suite
transfinie de fonctions a la fois mesurables, ayant la propriete
de Baire et presgue continues,; et

- il existe une fonction f: [0,1J » R ayant toutes ses
sections N (@)= F (x#) et fy () * f It,y) continues et

n"etant pas presgue continue.

Rappelone que I7ensemble Ac | x R est dlIt un ensemble bloguant

pour certaine fonction f:I1- »R lorsqu”il est ferme, An(G (H=0
et AnGtg) ~ 0 pour toute fonction continue g:1 — >R. Un ensem-
ble bloguant A est minimal pour la fonction f:1- >R lorsgue

A c B pour tout ensemble bloguant B de la fonction ¥ (v. [5] )-
On salt que la fonction f:I- "R n"est pas presgue continue si
et seulement s™il existe un ensemble bloguant minimal de ¥ dont
la projection Px (A) sur I"axe 0X est un intervalle nondegenere
(v.T5J) .

lemme. 11 existe un ensemble B ¢ 1 du type et de mesure
zero tel que ITintersection de B avec tout intervalle ouvert K cl
est de puissance du continu.

Preuve. Rangeons tous les intervalles ouverts d"extremites

rationnelles de I"intervalle 1 en une suite

Ij» "2*ee** n lorsgue i ; i( 1 2(>»),
Dans tout intervalle 1 (n»1,2,...) il existe un e?§emble de
Cantor A~ ¢ In de mesure zero et tel que E;i AN =0 .
i/ensemble

B - 0 V

n«l



satisfait a toutes les conditions ezigees.

ThSorfeme 1. Si f: I — »R est une fonction, il eziste des fonc-
tions g,h - I— >R presgue continues et telles gue fm g + h et
les ensemblee {x el; F i 1 g (xMet £x«1J h ) r O0j sont
de mesure zero et de premiere categorie.

PreuTe. la familie de tous les ensembles bloguant minimals
dans 1 X R est de puissance du continu. Soit

AN, AN feee (d<w™ et o™ est le plus petit nombre
ordinal de puissance du continu) une suite transfinie de tous les
ensembles bloguant minimals telle gue Ap lorsaue dt p
&< 1) »
Soient ©d, t]) etiy., v.j} des points de I"ensemble Aj tels gue

/ yl et x», e B , ouB est 1%ensemble du lemme. Pizons le
nombre ozdinsl d «#”~ (d > 4) et supposons gue des points

Xp , j) , (v~ , vp)4 Ah sont deja definis pour p<d

et gue xfi ,ypeB, xp +X<r, xAfh A, ;B Hf <
pour £< p < d e L*ensemble Px ( A") nB est depuissance du
continu, il ezistedes points (x*, u») , Yy, Vv e A™ tels
que xN fi etx ,J* A xA , 7 pour fi< * |
Posons
( f () lorsgue x ;d < W1) u {y* ; < M
un lorsgue x - x° ;od <
fF()- lorsgue x - y» j<nN w1l

et



ro lorsague x fi{y® jJA< BN uf< *d< o~
h 1 - 4 lorsgue x -y» id<
~"F(xl- u™ lorsgue x » x° id< o0l.

Eridemmont ¥ m g + h. Les fonctions g et h sont presgue conti-
nues, puisgue leurs graphes coupent tous les ensembles bloguant

minimals. On roit egalement que
Ixel; g i FTOO\d Bet {xel; h(x) fioj CB.

1"ensemble B estde mesurezero et de premiere catsgorle, la pre-
uye est donc acheree.

Corollaire 1. Toute function f:1- >R (mesurable) £avec la pro-
priete de BaireJd [mesurable et avec la propriete de BaireJ est
la somme de deux fonctions presgue continues et (mesurables) [iawec

la propriete de BaireJd {mesurables et avec la proprietS de Baire] .

Probleme 1. Toute fonction borelienne /de classe d de Baire
(d > 4)) doit-elle etre la somme de deux fonctions borelien-
nes /de classe d de Baire/ et presgue continues?

Dans le cas d -1 la reponse est affirmative /t. £1] et L2] /.

Theoreme 2. Toute fonction /fonction mesurable/ £ayant la pro-
priete de Baire] {fonction mesurable et ayant la propriete de Baire]
f:l > R+- {0o] est le produit de deux fonctions /fonctions
mesurables/ [ayant la propriete de Baire]{fonctions mesurables et

ayant la propriete de Baire] et presgue continues.

Preuve. En conservant les designations de la preuve du theoreme

1, il suffit de poser



Ftx1 pour x 4 {x» j* < W1] o {/« id < 0315

g & -Junr pour x m X i1d< wl

fon poOUr x m JotCcOi
et

@ lorsgque x € { <co”Mujy”™ 1id < co 1\
h GO IVE lorsgue x - y* } << ol

() /u™ lorsgue x -x™ *d < wpNe

On peut egalement donner une autre preuve/proposeeparNatkaniec/
En effet, si k m In ¥ , alors k m 1 ¢ m, ou les fonctions k,I
sont presgue continues /et de meme mesurables comme f/ et

fme ’eZ_L+m elea

Puisgue les functions eX et e sont presgue continues /v. ib]/,

la preuve est achevee.

Remargue 1. 1l existe des certaines fonctions f:|I »R gui
ne sont les produits d"aucunes fonctions preBaue continues

/v. [11 et [3] /.

Probleme 2. Toute fonction borelienne /de classe d de Baire/
f:1- > R+ i0] doit-elle etre le produit de deux fonctions bo-
reliennes /de classe « de Baire/ presgue continues?

Theoreme 3. Si f:1 — » R est une fonction, il existe une sui-
te de fonctions presgue continues fnsl-*R /n = 1,2,.../ telles
aue chacun des ensembles {x 1; t f oé6c'](nm1,2,... )

est de premiere categorie et de mesure zero.
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Preuze. Soient B ¢ 1 1 "ansambl* du lemae et
faiaiaialel »eee ( N coi)
un# suite transfinie de tous les ensembles bloguant minimals
tell* qu* AN Aa lorsgue d t A .
11 ezlste pour k m 1,2,... et ¢ < ., des points
(XE , yg)€ A~n B tels gue x£ pour / pouk/ 1.

Posons, pour n » 1,2,... ,

f (

ylgs lorsgue x m Xy0 ] k«n, n+l,... et d * o,

fxar - -
I f IX) au cas reste .

Toute fonction f (n - 1,2,...) est presgue continue,
{xE€1jJF X)) fa(x)]c*xk :k-n, n+l,...et«d<co.,jJj n B

et £ - Llim f e La preuz* est donc achezee.
n —>o00

Puisque 1 "ensemble B est de premiere categorie et de mesure zero,
on a:

Corollair* 2. Toute fonction mesurable Zayant la propriete
de Baire/ [mesurable et ayant la propriete de Baire]] est la liml-
t* de certaine suit* de fonctions mesurables /ayant la propriete
de Baire/ [mesurables et yant la propriete de Baire] et presgue
continues.

Probleme 3. Toute fonction borelienne /de classe”aude Baire/
f:1- >R doit-elle etre la limite de certaine suite de fonctions

boreliennes /de classe d, de Baire/ et presgue continues?

Theoreme 4. Soit C ¢ | un ensemble nonzide, denombrable.
Si 1, :C — >R est une fonction, 11 existe une fonction f:I1- *R

mesurable, ayant la propriete de Baire, presaue continue et telle
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gue T ixX) - f, X) pour tout x e C.
Preuze. Spit

A, ))Ag»... y A/\ *ooe (<i < )

une sulte transfinie de tous les ensembles bloguant minimals

telle gue A~ 4 Ap lorsaue d 4 fi Ufic i )=Soit B 1"en-
semble du lemme. Il existe un point Iz, ,f (X)) e A, tel gue

X, € B - C. Plxons le nombre ordinal ~ <« , (U > 1)et suppo-
sons que, quel gue soit le nombre ordinal fi< * ,11 existe un
point x , FIxfi)) e A~ tel que x*e B-C- {x,:j mPi.
Puisgue 1"ensemble Px (A™) n B est de puissance du continu et

puisaue le nombre ordinal <d est depuissance pluspetite gue

continu, il existe un point F %) e AN tel gue x* e B -
c“ {xp *fi*rdi = Bosons
f, &\ lorsgue X eC
f&x) - f iz®) lorsgue x - xa ;d c co,
0 lorsgue x €1 - C - }x~» 1~ cc,],

Le graphe GFf) coupe tous les ensembles bloguant, minimals AX
(d « co, ), la fonction f est donc presgaue continue. Puisgue
{x € IsfF (xX) /0] c B uC ,
la fonction T est mesurable et possede la propriete de Baire.
fzidemment Ff (2) m f,(X) pour tout point x e C. La preuve est
donc achezee.
Rappelons maintenant la notion suizante:

Une sulte transfinie _ifd. J( de fonctions fOt :1- >R

T
est dite conzergente au point x zers T (X) (&im*@ 7 CO» F X))
lorsgu®!! eziste pour tout nombre £ > 0 un indice ordinal fi <

CO, tel gue 1M (X) - FIxW< £ pour tout <da=a c_ ,

(v L®3) -



Theoreme 5. Admettons 1"hypothese du continu. Toute fonction
f:l1- >R est la limite de certaine sulte transfinie de fonctions
mesurables et ayec la propriete de Baire f 11— *R U<uyl)-

Preuve. Soit

®-p> @2» »eeoe |

une suite transfinie des nombres reels de I"interralle 1 telle

que a» 1 a lorsgue at fi (<*,E£* -
Posons, pour c¢c ~ *
c* -W *P i*i1I et - f/°*

D"apres le theoreme 4,11 existe pour toute function ¥ id*o %)
une fonction :I- >R presgue continue, mesurable, avec la
propriete de Baire ettelle queg™(X) » (X))« T iIX) pour x€

ST (X)m f (X)) pour tout x elet

On voit facilementque Idim
, —> 0,

la preuye est achstos.
Probleme 4. Toute fonction f:1- »R doit-elle etre la limite
de certaine suite transfinie du type u,” de fonctions boreliennes

et presque continues?

On voit facilement que la fonction presque continue fslz— * R
/l1a dofinition de la presgue continuite des fonctions de deux va-
riablas est la meme que celle pour les fonctions d"une variable/
possede egalement toutes ses sections *x () * f(x,t) et fAECt)-

f (t,y) presgaue continues. Je montre un exemple de fonction
fs [0,1]2— > R ayant toutes leB sections fx et " continues et
n"etant pas presque continue.

Exemple. Soit

Adixy) :0<x<1l et x/2 "yE£3x/2] .

I1"ensemble
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B- f(x,y) 10 < x i1 letjmx/2o0ouy -Xouy - 3x/2j
etant ferma dans A (dans la topologie euclidienne )et la fonction
(@ lorsgue (xfy)e B ety m x

U &, -
¢y J(’WO lorsgue (X,¥) « B ety / x

etent continue dans B, d"apree le theoreme de Tietse ([6] , p-117),
il existe une fonction continue et bomee fgjA — »R telle gue

fg/B - . Posons

Cf2 (x,yl pour (X,yl e A

LGB i 2
0 pour (X,y) ¢ [0,1] - A .

On Tolt facilement gue f est continue en tout point (x,y) 7/ (0,0)
et gue toutes les sections et sont continues,
Demontrons encore gue la fonction f n*est pas presgaue continue.

Dans ce but posons
U - [0,1/2) x [0,1] x (-1/4,1/4)

et
V -\(x,y,s) e [0,1] 2 xR; 0 "x +1, 0 *y <1l et
fx,y) -1/4 < s cf x,y) + 1/4j

L*ensemble 0 est ouxert dans [0,1] 2 x R. Puisgue la fonction f
est continue en tout point (X,y) 7/ (,0) , I"ensemble V est aussl
ouxert. i/'\ensemble UuV est ouxert dans [0,1 X R et G If)cU u Vv,
Si g: [0,1] 2—> R est une fonction continue telle que G(g)cU o 7,
alors la fonction

h )» g (X,%) (x £ [0,1]1)
est aussi continue et

G (h) Uuj \J ,

ou
mUx,y) 0 < x <1/2 et -1/4 < y < 1/4*
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-t

Y1 - {(X,y) 0< x £1 et 3/4 «y c5/41i .
Chacun des ensembles et V1 est ouyert dans [0,1] * R et eoupe
G(g) , le graphe G(g) ne peut pas etre connexe, en contradiction
ayec la continuite de la fonction g. La fonction f n"est pas donc

presaue continue*
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KILKA UWAG O FUNKCJACH PRAWIE CIAGLYCH

Streszczenie

Niech R bedzie zbiorem liczb rzeczywistych oraz I C R pew-

nym przedziatem zwartym. W tym artykule pokazujemy, ze kazda
funkcja f:1- 5 R mierzalna (L) lub z wkasnosScigBaire*a jest
sumg, iloczynem lub granica ciggu takich samych funkcji prawie
ciaglych, te kazda funkcja jest granicg pozaskoriczonego ciggu
funkcji prawie ciggtych, mierzalnych (1) i z wkasnoscig Baire"a
oraz ze istnieje funkcja f: |2 > R majgca wszystkie ciecia

tx 1 fy ciagle i nie bedgca prawie ciggla.



