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ZESZYTY NAUKOWE WYZSZEJ SZKOLY PEDAGOGICZNEJ W BYDGOSZCZY
Problemy Matematyczne 1988 z.10

STANISLAW SZYMANSK I
WSP w Bydgoszczy

GEOMETRIE LOKALNIE EUKLIDESOWE

1. Okreslenie geometrii lokalnie euklidesowej

Punktem wyjscia do rozwazan jest nastepujace okreslenie geome-
trii Df. 1 Geometrig nazywamy strukture 'y * ( fjjtf) @GK:a(iajaca sie
r |

Z pewnego zbioru jC oraz odwzorowania j = | x'j R przy czym spet-

nione sa wkasnosci:

A 1. para jest przestrzenia metryczng.

A 2. Dla kazdych dwoch elementéw A,B& ~ 1 dwéch liczb dodatnich X tp
istnieje skonczona ilos¢ n elementéw P~, Pg..., PnfE " takich,

ze

y f (pf rii) - i 1 S(pi- h+i)cp

dla 1 = 1,2,..., n-1 oraz P1 = A i Pn = B.

2. Dwie geometrie .2 =¢ 2* 2 nazyy,aw
réwnowaznymi jezeli

1. 1istnieje odwzorowanie bijektywne Ff : w /" n 2

2*AaBE£® . >1 (AB ) )2 (f (A » f v3') *
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Odwzorowanie ¥ "bedziemy nazywali funkcja natozenia geometrii n

ia geometrie N2 *

Terminu funkcja natozenia bedziemy takze uzywa¢ w przypadku gdy jej
dziedzing nie jest caty zbior 5 ~, lecz tylko pewne figury rozwaza-
nej geometrii.

Sposrod geometrii spekniajacych whkasnosci Al i A2 analizowaé¢ bedzie-
my te geometrie 2L - | S f') f * ktorych speiniona bedzie whkasnosé

A 3. Istnieje liczba r > 0 taka, ze dla kazdego punktu A £
istnieje fuchja natozenia T otoczenia kotowegp K & A, r;ma oto-

czenie K~ f (AN, r?) ptaszczyzny euklidesowej ]E

Df 3. Geometrie, w ktorej spedniona jest wkasnos$¢ A3 nazywamy geome-
trig lokalnie euklidesowg.
Ponizej scharakteryzujemy kroétko cztery podstawowe geometrie

lokalnie euklidesowe.

Geometria na cylindrze

Za zbidér punktow tej geometrii przyjmujemy pas ptaszczyzny euklideso-
wej o krawedziach mQ, m”~, przy czym punkty lezgce na krawedziach be-
dziemy uwazali za réwnowazne jezeli mozna je potaczy¢ odcinkiem pro-
stopadtym do nich. /Rys.1/. Odlegtos¢ miedzy punktami A i B pasa row-
na jest ddugosci najkrétszej z linii, ktdére rozpadajg sie na krzywe
roztaczne , f2, __.._. fn tak, ze  zaczyna sie w punkcie A, T
konczy sie w punkcie B, zas " konczy sie i f~+i zaczyna sie w punk-
tach réwnowaznych [n > 1 ; i1 « 1,2,..., n-1) . Dlan =1 linia F
jest krzywa f. 4gczaca punkty A i B. Linie f dla n = 3 zobrazowano

na rysunku drugim.
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P
Yn, B
Rys. 1 Rys. 2

Oeometria na skreconym cylindrze

Niech na ptaszczyznie euklidesowej dany hedzie pas o krawedziach
mo, ml oraz prosta 1 prostopadta do nich. Przez PQ i P oznaczamy
punkty przeciecia prostej 1 odpowiednio z prostg mO i D.]. Przez S
oznaczamy Srodek odcinka POR{ e Wowczas za punkty naszej geometrii
przyjmiemy punkty wewnetrzna pasa oraz krawedzi, przy czym dwa
punkty lezace na krawedzi mQ i ml beda réwnowazne jezeli mozna po-

+aczy¢ je odcinkiem przechodzgacym przez punkt S. /Rys. 3/.

(ond

Odlegtos¢ miedzy punktami w tej geometrii okreslona jest w sposoéb
analogiczny jak w geometrii na cylindrze. Biorac pod uwage ograni-
czony pas ptaszczyzny i sklejajac go w punktach réwnowaznych otrzym
my wstege MBbiusa. Widzimy wiec, ze powierzchnie skreconego cylindr

stanowi wstege KBbiusa o nieskonczonej szerokosci.
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Geometria na torusie

Rozpatrzmy kwadrat ABCD. Punktami geometrii na torusie bedg punkty
wewnetrzne tego kwadratu oraz punkty lezgce na bokach, przy czym
punkty lezace na przeciwlegtych bokach bedg réwnowazne jezeli moz-
na je potaczy¢ odcinkiem réwnolegtym do pozostatych dwéch bokéw.

/Rys. 4/.

Rys. 4

Odlegtos¢ miedzy dwoma punktami A i1 B realizowana jest réwniez po
linii najkrotszej f, ktéra moze sktada¢ sie ze skonczonej ilosci
krzywych rozd4acznych 1, 2> gdzie fi konczy sie, a fi+l
zaczyna Sie w punktach réwnowaznych i poczatkiem krzywej f| jest
nunkt A, zas koncem krzywej punkt B. Sklejajace kwadrat w punktach

réwnowaznych otrzymamy powierzchnie torusa.

Geometria na butelce Kleina

Niech dany bedzie prostokad ABCD, prosta 1 bedgca symetralng bokow
A C 1 BD. Oznaczmy orzez PQ i P punkty przeciecia prostej 1 z tymi
bokami oraz niech S oznacza s$rodek odcinka PQ P® /Rys. 5/.

Punktami geometrii na butelce Kleina beda punkty wewnetrzne prosto-

kata ABCD oraz punkty jego bokow z tym, ze punkty lezgce na bokach



Rys. 5

AB i CD sg rownowazne jezeli mozna podaczy¢ je odcinkiem réwnole-
gtym do pozostatych bokéw, zas$ punkty bokéw AC i BD sg wowczas
rownowazne jezeli mozna potaczy¢ je odcinkiem przechodzgcym przez
punkt S. Odlegtos¢ miedzy dwoma punktami okreslona tak samo jak w
wyzej wymienionych geometriach.

Sklejajac boki AB i CD prostokata ABCD w punktach roéwnowaznych
otrzymamy cylinder ograniczony. Z kolei sklejajac brzegi cylindra

w punktach réwnowaznych otrzymamy butelke Kleina.

2. Konstrukcja geometrii lokalnie euklidesowych w oparciu o prze-
ksztatcenia izometryczne

DFf 4. Grupe | przeksztatcen izometrvcznvch ptaszczyzny euklideso-
wej nazywamy jednostajnie nieciagta grupe przeksztakcehn izometrycz-
nych JNGP1  jezeli speiniona jest whkasnosc

CA \/ Av -

A -
Pt $ X,F (Xje 1
Xt F <X)

"xp(x]>d
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Tw. 1. Ze wzgledu na translacje nalezgace do JINGPI mozna wyroznic

/z doktadnoscia do izomorfizmu/ pieé¢ typow P :
a/ r -[m] sktada sie tylko z przeksztakcenia tozsa-
mosciowego E;

V J , gdzie ~-a £ <? - \ sktada sie z translacji

= r S , gdzie a g O - |1 skltada sie z translacji Tma
i symetrii z poslizgiem

TRIT SI om0 6 Z;

d/ r - T gdzie a 1 b sa wektorami niekolieamymi

- fsktada sie z translacji Tj» ,

gdzie x = ma" + ni? i m,nfcZ;
e/ V gdzie a ¢ o. I’i ? - ~ skkada sie z trans

lacji T= 1 symetrii z posliz-

] ad v o _

giem S£5, gdzie X = mu +

+n imn ¢Z.

gdzie w nawiasach kwadratowych zawarte sg generatory grup.

Z kolei na punktach ptaszczyzny euklidesowej okreslimy re-

lacje réownowaznosci " ~ " tak, aby spedniona byta whkasnosé
A

12>
A_BFfT
A/ B

Interesowa¢ nas bedg te relacje réwnowaznosci, ktdore pozwalaja

w oparciu o przestrzen ilorazowg i odlegtos¢ okreslong

/
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wzorem

[©) §(2t5) =min | jAB( ; AE/A, B 4 |BJ,

gdzie A 1 B sa zbiorami punktéw réwnowaznych wyznaczajgcych od-
_~ _~ y'
powiednio punkty A, B 6 3 , skonstruowa¢ geometrie lokalnie eukli-

desowaq -

Tw. 2. Jezeli dana jest JINGPI \ ptaszczyzny euklidesowej N oraz
relacja réwnowaznosci punktéw zdefiniowana jest w nastepujacy spo-

s6b

to zachodzi whkasnos$¢ (2) i =\ N geometria lokal-
nie eukidesows.
Z twierdzenia 1 i 2 wynika, ze istnieje piec¢ typoéw geometrii lokal-
nie euklidesowych
v 3

Zgodnie z 7™4) punkt A £ h geometrii ”~ jest wyznaczony przez
orbite //\ generowang przez punkt A. Stad wynika, ze dla zadania
zbioru wszystkich punktéw /orbit/ 5 geometrii Z”wystarczy podac
na ptaszczyznie pewien obszar o wkasnosciach:
1/ obszar zawiera punkty kazdej orbity;
2/ wewnatrz obszaru nie lezg dwa rdzne punkty tej samej orbity -

takie punkty mogg leze¢ tylko na brzegu obszaru.
Obszar ptaszczyzny posiadajacy w/w wkasnosci nazywamy fundamental-
nym obszarem grupy T *

I tak dla grupy T * 1E } obszarem fundamentalnym jest cata ptasz-

czyzna d , a Z,r stanowi geometrie euklldesowg. Jezeli | *j” |)
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T , to fundamentalnym obszarem tej grupy jest pas ptaszczyzny
o krawedziach mQ 1 i szerokosci |a | , a odpowiadajgca geome-
tria 2 r 3®st rownowazna geometrii na cylindrze. tatwo zauwazyc,
ze punkt A ft § stanowi orbite /A punktow lezacych na prostej

rownolegtej do wektora a w odstepach |3’j /Rys. 6/,

= A
tJ. /A - 1_ A_V A_2)) A_ - AO’ Ny AJ
* A3 * A - Ai ~A. *A, * A*
P3 Lv
->
na., b[.+ in., bil
Rys. 6
Inaszej /A - OA(PD)-jJg (@)} 9 Tfj, gdzie F - “ T Z.

Aby znalez¢ £ (a,B j nalezy dowolny punkt B £ |B zrzutowa¢ na
prostazawierajaca punkty orbity /A. Wéwczas rzut tego punktu be-

dziezawarty miedzy punktami Ak i Ak~) 1 J"A,B >= min j jBAkj, |BAk+l j

1a
Nie trudno wykazac¢, ze jezeli , to
v\ f\ \ AB I» ?2(*,») .a 6 /A ,B € |B.
Sfe m A,B @K 7S,

rJ
gdzie A, B sa wyznaczone przez orbity /A i1 JB. Z kolei

T « i -1 odpowiada geometria é(_r réwnowazna geometrii na cy-

lindrze skreconym. Kazdy punkt A tej geometrii wyznaczony jest

przez orbite
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*
/A- OA(r)- (a): g€ rj» «dele r 2]
/Rys. 7/
Faa *A0
P-3 1> ) P. P, 1
-*_3 *A., =A, A3
Rys. 7

Na rysunku 7 orbita /A jest generowana przez dowolny swdj punkt

ar
np. Agq za pomocag translacji ?mg i symetrii z poslizgiem ,
m, n € Z . Odlegtos¢ euklidesowa punktéw dowolnego kota o promie-

niu t 4 jest rowna odlegtosci w sensie definicji 5.

W przypadku gdy T = rT-= , TNJ]| f otrzymamy geometrie
réwnowazng geometrii na torusie. Punkty tej geometrii sa wyznaczone

przez zbiory punktéw rownowaznych ze wzgledu na translacje

T m? + nb* * gdzie m*n Z /,Rys* 8/

Rys. 8
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Odlegtos¢ euklidesowg punktéw kota o dowolnym Srodku 1 promieniu
T y  jest rowna oedlegtosci J° w » . Natomiast gdy [ *

otrzymamy geometrie r réwnowazng geometrii na butel-

ce Kleina. Obszar fundamentalny tej grupy stanowi prostokat ABCD

/Rys. 9/.

3. Klasyfikacja geometrii lokalnie euklidesowych

Tw. 3 Kazdg geometrie lokalnie euklidesoyg mozna natozy¢ na jedng

z pieciu geometrii 2 y -

Dowod twierdzenia trzeciego rozpada sie w naturalny sposéb na trzy
etapy. W pierwszym etapie wykazujemy, ze kazdag geometrie lokalnie
eukl idesowg 2 =m (5,?)mozna nakry¢ ptaszczyzng euklidesowg NI tj.
istnieje odwzorowanie surjektywne ;U m» S oraz liczba s > o

takie, ze dla dowolnego punktu A £ KB odwzorowanie jest funkcja

natozenia otoczenia K ~A,s)na otoczenie K "™(a), sJ] - Powyz-
sze nakrycie oznaczymy symbolem (MW , 52~ 1lub krétko f - W dru-
gim etapie za pomocag nakrycia n 5 okreslimy rownowaznosc¢

punktéw ptaszczyzny W :

A V>(KA) - t(B)

A,B~
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i konstruujemy grupe T nakrycia (TT.Z.T). tj. wyznaczamy zbidr
wszystkich przeksztatcen izometrycznych F plaszczyzny > , ktore
odwzorowuja kazdy punkt ptaszczyzny B na punkt mu réwnowazny.
Oczywiscie VvV nakrycia (TT ,'s.,t)jest INGPJ ptaszczyzny. W ostatnin
etapie wykazuje sie ze wyjsciowa geometria lokalnie euklidesowa

X » (S, J) naktada sie na geometrie

Z twierdzenia 1 i 3 wynika, ze istnieje doktadnie pie¢ typdéw geome-
trii lokalnie euklidesowych tj. geometrii wymienionych w punkcie 1.

Powyzszy artykut powstat gtéwnie w oparciu o prace [i] i jest
interesujaca propozycja dydaktyczng zaréwno dla studentéw Jak i nav

czycieli matematyki szkét Srednich.
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LOCAL EUCLIDES GEOMETRIES

Summary

In this article the author characterized local Euclides geome-
tries. He gave a construction of these geometries with the aid of
the uniformly discontinuous groups of isometric applications, He
proved also that every local Euclides geometry is equivalent with

some geometry constructed in this way.



