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ЗАКОНЫ КЕПЛЕРА УПРАВЛЯЮТ ДВИЖЕНИЕМ ПЛАНЕТ

Законы движения планет вокруг Солнца были открыты Иоган­
ном Кеплером в период I6 0 9 -I6 I9  г г .  История их открытия 
является примером удивительного трудолюбия и настойчивости 
в продвижении к намеченной цели: найти матемаяическую схему, 
лежащую в основе системы планет. Располагая исключительно точ­
ными по тому времени наблюдениями датского астронома Тихо 
Браге о положении планет за два десятилетия, Кеплер в течение 
долгих шестнадцати лет неуотанно продолжал свои бесчисленные 
и утомительные пробные расчеты, несмотря на то, что они года­
ми не приносили ему ожидаемого результата. В конечном счете 
титанический труд Кеплера увенчался полным успехом. Это первый 
в истории механики случай, когда точные законы движения тел 
были открыты путем математической обработки данных наблюдений 
за положением этих тел.

Законы Кеплера сыграли выдающуюся роль в истории науки, 
они способствовали окончательной победе учения Николая Копер­
ника о гелиоцентрической системе мира и послужили И.Ньютону 
основой для открытия закона всемирного тяготения. В свою оче­
редь законы Кеплера Ньютону удалось вывести теоретически, 
пользуясь созданной им динамикой.

ЗАКОН ПЛОЩАДЕЙ

Планета движется в неподвижной /относительно звезд/ плос­
кости так, что площадь, описываемая радиусом, проведенным от 
планеты к Солнцу, возрастает пропорционально времени /второй 
закон Кеплера/.
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Доказательство. Разделим время на равные промежутки A i ,  
и пусть в течение первого из них тело по инерции описывает 
прямую AB /рис.1/. Если бы оно не подвергалось никакому дейст­
вию, то, продолжая идти по прямой, оно пришло бы к с /по за­
кону инерции/, пройдя путь Bö, равный AB, и тогда описанные 
радиусами A S  , B S  , c S  * проведенными к центру сил 5  , пло­
щади А Б В и  B S c  равны.

с

Этот абзац и рис.1 взяты из работы И.Ныотона, известной 
под названием: "Начала"1 . Представляет интерес проследить за 
дальнейшим ходом мысли гениального ученого.

В действительности же, когда тело пришло в В, то пусть на 
него подействовала центростремительная сила одним, но зато 
большим натиском, вследствие которого тело отклонится от пря­
мой Ас и будет продолжать свой путь по прямой ВС. Проведем 
прямую сС параллельно B S  до встречи в точке С с ВС, тогда к 
концу второго промежутка времени тело придет в точку С, лежа­
щую в одной плоскости с треугольником А 5  В . Проведи 5  С ; по

I."Начала" -  сокращенное название фундаментального труда по 
механике английского ученого И.Ныотона: "Математические начала 
натуральной философии".

I
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параллельности S  В и Cc площади треугольников S  В Си S B  Сбу­
дут равны между собой, а следовательно они равны и площади 
треугольника S A B 2 .

И.Ньютон заканчивает свое доказательство так. Рассуждая 
подобным же образом, увидим, что если центростремительная сила 
действует последовательно в точках С, Д, Е и т .д . и заставляет 
тело описывать прямые СД, ДЕ, Е и т .д . ,  то все эти прямые 
будут лежать в одной плоскости, и площади треугольников 5  С  D 
и S  В  С , S  D Е и 5 C Q  5 Е  F и SD E  будут между собою равны. 
Следовательно, в равные времена описывается равные площади, 
расположенные в неподвижной плоскости. Слагая получим, что ка­
кие угодно суммы этих площадей, как SA D S и SA FS будут относить­
ся, как времена их описания. Увеличивая затем число треугольни­
ков и уменьшая их высоту бесконечно, получим, что в пределе пе­
риметр АДР будет кривою линией и центростремительная сила, ко­
торою тело отклоняется все время от каоательной к этой кривой, 
действует непрестанно, площади же SA DS и SA F S  описываемые ра­
диусом, оставаясь постоянно пропорциональными временам их опи­
сания, будут в пределе этим временам пропорциональны.

Приведенное здесь решение хорошо иллюстрирует метод Ньюто­
на -  чисто геометрический, вообще требующий тонкой интуиции, 
глубокой проницательности, богатого воображения.

Обратим внимание на то, что в своем доказательстве второго 
закона Кеплера И.Ньютон нигде не пользуется тем, что сила при­
тяжения к центру S  обратно пропорциональна квадрату расстоя­
ния. Вывод Ньютона основан только на том, что сила направлена 
по линии, соединяющей тело с центром сил S  . Поэтому второй 
закон Кеплера справедлив не только для сил тяготения, но и во­
обще для любых центральных сил.

Прежде чем переходить к доказательству первого закона Кеп­
лера, представим в аналитической форме закон площадей. За время 
At планета перемещается из точки М в М ' , а ее радиус-век­

тор 5  М описывает площадь SM М1, которую вычислим как площадь

2. Основание S  В общее, а высоты треугольников S B C  и S B  с  
равны, т .к . C e l l  S B  . Следовательно, площади равны.
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кругового сектора 3 SM K|/MN -  дуга окружности радиуса г  
с центром в точке S  ; /рис.2/:

пл. S M  М 1 ~  пЛ . S М  N  = j-r • г д ^
т .е .  д 5  = j г 2 Д ^

/I/

М

Если время разделено на одинаковые малые промежутки A t  , 
то соответствующие им площади A  S согласно закону площадей
равны, так что равными будут и количества г2 A  , а значит
и г 2 . При уменьшении A t до нуля в пределе $£■ будет
угловой скоростью об вращения планеты. Следовательно, в любой 
момент движения планеты величина т 2сО одна и та же:

Г2 ей a  c o n s t  у2у

Это равенство и выражает закон площадей.
Умножая /2/ на массу тела т  , получим другую форму того 

же закона
т г г сО = L  /з/

где L -  постоянная. В форме /3/ закон известен под названием 
закона сохранения момента импульса. Происхождение названия мож­

3 . Слагаемое, которое соответствует не учитываемой площади 
ÄMNМ1 » обращается в нуль в-окончательной формуле /2/, когда
A t - *  О
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но понять, рассматривая рис.З. Импульсом называется произве­
дение массы на скорость: р - =т v . Импульс, как и скорость, 
раскладывается на две составлявшие: Рг -  вдоль радиуса 5 М 
и Рчр -  перпендикулярную к M S  . Моментом импульса называет­
ся сумма произведений составляющих импульса на их "плечи" 
/ т .е , на расстояние от S  до линий, на которых размещены 
составляющие/:

Pf ’ г  + Рг  • О =pf - r  = m v f - г  = m o r - г  -  m c O r 2

-* *

ПЛАНЕТЫ ДВИЖУТСЯ ПО ЭЛЖПСАМ

Каждая планета движется по эллипсу, в одном из фокусов ко­
торого находится Солнце /первый закон Кеплера/.

Для доказательства, рассмотрим закон сохранения механиче­
ской энергии, согласно которому сумма кинетической и потен­
циальной энергии планеты постоянна

= Е /V
где Е -  полное значение механической энергии. Если Е < 0  то 
тело будет "привязано" к центру сил, оно не сможет уйти на 
бесконечность, т .к . при г  =e>ö потенциальная энергия ^ V = -û ï^  
достигает своего максимального значения, равного нулю и, сле­
довательно, там Е= j m v 2 не может оказаться отрицательным. 

За время Д-t точка М /планета/ смещается вдоль радиуса SM

4 . Обоснование формулы потенциальной энергии дано в конце 
статьи.
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ка А г  и соответствующая скорость в направлении радиуса поэто­
му равна } в то же время М смещается вместе с радиусом 
SM  в перпендикулярном к нему направлении н а г . д ^ ;  соответст­
вующая скорость г тсО /рис. 4/.

•at
V

По закону сложения скоростей ^2 = ( ^ ) 2+с^ г / Ä f  понимается как 
предел отношения при A t -> 0 / .  Поэтому закон сохранения энергии 
/4/ приобретает следующий вид:

T [ ( A r , 2 + ^ j - ^  = E  /5/

/здесь o6o3Ha4eHoGmM=°</. Шесто Т введем теперь величину 
u = 4 r * oöP9™ !10 расстоянию. Когда расстояние г  получает 

приращение ДГ , u получает приращение Дu , где и+ды = -у+д> .с;
Имеем

U+AU *4 + 2  ^  " гу•
отсюда Ди = Дг » ДГ = - Г 2Ди

- àr дф _ А г  , > J _  AU /о 
At “ Дс|> A t  ~ Д»р ~ U* ' A f  ^

Используя закон сохранения момента импульса /3/, найдем 

_дг -  _ _ L _ . АУ
A t  m  ' д«|> / 6 /

\

Подставляя это значение в /5/ и заменяя г  на у

’чим / Ли )2 . ,,Z 2°ЧТ) ,. _  2 m р
I Ä f  / j T "  U “  Ц2  Ь / 7/

5 . Прямым делением находим ут? = >1 - £ + 8 г ----- и при малых 8
приближенно J -  ^  -i _ g ; з д е с ь  £ = А Г
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Это уравнение позволяет построить траекторию планеты шаг 
за шагом по точкам. Действительно, из /7/ можно найти Ли 
/а значит и A t  / , задавая малые . Если в качестве исход­
ной взять какую-нибудь точку на расстоянии т от центра сил, 
то получим ряд точек траектории, проходящей через взятую точ­
ку.

Замечательно, что из уравнения /7/ можно найти и точное
лиуравнение траектории, если т о л ь к о п о н и м а т ь  как предел от­

ношения при -*• О . С этой целью сделаем еще одну последнюю 
замену: ^  у / в /

Так к а к Ди=Ду , то /7/ приобретает окончательный вид

i f '  ’ /э/

где обозначено

R -  ^(£ÿ } Z + j j E  /Ю/

Вывод заканчивается тем, что величину X , входящую в /9/, 
легко найти геометрически. В самом деле, если по оси абсцисс 
откладывать у , а по оси ординат у~~Щ> 6 » то уравнение /9/
будет у2-fx2= R2 , а значит у и у  оказываются координатами 
точек окружности радиуса R /рис.5/. Непосредственно из ри­
сунка теперь находим

X -  R С05 vp / II/

Задача таким образом решена. Нам остается только возврат 
титься к исходной переменной г  .  Подставляя / II/  в /8/, по­
лучим _

и = ^  + R cos  у

и, посколку г -  у и  , то
р /12/

i + е cos ^

6 .  Пишем знак минус, т .к .  положительному д р  отвечает 
отрицательное Л Х  • >
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где введены обозначения

р = 1% к * ; e = i b c R =■ V ^ + ^ z  Ё~

/очевидное<4 , т .к .  Е < 0  /.
Y

/13/

Мы нашли уравнение орбиты планеты /12/. Это уравнение по­
зволяет для каждого произвольно задаваемого значения' ^ вы­
числить соответствующее г  -  расстояние от планеты до Солнца.

Докажем теперь, что уравнение /12/ определяет именно 
эллипс. Пусть 5Р  -  та идущая от Солнца п р ям ая, от которой из­
меряется угол у /так называемая полярная ось/. Согласно /12/. 
при f = 0  расстояние г  минимально* Следовательно, угол ^ от­
считывается от прямой S P  , направленной от Солнца на ближай­
шую К Нему ТОЧКУ Р ОрбИТЫ, ДЛЯ КОТОРОЙ Т= Tw in  :

При <f = J
5  на расстояние

г  • * - £ _  rnun

точка орбиты А

' max
Р

4 -е

/14/

максимально удалена от центра сил

/15/

Легко ввдеть, что траектория симметрична относительно пря­
мой АР. Действительно, согласно /12/ расстояние г для угла ÿ 
такое же, как и для-ср. Это означает, что траектория имеет фор­
му какого-то симметричного относительно АР овала.

Чтобы убедиться, что этот овал -  эллипс, осуществим допол­
нительное построение. Отметим точку О овала, которая находит-
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ся на расстояния | ^  +- rmax) слева от точки Р, и еше одну 
точку 6* -  симметричную для центра сил 5 относительно центра
овала О /рис.6/.

S O  = OS -  £ ( n̂ax - m̂in ) = j ’- g 2

Мы докажем, что траектория эллипс, если убедимся в соот­
ветствии с его определением, что сумма расстояний точки М до 
двух неподвижных точек 5  и S '  постоянна, т . е .

t| + у - 2а -,
где a -  некоторая постоянная. Сначала вычислим к,

t ,  V ( S ' W ) 2 +(NM)2 = V Ï S ’S + S M ) 2 + (NM)2 

или согласно найденным выше значениям

Г, = \/(2 Ą ł  + roosvp )2 + r*sin2f  
Заменяя г  по формуле /12/, найдем

r  -pvA e 2-  + А*. . cosvf + _____ 1
4 ' м - е 2)2 ,1 -е *  'H-ecoscp f  H + e a• ecos^ P

_ r,\/4(e2-4i4) . 4 e  coscp -f
_ r V ( 4 - e z)z ”̂  + ecx)scj> (/f + ecosipP
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-  р\/ 4  _  _А_ , _4е . cos^ . _ _ 1 _ _
U'i-ê2-)2 -1-е2 А-ъ3- -f+-ecos^ й+есоа^)2

р\/ 4 4 'f
"  г  у (4-е2)2 • (^-e2)(^+êco5(f) + ГГ* ecos^J2

-р\/(Л  _ J -  )* 
r V H - e 2 -i + e c o  stp/

Окончательно

л ,  г ри “ -j-e2 i+ecasip

Т .к . второе слагаемое правой части этой формулы соглас­
но /12/ равно V- , то получаем

2Р
V r = îrë z

или

V T =<?<*/ /16/

что и требовалось доказать. Здесь обозначено

°*&-Т(w w )  Л 7 /

Постоянная е  называется эксцентритетом эллипса,€-■§§■ »
Р -  параметром; а  -  большой полуосью; показанный на рис.6 

отрезок b -  малой полуосью; b2= а2-ОЗг= аг[А-е2)

ТРЕТИЙ ЗАКОН КЕПЛЕРА

Отношение квадратов периодов обращения планет к кубам 
больших полуосей их орбит постоянно и для всех планет одинако­
во.

Для доказательства этого закона, выразим размеры эллипса
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через постоянную энергии Е и постоянную момента импульса L 
/см.13/

а -
LVmot, с*

t - e *  2L2 IE 1/т а 2 2 JE I /18/

Ь = а у /5 -е 2 = -= = = =
2!Е| У mot VTFËïïn /19/

/пишем I ЕI , т .к .  Е < 0  /.
Вычислим еще период обращения планеты Т, т . е .  время ее 

обращения по эллиптической орбите.
За время A t радиус-вектор планеты описывает площадь 

ô S - ^ A f  /см. формулу /I/ / . Отсюда

t - ś - A O

и на основании /3/

а5  _ _L 
или 2 m

с  '  L Л+ /2 ° /
Д5 = Т  m

Пусть период Т разделен на одинаковые малые промежут-.- 
ки At . Для каждого At справедливо равенство /20/. Склады­
вая все эти равенства, получим

b - - f ï T ' W

где 5  -  площадь эллипса. Поскольку эллипс можно рассматривать 
как проекцию окружности, его площадь равна

^ ='->окр ' cosot-T a2 - — - T a b /22/
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/при проектировании продольные размеры окружности не меняются, 
тогда как поперечные уменьшаются в отношении Т  cosou-f /. 

Подставляя /22/ в /21/, найдем

Исключая из найденных формул /23/ и /18/ постоянную энергии, 
находим окончательно:

Это равенство и выражает третий закон Кеплера.
Большая полуось эллипса и период обращения планеты зависят 

согласно /18/ и /23/ от величины энергии планеты, но не от 
момента импульса, тогда как малая полуось зависит от того 
и другого. В равной степени это относится и к спутникам. По-, 
этому большая полуось эллиптической орбиты а  и период обраще­
ния спутника Т не зависят от направления его скорости в мо­
мент выхода на орбиту. Большая полуось орбиты спутника равна 
радиусу круговой орбиты /когда спутник запускают "горизон­
тально"/, а период его обращения по орбите, большая полуось 
которой а  , равна периоду обращения по кругу радиуса а 
При неизменной большой полуоси а , малая полуось b эллипти­
ческой орбиты может оказаться большей или меньшей, 
и причиной тому являются различные направления скорости спут­
ника в момент его выхода на орбиту.

В заключение выведем формулу потенциальной энергии тела 
в поле всемирного тяготения. Работа силы тяготения на малом 
перемещении ММт равна /рис.7/

Т= -2И T ab

и на основании /18/ и /19/

/23/

4Ж2 -%- /24/

A-i =-Q ( - р -  гТ д г  )
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Аналогично на перемещениях М^М2 , • М  м и 

А2 = -  G m м ( т ^ду т+рдт )

An -  - G m  м f   rAv. -    —  )\ r+ (n -4 )û r  т+пАт)

Складывая все эти формулы, получим работу на перемещении ММл: 

А4П - - G m M  ( - ~ Г -  Г+~АТ]

Потенциальная энергия тела в поле тяготения измеряется 
работой силы тяготения по перемещению тела из данной точки на 
бесконечность. Полагая п -*■ оо , получим искомую формулу

Потенциальная энергия тела в поле тяготения отрицательная, 
т .к .  её максимальное значение /которое достигается при т= °о / 
условно принято равным нулю.
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PRAW A K E P L E R A  K IE R U JĄ  RUCHEM  PLA N ET

S t r e s z c z e n ie

J .O re a r  w sw o je j "P o p u larn e j f iz y c e "  w sk azu je  n a  b rak  w lite ra ­

tu rze naukow ej p ro sty ch  dowodów p ierw sz eg o  praw a K e p le ra  b ez  

w y k o rzy stan ia  ap aratu  w y ż sz e j m atem atyki. W p ra c y  p rzed staw ion o  
elem entarny  dow ód p o w y ższeg o  praw a fizy ki w y k o rzy stu jąc  jed y n ie  

in tu icy jn e p o ję c ie  g ra n icy . D la w y c z e rp a n ia  zag ad n ien ia  z a m ie sz cz o n o  
rów nież ogóln ie  z n an e  dowody d ru g ieg o  i trz e c ie g o  p raw a K e p le ra .
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