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S U R  UN T H É O R È M E  D E  M A R C IN K IE W IC Z

D a n s  c e t  a r t ic le  j e  g é n é r a l i s e  l e  th é o r im e  d e  M a r c in k ie w ic z  
s u r  1 '  a n  ti d é r iv é  a  (v .  [ 2 ]  )  a u  c a s  d e s  fo n c t io n s  d o n t l e s  v a le u r s  

a p p a r tie n n e n t a  u n  e s p a c e  n o rm é, co m p le t e t  s é p a r a b le ,  e n  a p p liq u a n t 

l a  m é th o d e  d e  M a r c in k ie w ic z .

S o i t  Y  u n  e s p a c e  n o rm é  co m p le t e t  s é p a r a b le  a v e c  l a  n o rm e

11*11 •

T H E O R E M E  1 .  E ta n t  d o n n é e  u n e  s u ite  a r b itr a ir e  d e  n o m b re s  

( h n -  O ) te n d a n t v e r s  z é r o ,  i l  e x i s t e  u n e  fo n c tio n  c o n t in u e  ф t [ O . j ]

 > Y  s a t i s f a is a n t  к  l a  c o n d itio n  s u iv a n te :

( p )  à  to u te  fo n c tio n  m e s u ra b le  ( a u  s e n s  d e  b e b e a g u e )

.p : [ 0 , 1 ] ----- » Y  i l  c o r r e s p o n d  u n e  s u ite  p a r t ie lle  (h  ) te lle

q u e  ^

ф  (x + h  ) -  ф ( х )

lim k  -  -p ( x )

k —*• o o  h
n k

p r e s q u e  p arto u t.

L e  th é o rè m e  d e  M a r id n k ie w ic z  c o n c e r n e  l e s  fo n c t io n s  r é e l l e s  

d é f in ie s  s u r  l ' in t e r v a l le  [ O . l ]  .

D a n s  l a  d é m o n stra tio n  d e  c e  th é o rè m e  n o u s  a p p liq u e ro n s  le  

lem m e s u iv a n t  ( c o m p a r e r  [ 2 ] ) :

L E  M ME  1 .  E ta n t  d o n n e  u n  n o m b re  £ >  О e t  d e u x  fo n c t io n s

c o n t in u e s  [ O . l ]  » Y  e t  P g t [ o , l ]   > Y  d on t P 2 e s t  p r e s q u e

p a rto u t d e r iv a b le  d a n s  [ О Д ]  • ** e x i s t e  to u jo u r s  u n e  fo n c tio n  c o n tin u e
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e t  p r e s q u e  p arto u t d e r iv a b le  G t С о д З —Wf te lle  t^ue G ' ( x )  -  F ' ( x )  

p r e s q u e  p a rto u t e t  q u e  || F 1 ( x )  -  G (x )| | <  £ p o u r tou t x «  C O ,l] .

D É M O N S T R A T IO N . D iv is o n s  l 'I n t e r v a l le  £ 0 , 1 ]  e n  u n e  d é n o m b ra - 

b lllté  o u  b ie n  u n  n o m b re  fin i d 'i n t e r v a l le s  n 'e m p ié ta n t  p a s  e t  t e ls  q u e  

l 'o s c i l l a t i o n  d e  l a  fo n c tio n  F ^  -  F g  s o i t  m o in d re  q u e  £ d a n s  c h a c u n  

d 'e u x .  S o i t  H: £ O tl ] — » Y  l a  fo n c tio n  c o n t in u e , id e n tiq u e  à  F^ ^ (x) -

P j ( x )  a u x  e x tr é m ité s  d e s  c e s  in te r v a l le s  e t  d a n s  c h a c u n  d e  c e s  

in te r v a l le s  d e  l a  fo rm e £q( » ß ]  d éü n ie  p a r  l a  fo rm u le :

X -  c>C
н ( х )  -  F 1 ( c ^ )  -  F 2  (o C )  + C (  j — -  ) ) -  F 2  ( £ > )

*  F 2 (° C  )J  .

o ù  C : [ 0 , 1 ] - *  [ O .l }  e s t  l a  fo n c tio n  d e  C a n to r .

P u is q u e  l a  fo n c tio n  С  e s t  c o n tin u e , c r o is s a n t e  e t  C ' ( x )  -  О p resq u e
p a rto u t, o n  a  d o n c

H ' ( x )  -  О ( l e  z é r o  d e  l ' e s p a c e  Y )

p r e s q u e  p a rto u t e t  || ^ ( x )  s  ^ p o u r tou t x  e  [ P , l ]  .

L a  fo n c tio n  G ( x )  »  F ^ ( x )  + H ( x )  jo u it  év id em m en t d e  l a  p ro p r ié té  

d ém an d é .

D É M O N ST R A T IO N  DU T H É O R È M E  1 .  C o n s id é r o n s  d 'a b o rd ,  

l 'e s p a c e  d e  to u te s  l e s  fo n c t io n s  c o n t in u e s  f: С ° д З — a v e c  l a  n o r 

me d e  T c h e b y c h e f f  ( c ' e s t  -  a  -  dire, |lf llc  -  su p  II f  ( x ) l !  ) .

О $  x  < 1

С  ' e s t  l 'e s p a c e  n o rm é  e t  s é p a r a b le  ( p u is q u e  Y  e s t  s é p a r a b le ,  v .  £4 ] ,

p . 1 6 0  ) .  Il e x i s t e  d o n c  u n e  s u ite  d é n o m b ra b le  d e  fo n c t io n s  c o n t in u e s
(

P^: [ Ö » l ]  » Y  ( i ш 1 ,2 ^ ..  ) d e n s e  d a n s  c e t  e s p a c e  d e  fo n c t io n s . Il e s t

a i s é  a l o r s  a  d é té rm in e r  u n e  s u ite  d e  fo n c t io n s  c o n t in u e s , p r e s q u e  

p arto u t d é r iv a b le s ,  (  ф £ o , l ] ----->Y) ^  e t  u n e  s u ite  p a r t ie lle
/ t » h  ) 0 0
'  к  n ^ ' k - 1  e x tr a ite  d e  l a  s u ite  d o n n é e  (h  ) " >  d e  m a n ié ré  

q u 'o n  a it: Пш1
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e t

к Ф  iAx * *k ) "  u 1
<2> I I — £-S-k ,  pk W | l < - T

к

e x c e p té  au  p lu s  s u r  u n  e n s e m b le  E . d e  m e s u re  < -----  i
2

e t

(3) j t j < - l W j —•
K 2

E n  e ffe t, e n  ad m ettan t q u e  <|p [  O . l J —» Y  s o i t  u n e  fo n c tio n  prim itive

d e  l a  fo n c tio n  ( e l l e  e x is te  d 'a p r è s  le  th é o re m e  2 du l iv re  £ l ]  ,

p . 1 7 8 )  e t  e n  s u p p o s a n t  le  k -1  p re m ie rs  te rm e s  d e s  s u i te s  (

— >Y) e t  ( t . )  d é te rm in é s  on  d éfin it a is é m e n t p a r  l 'a p p l ic a t io n  du 

lem m e 1 (r a p p o r té  à la  fo n ctio n  co n tin u e  |j [ O . l J — * Y  e t  à  la

fo n c tio n  prim itive d e  la  fo n c tio n  P ^ : f O , l ]  * Y ) , u n e  fo n c tio n  c o n ti

n u e  <£> k : [ Q , l ] —+Y  co n fo rm ém e n t à  l a  co n d itio n  ( l )  e t  d e  m a n iè re

q u e  l 'o n  a it  p r e s q u e  p arto u t ф k ( x ) ”  ^ k ^ x ^’ ^ e tte  é e r n ie r e
re la t io n  p e rm e t d e  d é fin ir  un n om bre  t^ d e  fa ç o n  q u e  l e s  c o n d itio n s

( 2 )  e t  ( 3 ) s o ie n t  re m p lie s  a  le u r  tou r.

E n  v e r tu  d e  ( l )  e t  ( 3 ) ,  l a  s u ite  d e  fo n c t io n s  §  : [ O . l ]

— > Y  c o n v e r g e  u n ifo rm ém en t v e r s  u n e  lim ite ^  ( x )  — lim $  n ( x ) •
П   >  D O

co n tin u e  e t  s a t i s f a is a n t  p o u r tou t k  e t  p o o r  tout x  € £O fl ]  a  l 'in é g a l i t é

| | $ ( * )  -  f  k ( * >  Il -  П Ф к <х > + £ ( $ i + i ( x ) -

-  < £ j ( x ) )  -  | k ( x )  Il -  Il ^  ( $ 1 + 1  ( x > -

f 2 1 н1 * f  ‘Ci <łki
i t k  ”  *  è b  * * *  ■ “

oQ

L
1 4 c * f  i  2 ' V

2 i-k  k  i - O  2 »

P a r  c o n s é q u e n t , e n  te n a n t e n c o r e  com p te d e  ( 2 ) ,  on  a

5 (x + L )  - $ ( x )
(4 ) H - ï ------------ S — 2-------- -  P k<«> II -
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|  ( x  + tk ) -  | к ( х  + tk ) + <| k ( x  + tk ) -  f  k ( x )

fck
-  P „ ( x )  I f  Ś

II i  (x ♦ tk) - f  k(x * ^  g* a £k<x + *k> - 4?k<x>
*k łk

.  p f c W  и  «  i, . * * < ?  -  * м —  и <

*■ к

2 К »  ___  ♦ 1 ♦ 2 i Sc I
k Itfc I к к 1 ^  J

S

к

p o u r to u t x  g  Г ° Д ]  -  E k .

S o i t  m a in te n a n t fi f  O . l J  —+Y u n e  fo n c tio n ' m e s u ra b le  *  q u e lc o n q u e . 

D 'a p r è s  l e  th é o rè m e  d e  L u s in  ( é ta n t  v r a i  a u s s i  p o u r l e s  fo n c t io n s  

a u x  v a le u r s  d a n s  Y , :  c o m p a r e r  [ з ]  ,  l a  d é m o n stra tio n  d u  th é o rè m e  

8 .2 )  11 e x i s t e  p o u r tou t n o m b re  n a tu re l  n  u n  e n s e m b le  fe rm é  H^C [ O . l J  

te l  q u e  l a  m e s u re  d e  L e b e s g u e  m ( H n ) >  1 ~~ l Hn ** H n -1  )

e t  l a  fo n c tio n  p a r t ie lle  f/H^ e s t  c o n tin u e . Il e x i s t e  d o n c  p o u r tout n

u n  p ro lo n g em en t co n tin u  g n ? [  O . l ] —» Y  d e  l a  fo n c tio n  f/H e t  p a r

c o n s é q u e n t  vine fo n c tio n  P k  te lle  q u e
n

Il * „ < - >  -  p k  <*> H <  4 t~n

p o u r tou t x  Ь а  s o u s  “  s u i te  (P .^ ) e s t  c o n v e r g e n te  p r e s q u e

p arto u t v e r s  la  fo n c tio n  f.

O n p e u t ad m ettre  év id em m en t q u e  p o u r tout m on  a  

||pk ( x )  -  f(x)|| < 4 -

' e s t  -  à  -  d ire  ( U ) e s t  un e  s e m b le  m e s u ra b le  (a u  s e n s  d e  Ь е - 

b e s q u e ) ,  q u e l q u e  s o i t  l 'e n s e m b le  o u v e r t  U С  Y .
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a  l 'e x c e p t i o n ,  a u  p lu e , d 'u n  e n s e m b le  H m d e  m e s u re  m o in d re  q u e  

1  D o n c , e n  v e r tu  d e  ( 4 )

2 m

$  ( x  ♦  tk  )  -  $  ( x )

Il --------------------- £2-------------------------------------------î ( x )

^  ( x  + tk  ) -  ф ( x )

Il ----------------------2 --------------------------------  -  P k  ( x )  + Pk  ( x )  -  f(x )| | ^
m

*k m

-  P k  ( x )  Il + ||Pk  ( x )  -  f (x ) j|

k m

p o u r to u t x  e  [ 0 , 1 ]  -  [  E k  U H m ]  .
m

11 e n  r e s u ite  q u 'o n  a  p r e s q u e  p arto u t

$  ( x  + t  )  -  ф ( x )
•  m11m -  m ./ \----------------------------- -----------------------  -  f  ( x )

m —» «a L
m ao

(p u is q u e  m u  H )  <  __2__  e t  £  m (E km  ü H ) <  « o  )
ÿn m -1

e t  l a  d é m o n stra tio n  e s t  a c h e v é e .

U n e  m o d ifica tio n  du r a is o n n e m e n t p r é c é d e n t  p e rm e t d 'é n o n 

c e r  l e  r é s u lta t  p r é c é d e n t  e n  te rm e s  d e s  c a té g o r ie  d e  В  a ir e  d a n s  

l ' e s p a c e  d e s  fo n c t io n s  c o n t in u e s  ft [ O . l ] — ■> Y  a v e c  l a  n o rm e  11 f  II ^

-  s u p  l i  f ( x )  Il .

0 $  x  £ 1

C e t  e s p a c e  s e r a  s ig n if ie ,  com m e d 'h a b itu d e , p a r  С  ( [  O . l ]  ,  Y ) .

T H É O R È M E  2 . E ta n t  d o n n é e  u n e  s u i te  (h ^  ^  o )  ° °  te n d a n t 

v e r s  O , to u te  fo n ctio n  ф €. С ( C o , l ]  , Y ) ,  e x c e p t é  u n  е п е е т Й е  d e
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fo n c tio n s  d e  p re m iè re  c a té g o r ie  d a n s  С ( С O l ]  , Y )  jo u it  d e  l a  

p r o p r ié té  ( P ) .

D É M O N S T R A T IO N . E n  c o n s e r v a n t  to u te s  l e s  d é s ig n a t io n s  d e 

la  d é m o n stra tio n  du th é o rè m e  1 , on  d ém o n tre  d e  l a  m êm e fa ç o n , q u e  

d a n s  la  d é m o n stra tio n  d u  th é o rè m e  2 d e  l 'a r t i c l e  [ 2 ]  q u e  l a  p ro p r ié té  

( P )  e s t  é q u iv a u t à  l a  s u iv a n te :

( P ' )  p o u r tou t c o u p le  n , k  d e  n o m b re s  n a tu r e ls  i l  e x i s t e  un 

in d ic e  p >  n t e l  q u e

(„  л .  pkw l l < - J -
11

P
p o u r tout x , e x c e p t é ’ a u  p lu s  d a n s  u n  e n s e m b le  d e m e s u re  m oind re

q u e 1
n

C e c i  é ta n t, s o i t  A  С C (  [  Cl l j ,  Y )  l 'e n s e m b le  d e to u te s  l e s

fo n c tio n s  q u i n e  p o s s è d e n t  p a s  la  p ro p r ié té  ( P ' ) .  O n a  a lo r s  A  -

M  A nici A n k  d é s ig n e  l 'e n s e m b le  d e  to u te s  l e s  fo n c t io n s  
n^k

c o n t in u e s  Y  : [ 0 , l ] —* Y  te l l e s  q u e  p o u r to u t p >  n on  a  

У  ( x  ♦  h D) -  f  ( x )
----------------------- 2------------------------ -  P M  II ł  — i —

h 
P

s u r  u n  e n s e m b le  d e  m e s u re  non  m oind re q u e n

O n v o it  s a n s  p e in e  q u e  tout e n s e m b le  A k n  e s t  f e r m é  d a n s  l ' e s p a c e  

C( [o,l] , Y) e t  q u 'a u c u n e  fo n c tio n   ̂ :L O , l ] - - * Y  ad m etan t P ^ ( x )  

p r e s q u e  p arto u t p o u r s a  d é r iv é e , n 'a p p a r t ie n t  a  A ^ .

O r, e n  v e r tu  du lem m e 1 ,  i l  e x i s t e  p o u r c h a q u e  £ >  О , k  

>  O e t  p o u r to u te  fo n c tio n  tp : [ O . l ] —* Y  u n e  fo n c tio n  c o n tin u e  ф : 

[ O . l ] — >Y te lle  q u e  p r e s q u e  p arto u t ( ^ ( x )  -  P ^ ( x )  e t  q u e  || ÿ  ( x )

-  tp ( x )  O < £ p o u r tout x  e  [ 0 , 1 ]  .

Il s 'e n s u i t  q u e  tout e n s e m b le  A kn e s t  non  -  d e n s e  e t , p a r  c o n s é q u e n t , 

l 'e n s e m b le  A e s t  d e p re m iè re  c a té g o r ie .
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R E M A R Q U E , R e m a rq u o n s  q u e  l 'h y p o th è s e  d e  l a  s é p a r a b i l i té  d e  

l 'e s p a c e  Y  e s t  e s s e n t i e l l e .

E n  e ffe t, s u p p o s o n s  q u e  l ' e s p a c e  Y n e  s o i t  p a s  s é p a r a b le

e t q u e  ф i C o . l J —>Y s o i t  u n e  fo n c tio n  c o n tin u e . L 'e n s e m b le  ф ( [ О Д ] )

Л а п ! u n  e s p a c e  s e 'p a r a b le , le  s o u s  -  e s p a c e  n o rm e  Y  généré p a r

Ф ( [ 0 , 1 ]  ) e s t  a u s s i  s é p a r a b le .  Il e x i s t e  d o n c  un p o in t y o  é. Y  -  Y ^ .

S o i t  f: C O .l] —*■ Y  u n e  fo n c tio n  c o n tin u e  e t  te lle  q u e  f ( x )  -  x  y  p o u r 
1 2 -  °  

tout x  e  L- 3   ’  3 — J • ° n v o it s a n e  p e in e  q u e  l e s  fo n c t io n s  ф e t  1

n e  s a t is fo n t  p a s  à  l a  c o n d itio n  ( P ) .
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