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SUR UNE TOPOLOGIE D'O 'MALLEY

Soit (X, T) un espace topologique avec une mesure f», finie,
positive et compléte, définie sur un 6*- corps M contenant T. U

existe ( [2], Th. 22.4) une application >p sM— >b/1 telle que

(1) "P (a) A, c'est - a - dire,

~EA - -{4a)) (f(A)- AJ) - 0
(2) sIA-B,ona -P (a) - *P(B):
O)-p(~) - O, f (X) - Xs
(4) f (A n B) - f (A) n p(B):
(5) si AC B,on a -f (A) ¢

et la famille
T - I >P(A) - NSA e Met fl.(n) - o}

est une topologie ( [2]] , Th. 22.5).

THEOREME 1. La famille Tg - ~A €TN >U(a) - /N (inth A
ou Int™A désigne, comme d'habitude, l'intérieur (relativement

a la topologie T) de Il'ensemble A, est une topologie.
DEMONSTRATION. On vérifie facilement que
Oe t2 et X e T2.
Si A2, Ag e T2, on a

Int*r(Al A A2) . In"Aj~ M IntT A2

et par conséquent



yU.((Ax o A2) - Int™»"™ n A2)) -
N ((At n Ag) - (IntT Axn IntT A2))y
fi.{A% - IntT Ax) + ~(Ag - IntT Ag) - O.

Soit maintenant {Ae j (S désignant un ensemble d'indices) une

fopulle d'ensembles de lee Apologie Tg. Puisque tous les ensembles

non vides de la topologie Tg sont de mesure y. positive, il existe
donc une suite dénombrable { Ae C £ANN telle que
n ses
A" Al °
u
Soit
N - U a. - U As
ses n r
On a
-1 U A. - IntT < U A. -
P sesS * sesS ))
il (N U[U A - IntT ( \J A ) ) £
n n ses
At (N) + /70.( \JA - IntT ( {J As ))*
n n n n
’\(UAs -y In*T AS ) *
n n n n
L <A. - ta,T A. ) -
n n n
ce qui signifie que (J A e T_ etla démonstration est achevée.
seS 8

THEOREME 2. La fonction réelle ftX— * R est continue par
rapport a la topologie T2 si et seulement s'elle est continue par
rapport a la topologie T~ et I'ensemble des points de discontinuité

de la fonction f par rapport a la topologieT est de mesure fxzéro.

DEMONSTRATION. Si une fonction f:X >Restcontinue par
rapport a la topologie T~ et son ensemble des points de discontinuité

relativement a la topologie T est de mesure yu zéro, l'ensemble

EZ m j X« X; ac f(x) < b}

appartient a la topologie T/ et



A (Ea ) " Ei >e
quels que soient les nombres réels a et b tels que a < b.
D'autre part, supposons qu'une fonction ftX > R soit conti-
nue par rapport a la topologie T”. Elle est donc continue aussi par

rapport a la topologie Tj. Puisque la mesure est finie, I'ensemble

B - jy e Ri (y) est de mesure positive}
k - <»
est dénombrable. Soit (ykn ) (n-1,2,~.) une suite de nombres

de l'ensemble R-B telle que X~ °°

ka+|h “ yk7tl < n pour k * °* 7 t2
et
lim ykit - -wet Iim yk - oo
K
Posons <40
X “ N U IntT, f 1 ((y n YK+
} n-1 K— 00 A - K* n K+}* n

et remarquons que
yU (X - Xx) - 0O

et que la fonction f est continue en chaque point x e X~ relativement

a la topologie T. Cela termine la démonstration.

REMARQUE. Dans le cas, ou X - R, p- est la mesure de
Lebesgue dans R, T est la topologie euclidienne et est la topolo-
gie de densité, alors est la topologie a» e. introduite et examinée

par O 'Malley dans son article £13 et les théorémes 1 et 2 »ont déja -

démontrés dans QIJ
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O PEWNEJ TOPOLOGII O'MALLEY'A

STRESZCZENIE

W tym artykule uogdlnia sie metode konstrukcji topologii a. e.

wprowadzonej przez O'Malley'a w [1]



