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W B Y D G O S Z C Z Y  

Prob lem y M atem atyczne 1982 z.4

E u la lia  Grande 

W S P  B y d g o s z c z

SUR UNE TO PO LO G IE  D 'O  'M A L L E Y

Soit (X , T )  un e s p a c e  topologique a v e c  une mesure f», fin ie, 

positive et com plète, définie su r un 6* -  co rp s  M contenant T . U 

ex is te  (  [ 2 ] ,  Th. 22.4 ) une application >p sM— >ЪЛ te lle que

(1 )  "P ( a ) A , c 'e s t  -  a  -  dire,

^ ( f A  -  - {4a ; )  ( f ( A ) -  A j )  -  О ;

(2 )  s l A - B ,  o n a  -P ( a ) -  *P (B ) :

O ) - p ( ^ )  -  0  , f  (X )  -  Xs

(4 )  f  ( A  n B )  -  f  ( A )  n -p ( B ) :

( 5 )  s i A  С B, on a  -f ( A )  с

et la  famille

T  -  I  > P (A ) -  NS A  e  M et fj. ( n )  -  о }

es t une topologie  (  [2 ] ]  , Th . 2 2 .5 ).

THEORE ME 1. L a  fam ille T g  -  ^ A  € T ^  > U (a )  -  /Л. (int^. A
où Int^,A dés igne, comme d 'hab itude, l 'in té r ie u r  (re lativem en t 

a  la  topologie  T )  de l 'en sem b le  A , es t une topologie.

D É M O N STR A TIO N . On vé r ifie  facilem ent que 

0 e  t 2 et X  e  T 2.

Si A 2 , A g  e  T 2, on a

In t*r (A l  Я A 2 ) .  In ^ A j^  П IntT  A 2

et par conséquent
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y U . ( ( A x  o  A 2 ) -  I n t ^ ^  n A 2 ) )  -

^  ( ( A t  n A g )  -  (ln tT  A x n  IntT  A 2 ) ) ÿ

f j . { A % -  lntT  A x ) + ^ ( A g  -  IntT  A g ) -  O.

Soit maintenant { A e  j  (S  désignant un ensem ble d 'in d ic e s )  une

fopülle d 'e n se m b le s  d e  1ee A p o lo g ie  T g .  Pu isque tous le s  ensem bles 

non v id e s  de la  topo log ie  T g  sont de mesure y .  positive, i l  ex is te  

donc une su ite dénom brable { A e  С £ A ^  ^ telle que
n s e s

Soit

On a

Л ( .Va A» '  ̂A»J ‘ °'•  6 0  n

N - U  A .  -  U A s
s e s  n r

p - i  U  A .  -  IntT  < U  A . ) )  -
s e S  *  s e S

i l  (N  U [ U  A  -  IntT  ( \J A  ) ) £
n n s e s

At (N )  + /Д.( \ J A  -  IntT  (  {J  As  ) ) *
n n n n

^  ( U A s  -  U  In*T A S ) *n n n n

L  <A .  -  ta,T  A .  ) -  °n n n

c e  qui s ign ifie  que (J  A  e  T _  et la  démonstration es t a ch evée .
s e S  8

TH ÉO R ÈM E 2. La  fonction  ré e lle  ftX— * R es t continue par 

rapport à  la  topo log ie  T 2 si et seulem ent s 'e l l e  est continue par 

rapport à  la  topo log ie T^ et l 'en sem b le  d es  points de discontinuité 

de la  fonction  f  par rapport à  la  topologie  T  es t de mesure fx z é ro .

D É M O N STR A TIO N . S i une fonction  f:X >R es t continue par

rapport à  la  topologie  T^  et son  ensem ble d es  points de discontinuité 

relativem ent à  la  topolog ie  T  est de m esure yu- z é r o ,  l 'en sem b le

,b ■ j  X «  X; a  с  f ( x )  < b }  

appartient à  la  topo log ie  T^ et

E
a
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A  ( E a  ) "  E ï  >•

qu els  que so ien t le s  nom bres r é e ls  a  et b te ls  que a  < b.

D 'a u tre  part, supposons q u 'u n e  fonction  ftX  > R so it conti

nue par rapport à  la  topologie  T^ . E lle  e s t  donc continue aussi par 

rapport à  la  topologie  T j .  Pu isque la  mesure es t fin ie, l 'en sem b le

B -  j y e  Ri ( y )  e s t  de mesure p o s i t iv e }

k -  <»

est dénom brable. Soit ( y kn ) (n -1 ,2 ,^ .) une suite de nom bres

de l'en sem b le  R -B  telle que *c“ ~ °°

I y k + lh  “  y k7t I < n pour k “  ° *  î  t 2'
et

lim y k łt  -  - w e t  lim y k -  оо 

к

P o so n s

X

<Ю

1 “  ^  U  IntT  f_1 ( ( у к n у к+11 п -1  к — оо А К* п к+1* п
et rem arquons que

yU (X  -  Х х ) -  О

et que la  fonction  f  e s t  continue en  chaque point x  e  X^ relativem ent 

à  la  topologie T . C e la  termine la  démonstration.

REM ARQ UE. Dans le  ca s , ou X  -  R, p - e s t la  m esure de 

L eb esgu e  dans R, T  es t la  topo log ie  euclid ienne et es t la  topolo

g ie  d e  densité, a lors  e s t la  topo log ie  a» e . introduite et exam inée 

par О 'M a lle y  dans son  a rtic le  £ l3  et le s  théorèm es 1 et 2 »on t d é jà  - 

dém ontrés dans QlJ .
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O PEW NEJ TO PO LO GII  О 'M A L L E Y 'А

S T R E S Z C Z E N IE

W tym artykule uogó ln ia  się  metodę  konstrukcji topologii a. e . 

w prow adzonej p r z e z  O 'M a l le y 'a  w  [ 1 ]  .

I !


