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SUR LA SEMI - CONTINUITE QUALITATIVE

Dans la premiére part de cette note je ge'néralise un théore-
me de Sierpinski concernant la semi - continuité (voir [ 1] ) » dans
la deuxieme - je démontre que toute fonction qualitativement semi - co-
ntinue supérieurement sur |'espace métrigue, compact admet le maximum
qualitatif et dans la troisieme - j'examine les ensembles des points de
discontinuité d'un genre spécial. En finalement, dans la quatriéme part
je démontre un théoréme sur la propriété de Baire des fonctions de
deux variables ayant ses sections qualitativement semi - continues
supérieurement par rapport a |l'une variable et qualitativement semi -
continues inferieurement par rapport a l'autre variables

I. Dans l'article [1] Sierpinski a démontré une généralisation
suivante du théoréme bien connu, d'aprés lequel toute fonction

continue dans un intervalle fermé et borné est uniformément continue:

THEOREME 1 ( Sierpinski [1] , Corollaire ) . f : [a.b]—>R
(R désigne l'ensemble des nombres réels) étant une fonction semi -
continue supérieurement et w; [a.b] — >R étant une fonction semi -
continue intérieurement telles que

N (x) $ W (x> pour tout x e £%>3

il existe pour tout nombre £ > O un nombre positif J' tel que pour
tous les nombres x et x'de fa,b} l'inégalité

jix - x'1< S

entraine |'inégalité

-P(x> < \f/(x'] + £.



Soit (X,j) un espace métrique, compact, Une fonction f X
— >R est dite qualitativement seml - continue supérieurement (intérie-
urement) au point xQ £ X lorsqu'il existe un ensemble A (xo0) conte-
nant xq, résiduel dans certain entourage ouvert du point x et tel que

la fonction partielle f/Y (xQ) est semi - continue supérieurement
(inférieurement) au point xQ.

THEOREME 2, Si une fonction ~ X >R est qualitativement

semi - continue supérieurement en tout point et une fonction ~ :X
—>R est qualitativement semi —continue inférieurement en tout point
et si

-f(*) i~ pour tout x e X,

il existe pour tout nombre g > O un nombre J >O tel que pour
tous les éléments x et x 'l'inégalité

j(x~c") < J

entraine l'inégalité
Mx) <y (x') + €
DEMONSTRATION. Démontrons d'abord qu'il existe une

fonction ftX » R semi - continue supérieurement et une fonction
gtX----AR semi - continue Intérieurement telles que

(x) $ f(x) $ g(x) < ”~(3c) pour toutx e X.

En effet, les fonctions -f et tp ayant la propriété de Boire , il existe
deux ensembles résiduels A, B du type G j et tels que les fonctions
partielles /A et */B sont continues. Posons

C » A n B.

L'ensemble C est résiduel et du type Gj . Pixons un point x £ C
et posons

f 1(xo) “ gJ(rn)ir;I f (x)
X e C°

et
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P (x ) - Um sup -p(x)

X e Cw

Puisque Vf(x) £ -f(x) pour tout x ¢ X et les fonctions vf et .f
sont qualitativement semi - continues inférieurement et supérieurement
respectivement, on a donc

t(*0) > y.(x0) > «fs(x0)

Posons
_p(x) lorsque x e C
t(x) -
-p_(x) lorsque x ¢ C
et
Vf (x) lorsque x € C
S(x) -
Vp'j(x) lorsque x 4 c
On voit facilement que la fonction f est semi - continue supérieure-
ment, la fonction g est semi - continue intérieurement et que

-f (x) < f(x) < g(x) < Vf(x) pour tout X e X.

Fixons un nombre g > O et posons

h(x) - g(x) + £ pour tout x 6 X.
La fonction h est semi - continue intérieurement et on a
(1) f(x) < h(x) pour tout x 6 X.
S'il n'existait pas un nombre S satisfaisant aux conditions de notre

théoréme, il existerait pour tout n naturel des éléments X4 et xr'1 de

I'espace X tels que

(2) * (x5, xn) < -

n ,n - 1,2,
et 1
(3) f(xn) £ h(xn)
L'espace X étant compact, il existe une sous - suite infinie (x )

K
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convergente vers un point xO0 * X.
D'apr*i (2) on a

(4) Uni x - Um x' -X .

k-**o0 "« K-*-» "k 0
Or, soit *7 un nombre positif donné quelconque. La fonction f 6tant
semi - continue supérieurement au point xq et la fonction g “ inférieu»
rement, U résulte d* (4) que f(xQ) ¢ 1 > ,(xrL) et ) >
K
h(x0) - < pour * > no,
ce qui donne, d'aprés (3):
1
t(xQ) + * > 'K iJd *h(X«k) " “% > hX<>) « 2
- . pour * > no.

donc, en Umlte pour K—» <« t
(5) *(*0) + t) ~ f»(x0)- 9.

Le nombre positif Y étant arbitraire, I'inégalité (5) prouve que
f(xQ £ h(x#), contrairement a (I),
U existe donc un nombre J > O tel que l'inégalité

S (x, x') < «r
entraine |'inégalité

f(x) < h(x) -J -gx) +9-J < g(x)+09,

ce qui termine la démonstration.

REMORQUE 1. Pour obtenir le théoréme sur la continuité
uniforme d'une fonction continue dans X, U suffit de prendre dans le
théoreme 2 pour Y unefonction continue et de poser N (x) --f>(x).

H. Dons cette part Je démontre que toute fonction fcX-—-> R
qualitativement semi - continue supérieurement admet le maximum
qualitatif en certain point xQ e X.

On dit qu'une fonction fiX— »R admet le maximum qualitatif au point
X0 lors4u”™ existe un ensemble A contenant xql résiduel en certain
entourage ouvert du point xq et tel que
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f(x) $ *(x0) pour tout point x e A.

THEOREME 3. Toute fonction ftXx—#R qualitativement semi -
continue supérieurement admet le maximum qualitatif en certain point
xo € X.

DEMONSTRATION, ba fonction f ayant la propriété de Balre, il existe

un ensemble A résiduel dans X, du type Gj. et tel que la fonction
partielle f/A est continue. Posons

~NAX) lorsque x e A
S(x) -
Im sup f(t) lorsque x 4 A
Lt—>Xx
te A
La fonction g est semi - continue supérieurement et g(x) $ f(x)

pour tout x e X. U existe donc un point xO c¢ X tel que

s(x) $ B(x0) Pour teut x € X.

Mais f(acQ) i B(x0) et f(x) “ B(X) pour tout x e A, la fonction
f admet donc le maximum qualitatif au point xO.

REMARQUE 2. Il existe une fonction ft [O.l]—*R qualita-
tivement semi — continue supérieurement n'admettant pas le maximum
absolu. En effet, telle est, par exemple, la fonction

'x lorsque x est un nombre rationnel de l'interval-
4 »e C°
fix) - - a)

O lorsque x est un nombre irrationnel de I'intervai-
lle [0,1]ou bien x < 1.

L Soit R— R une fonction. On sait que les ensembles
x € R: liro f(t) existe et est jf *(X)J -
t— x”
Xx e R: llro f(t) existe et est [/ f(x)]j
t—Xx+



I x 6Rtf est continuea gaucheau point x et n'est pas conti-
nue a droite au point x}

et
{x e R: f est continue a droite au point x etn'est pascontinue
a gauche au point x }
sont dénombrables. ( (41 )

Solent (U, T) un espace topologique de Hausdorfl a base din
nombrable et fcR VU une fonction. Posons

c*(f) - { x e R: il existe un ensemble ouvertV C (- oo, x
ayant la densité supérieure positive au point x et
tel qu'il existe la limite lim f(t) et

t—
te V

que lim f(t) 4 f(x) j

—*x
t« V
D“(f) - {x f Ri il existe un ensemble ouvert v Cc (- oo , XQ
de deuxiéme catégorie au point x et tel qu'il existe
la limite Um f(t) 4 f(x)} ;
t—
te V
E“(f) - {x e R; U existeun ensemble ouvert V Cc (- ag , x]

ayant la densité supérieure positive au point x et
tel que la fonction partieUe f/V g { x~est continue
au point x et la fonction f n'est pas continue a
droite au point x }

et

P-(f) - {x € R: il existeun ensemble ouvert V C (- oo , X]

de deuxiéme catégorie au point x et tel que la
foncUon partieUe f/V w {x}est continue au point
x et quel que soit |'ensemble ouvert Z t[«,00)
de deuxiéeme catégorie au point x ,
la fonction partieUe f/Z \] “xjn 'est pas

continue a droite au point X j

On volt facilement que C~(f) C D""(f).
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THEOREME 4. L'ensemble C~(f) est de mesure zéro, quelle
que soit la fonction ftR—>U.

DEMONSTRATION. Supposons, au contraire, qu'il existe une
fonction f:R—*U telle que l'ensemble C~(f) n'est pas de mesure zéro.
Il existe donc un ensemble A ¢ C (f) de mesure extérieure positive
et un ensemble ouvert V de |'espace U tels que, quel que soit x e A,
il existe un ensemble ouvert G(x) C U contenant f(x) et un ensemble
ouvert B(x) ¢ (-o0, x3 ayant sa densité supérieure au point x

positive tels que lim f(t) €V et V n G (x) -
t-»X
te B (x)

Soit xQ € A”un point de densité extérieure de l'ensemble A. L'ense-

mble A Cf (U -,V) et la densité extérieure del'ensemble A au
point xQ est égale a1, en contradiction avec lefait que la densité
supérieure de l'ensemble B(x0) au point xq est positive et

lim f(t) 6 V
t-»X
“ B(x0)

et la démonstration est achevée.

THEOREME 5. L'ensemble D~(f) est de premiére catégorie,

quelle que soit la fonction f:R —>U.

DEMONSTRATION. Supposons, au contraire, qu'il existe une
fonction ftR— » U telle que l'ensemble D (f) soit de deuxiéme
catégorie. Il existe donc un ensemble A. C D (f) de deuxieme catégo-
rie et un ensemble ouvert V de |'espace U tels que, quel que soit
x <€A, on a f(x) # V et il existe un ensemble ouvert B(x) C (-~~~
de deuxieme catégorie au point x et tel que

Um f(t) 6 V.

t-*x

t« B(x)
Soit J un intervaUe ouvert tel que tout sous - ensemble de l'intervalle
J de deuxieme catégorie et ayant la proprie'té de Baire coupe l'en-



26 -

semble A. Fixons un point xQ€ J n A. L'ensemble B (xQ) est ouvert*

il a donc la propriété de Boire et est de deuxiéme catégorie au point

Um f(t) € v,

pour tout x e A.

THEOREME 6. Si A C R est un ensemble de premiere catégo-
rie (de premiére catégorie et de mesure zero), U existe un fonction
ftR—>R teUe que D"(f) - A (c“(F) - A).

DEMONSTRATION. U existe une suite (peut - étre finie)

d'ensembles non - denses A”, disjoints deux a deux et tels que

A - Y An (voir O1 )
En posant
rl *
n lorsque x € AN, n- 1,2,...
f(x) - -
(0] lorsque x e R - A,

on obtient la fonction f qui satisfait & toutes les conditions exigées.

THEOREME 7. L'ensemble F~(f) est dénombrable, queUe que
soit la fonction ftR * U. -

DEMONSTRATION. Supposons, au contraire, qu'il existe une
fonction ftR >U teUe que l'ensemble F~(f) n'est pas dénombrable.
Il existe un ensemble indénombrable AC R et un ensemble ouvert
V tels quef(x) € V pourtout x e A et l'ensemble f 1(U- V)est

dense danscertainintervalle [ x,x + J*(x)} (J(x) > 0), quel
que soit le point x € A. Désignons par A l'ensemble de tous les
points x « A tels que J* (x)’\>-—g-'---. Oon a
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A - U An.
n-1
L'ensemble A étant Indénombrable, U existe un indice nQ tel que

I'ensemble An est aussi Indénombrable. Soit X, £ An un point de

o

condensation “latérale de l'ensemble A . U existe un point x« c A
1 O 1 1

n (xQ xQ + ). D'une part, I'eneeble C (U - V) est dense

dans I'intervalleno (xQ, x7~) n (xQ, xQ + S (xQ) ) et d'autre
part, f(x~) e V et 11 existe un ensemble ouvert B(x”) C (- oo, x\J

de deuxiéme catégorie au point x~ et tel que la fonction partielle
f/B(x™) vy { j- est continue au point x~. Il en résulte une contradi-

ction qui termine la démonstration.

THEOREME 8. Si A c H est un ensemble dénombrable, il existe
> .
une fonction f:R— »H telle que |'ensemble F4 (f) — A.

DEMONSTRATION. Rangeons tous les points de l'ensemble
A en une suite

(xjn, *XN L), Xj ft Xj lorsque i ~ |j
et posons, pour n - 1,2,..,
- -4 -
n
et

(*) - 1L e(*n).
Xn<x

La fonction f satisfait a toutes les conditions exigées.

REMARQUE 3. Il existe une fonction f:R—>R telle que l'ensem-
ble E-(f) est indénombrable. Telle est, par exemple, la fonction
indicatrice de l'ensemble qui se compose de tous les centres des

composantes du complémentaire de l'ensemble de Cantor a Il'Intervalle

Copal



28 -

V. En finalement, démontrons encore le théoréme suivant:

THEOREME 9, Soient (Y, et (Z, g2) des espaces métri-
ques, complets et f:Y * Z—>R une fonction. Supposons encore sur
I'espace Z que, quels que soient la sphére ouverte S(zglot) de
centre zQ et de rayon o( , le point z» de la sphére s(zQ o) et

la distance du point z~ a la frontiére de la sphére S(zq. et )joOn a

6 S(z, «() pour tout z e s (*Ot fi )e

Si toutes le sections f~(z) - f(y, z) (y £Y et z « Z) sont semi-
continues supérieurement et si toutes ses sections f*(y) - f(y, 2z)
(z C Z ety s Y) sont qualitativement semi - continues inférieurement,

la fonction f a la propriété de Baire.

DEMONSTRATION, Sans restreindre la généralité on peut su-
pposer que la fonction f soit bornée, sinon on peut considérer la
fonction arc tg f.

Etant fixé un point (yo, zq) £ Y xZ, désignons par Mk(Y0> z0)
borne supérieure de la section f sur la sphére ouverte S(zgql 1 )

de centre z et de rayon , Toutes les sections f étant k
o _~ n
semi - continues supérieuremer‘ﬁ, on a y
fly, z) - Um Mk(y. z)
K —>00
pour tout point (y, z) 6 Y * Z. Il suffit donc de démontrer que toutes

les fonctions Mk ont la propriété de Baire. Dans ce but nous démon-
trerons qu'eUes sont qualitativement semi - continues inférieure ment.
Fixons un indice kK et un point (yQ. sq) € Y xZ et un nombre a tels
que Mk(yo. ZQ) > ». Soit f - Mk~yo' zo™ “ ** Il résulte de la

definition de Mk(yo» z0) qu'il existe un point z» e s (z0> 1 )
tel que k

(6) f(yo, zt) > Mk(yo, zo) - .

La fonction f étant quaUtaivement semi - continue inférieruement au

point y , il existe un ensemble E C Y résiduel dans certain entourage
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ouvert du pointyQ et tel que pour toutpoint y e E on a

(7) fly, xx) > t(yQ xx) - :

Désignons par p la distance du point z. a la frontiere de la sphere

S(* m 1 ). Comme z. e S(z, 1 ) pour tout point
° K 1 K

z€ S(zo, p ), on a

(8) Mk(y* *) > f(y* *1i) P°eur tout P°*nt * « s (*Om#*)e
De (6), (7) et (8) il vient

Mk(y, *) > mMK({¥0>1z0) “ £ - a

pour tout point (y, z) e EX S(y P ) « A.

i
Mais l'ensemble A est résiduel dans certain entourage ouvert du

point (yQ, z0). 3® démonstration est donc achevée.

REMORQUE 4, L'hypothese du continu implique l'existence
d'une fonction f: C0,3.1 * £0,3]—mR n'ayant pas la propriété de
Baire, dont toutes les sections f\, sont qualitativement semi - continues
supérieurement et toutes les sections fy sont qualitativement semi -
continues intérieurement. Telle est, par exemple, la fonction Indicatrice
d'un ensemble A C £0/4]x Coa] dont toutes les sections AX «

{y € coa] t (y,z) 6 A}sont dénombrables et les complémentaires de
tous les ensembles A» - £ z e £0,I1J : (y, z) € A~ sont dénombrab-
les (voir [2] ).
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O POLCIAGLOSCI JAKOSCIOWEJ
STRESZCZENIE

W pierwszej czes$ci tego artykutu uogodlnia sie pewne twierdze-
nie Sierpinskiego [1] dotyczace poiciggtosci i ciggtosci jednostajnej,
w drugiej - dowodzi sie, ze kazda funkcja jakosciowo poiciggta z
goéry na przestrzeni metrycznej, zwartej przyjmuje maksimum jakosSciowe,
w trzeciej - bada sie zbiory punktow nieciggtosci specjalnego rodzaju
i w czwartej - dowodzi sie pewnego twierdzenia o wtasnosci Baire 'a

funkcji dwoéch zmiennych.



