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SUR LA  SEMI -  CONTINUITÉ QUALITATIVE

Dans la  première part de cette note je ge'néralise un théorè­

me de Sierpiński concernant la  semi -  continuité (v o ir  [  1]  ) » dans 
la deuxième -  je démontre que toute fonction qualitativement semi -  co­

ntinue supérieurement sur l 'e sp ace  métrique, compact admet le maximum 

qualitatif et dans la  troisième -  j'exam ine les  ensembles des points de 

discontinuité d 'un genre spécial. En finalement, dans la  quatrième part 

je démontre un théorème sur la  propriété de Baire des fonctions de 

deux variab les ayant ses  sections qualitativement semi -  continues 

supérieurement par rapport a l 'une variable et qualitativement semi -  

continues inferieurement par rapport à l'au tre  variables

I. Dans l'a r tic le  [1 ]  Sierpiński a démontré une généralisation 

suivante du théorème bien connu, d 'a p rès  lequel toute fonction 

continue dans un intervalle fermé et borné est uniformément continue:

THÉORÈME 1 ( Sierpiński [ 1 ] , Corollaire ) . f  : [ a.b] — >R

(R  désigne l'ensem ble des nombres ré e ls ) étant une fonction semi -  

continue supérieurement et vp ; [ a.b] — >R étant une fonction semi -  

continue intérieurement telles que

^  (x )  $ Vf/ ( x> pour tout x  e £*>3 .

il existe pour tout nombre £ >  О un nombre positif «J" tel que pour 

tous les  nombres x et x 'd e  fa ,b }  l'in éga lité

j x  -  x '  I < S 

entraîne l 'inégalité

-P(x> < \ f/ (x 'j  + £.
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Soit (X , j )  un espace métrique, compact, Une fonction f: X 

— > R est dite qualitativement seml -  continue supérieurement (intérie­

urement) au point x Q £ X  lo rsq u 'il existe un ensemble A ( x o ) conte­

nant x q, résiduel dans certain entourage ouvert du point x  et tel que 

la  fonction partielle f/Y (x Q) est semi -  continue supérieurement
(inférieurement) au point x Q.

THÊOREME 2, Si une fonction ^  îX  > R est qualitativement

semi -  continue supérieurement en tout point et une fonction ^  :X 
— >R est qualitativement semi — continue inférieure ment en tout point 
et si

- f ( * )  i  ^  pour tout x e X,

il existe pour tout nombre g > О un nombre J  > О tel que pour 

tous les  éléments x  et x ' l 'inégalité

j ( x ^ c ' )  < J

entraîne l'in éga lité

^ ) (x )  <  y ( x ' )  + € .

DÉMONSTRATION. Démontrons d 'ab ord  q u 'il existe une

fonction ftX ► R semi -  continue supérieurement et une fonction

gtX----^ R semi -  continue Intérieurement telles que

(x )  $ f ( x )  $ g (x )  <  ^ (з с ) pour tout x  e  X.

En effet, les fonctions -f et tp ayant la propriété de Boire , il existe 

deux ensembles résiduels A, В du type G j  et tels que les fonctions 

partielles /A  et «f*/B sont continues. Posons

С »  A  n B.

L 'ensem ble С est résiduel et du type G j  . P ixons un point x £ С 
et posons

f  1( x o ) “  Urn inf f  ( x )
X—> X
x  e  С °

et
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-P (x  ) -  Urn sup - p ( x )

x  e Cw

Puisque Vf (x )  £ - f (x )  pour tout x  с X et le s  fonctions vf et . f  
sont qualitativement semi -  continues inférieure ment et supérieurement
respectivement, on a donc

t ( * 0) > y.(x0) > «fs (x0)

Posons
r”

t (x )  -

et

_ p (x ) lorsque x e С

-p _ (x ) lorsque x  ф С

Vf (x )  lorsque x € С

S (x )  -

Vp'j(x) lorsque x  4 c

On vo it facilement que la  fonction f est semi -  continue supérieure­

ment, la  fonction g  est semi -  continue intérieurement et que

- f  ( x )  < f ( x )  <  g (x )  <  Vf ( x )  pour tout X e  X.

Fixons un nombre g > О et posons

h (x )  -  g ( x )  + £ pour tout x  6 X.

La fonction h est semi -  continue intérieurement et on a

(1 )  f ( x )  < h (x )  pour tout x 6 X.

S ' i l  n 'exista it pas un nombre S  satisfaisant aux conditions de notre

théorème, il existerait pour tout n naturel des éléments x et x '  den n
l'e s p a c e  X  tels que

(2 )  *  ( x ; ,  x n ) <  -----
n

et

(3 )  f ( x n ) £ h ( x ń) "

L 'e s p a c e  X étant compact, il existe une sous -  suite infinie (x  )
к

, n -  1,2, 

1
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convergente vers un point x0 *  X.
D 'ap r* i (2 ) on a

(4 ) Uni x -  Um x '  -  x .
k - * * o  " к  к - * - »  " k  0

Or, soit *7 un nombre positif donné quelconque. La fonction f ôtant
semi -  continue supérieurement au point xq et la fonction g “ inférieu»
rement, U résulte d* ( 4 ) que f (x Q) ♦ r) > , (xrL ) et ) >

к
h(x0) -  •? pour * > no,
ce qui donne, d 'après (3 ):

1
t ( x Q)  + *? > ' K i J  *  h (X « k ) "  “ %  >  h(X<>) “  ^

-  . pour *  > no.

donc, en Umlte pour к—» <« t

(5 )  * ( * 0 ) + t) ^  f»(x0 ) - 9 .

Le nombre positif У) étant arbitraire, l'inégalité (5 ) prouve que 
f (x Q) £ h(x# ), contrairement à ( l ) ,
U existe donc un nombre J > О tel que l'inégalité

S (x, x ' )  < «r
entraîne l 'inégalité

f(x ) < h ( x ' )  -  J  -  g ( x ' )  + g -  J  < g ( x ' )  + g ,
ce qui termine la démonstration.

REMORQUE 1. Pour obtenir le théorème sur la continuité 
uniforme d'une fonction continue dans X, U suffit de prendre dans le 
théorème 2 pour Ÿ  une fonction continue et de poser ^  (x ) - -f>(x).

H. Dons cette part Je démontre que toute fonction fcX----- > R
qualitativement semi -  continue supérieurement admet le maximum 
qualitatif en certain point xQ e X.
On dit qu'une fonction fîX— ► R admet le maximum qualitatif au point 
xo lors4u ̂  existe un ensemble A contenant xq1 résiduel en certain 
entourage ouvert du point xq et tel que
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f (x )  $ *(x0) pour tout point x e A.

THÉORÈME 3. Toute fonction ftX—*■ R qualitativement semi -  
continue supérieurement admet le maximum qualitatif en certain point
x o € X.

DÉMONSTRATION, ba fonction f ayant la propriété de Balre, il existe 
un ensemble A résiduel dans X, du type Gj. et tel que la fonction 
partielle f/A est continue. Posons

^f^x) lorsque x e A

S(x) -

11m sup f (t) lorsque x 4 A
L t —>x 

t e A

La fonction g est semi -  continue supérieurement et g (x )  $ f (x)  
pour tout x e X. U existe donc un point x0 с X tel que

s ( x ) $ в (х0) Pour teut x € X.

Mais f(acQ) i  в (х0) et f ( x ) “ в (х ) pour tout x e A, la fonction 
f admet donc le maximum qualitatif au point x0.

REMARQUE 2. Il existe une fonction ft [O . l ] — *R qualita­
tivement semi — continue supérieurement n 'admettant pas le maximum 
absolu. En effet, telle est, par exemple, la fonction

Гх lorsque x est un nombre rationnel de l'interval-
, 4 »• с ° д )

f (x )  -  -

О lorsque x est un nombre irrationnel de l 'intervai­
l le  [0 ,1 ] ou bien x •  1.

Ш. Soit f:R —» R une fonction. On sait que les ensembles 
■[ x € R: liro f(t) existe et est jf * (X)J • 

t—* x”
Xx e R: llro f(t) existe et est /  f (x )  j  , 

t —» x +
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I  x  6 Rt f  est continue à gauche au point x et n 'e s t  pas conti­

nue à  droite au point x  }
et

{ x  e R: f  est continue à droite au point x et n 'e s t  pas continue
à gauche au point x }

sont dénombrables. ( [ 4 ]  )

Solent (U , T)  un espace topologique de Hausdorfl à base d in­

nombrable et fcR V U une fonction. Posons

C“ ( f )  -  { x e R: il existe un ensemble ouvert V С ( -  oo , x~]
ayant la  densité supérieure positive au point x et

tel qu 'il existe la  limite lim f ( t )  et
t—
t e  V

que lim f ( t )  4 f ( x )  j  
t—*x 
t «  V

D“ ( f )  -  { x  f  Ri il existe un ensemble ouvert V  С ( -  o o  ,  xQ

de deuxième catégorie au point x  et tel q u 'il existe

la  limite Um f ( t )  4 f ( x ) }  ;
t —
t e  V

E “ ( f )  -  { x  e R; U existe un ensemble ouvert V с ( -  ад , x ]

ayant la  densité supérieure positive au point x et

tel que la  fonction partieUe f/V <j { x^est continue 

au point x et la  fonction f  n 'e s t  pas continue à 
droite au point x }

et

P - ( f )  -  { x  € R: il existe un ensemble ouvert V с ( -  o o  , x ]

de deuxième catégorie au point x  et tel que la 

foncUon partieUe f/V w {x }e s t  continue au point 

x  et quel que soit l 'ensem ble ouvert Z t [ « , o o )  

de deuxième catégorie au point x  , 
la fonction partieUe f/Z \j ^ x jn  'e s t  pas 

continue à  droite au point x j

On vo lt facilement que C ~ (f) С D ""(f).
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THÉORÈME 4. L 'ensem ble C ~ (f) est de mesure zéro, quelle 
que soit la  fonction ftR— > U.

DÉMONSTRATION. Supposons, au contraire, q u 'il existe une 
fonction f:R — *U telle que l'ensem ble C ~ (f) n 'e s t  pas de mesure zéro.

Il existe donc un ensemble A  с  С ( f )  de mesure extérieure positive 

et un ensemble ouvert V de l 'e sp ace  U tels que, quel que soit x e A , 

il existe un ensemble ouvert G (x )  С U contenant f ( x )  et un ensemble 

ouvert B (x )  c  ( -  oo , x 3  ayant sa  densité supérieure au point x

positive tels que lim f ( t )  € V et V л  G (x )  -  ф.
t - »x  

t e B (x )

Soit x Q € A^un point de densité extérieure de l'ensem ble A. L 'e n s e ­

mble A  С f (U  - ,V )  et la  densité extérieure de l'ensem ble A  au

point x Q est éga le à 1, en contradiction avec  le  fait que la  densité
supérieure de l'ensem ble B (x o ) au point x q est positive et

lim f ( t )  6 V
t - »x

“ B (x o ) 

et la  démonstration est achevée.

THÉORÈME 5. L 'ensem ble D ~ (f) est de première catégorie, 

quelle que soit la  fonction f:R —> U.

DÉMONSTRATION. Supposons, au contraire, q u 'il existe une 

fonction ftR — ► U telle que l 'ensemble D ( f )  soit de deuxième 

catégorie. Il existe donc un ensemble A  С D ( f )  de deuxième catégo­

rie et un ensemble ouvert V de l 'e sp ace  U tels que, quel que soit 

x  <£ A, on a f ( x )  # V et il existe un ensemble ouvert B (x )  С ( - ^ Л ^
de deuxième catégorie au point x et tel que

Um f (t )  6 V.

t -*x
t «  B (x )

Soit J un intervaUe ouvert tel que tout sous -  ensemble de l'in terva lle  
J de deuxième catégorie et ayant la  proprie'té de В aire coupe l 'e n -
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semble A . Fixons un point x Q € J л  A . L 'ensem ble B (x Q) est ouvert* 

il a  donc la  propriété de Boire et est de deuxième catégorie au point

Um f ( t )  € y,

pour tout x  e A.

THEOREME 6. S i A  С R est un ensemble de première catégo­

rie (d e  première catégorie et de mesure z e r o ),  U existe un fonction 

ftR— >R teUe que D " ( f )  -  A  (c“(f) -  A ) .

DEMONSTRATION. U existe une suite (peut -  être fin ie) 

d 'ensem bles non -  denses A^, disjoints deux à  deux et tels que

A  -  У  A n (v o ir  O l  )

En posant

*
lorsque x € A ^ , n -  1,2,...

lorsque x  e R -  A,

qui satisfait à toutes les  conditions ex igées .

THÉORÈME 7. L 'ensem ble F ~ (f )  est dénombrable, queUe que 

soit la  fonction ftR  *  U. -

DÉMONSTRATION. Supposons, au contraire, q u 'il ex iste une

fonction ftR  >U  teUe que l'ensem ble F ~ (f) n 'e s t  pas dénombrable.

Il ex iste un ensemble indénombrable A C  R et un ensemble ouvert

V tels que f ( x )  € V pour tout x e A  et l'ensem ble f  1 (U  -  V ) est

dense dans certain Intervalle [  x,x + J * (x ) }  (  J ( x )  >  O ), quel
que soit le point x € A . Désignons par A  l'ensem ble de tous les

dLpoints x «  A  tels que J* (x )^ > -------. On a
n

r  1

n

f ( x )  -  •
o

on obtient la  fonction f
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A  -  U  A n.
n-1

L 'ensem ble A  étant Indénombrable, U existe un indice nQ tel que

l'ensem ble A  est aussi Indénombrable. Soit x £ A  un point de n o no
condensation ^ la téra le  de l 'ensem ble A . U existe un point x « с A

1 Ö 1 1  on ( x Q, x Q + _____ ) .  D 'une part, l 'e n e e b le  C  (U  -  V ) est dense

dans l 'in terva lleno ( x Q, x ^ ) л  (x Q, x Q + S  (x Q) ) et d 'au tre

part, f (x ^ )  e  V et 11 existe un ensemble ouvert B (x ^ ) С ( -  oo, x^J 

de deuxième catégorie au point x^ et tel que la  fonction partielle 

f/B (x^ ) yj {  j- est continue au point x^. Il en résulte une contradi­

ction qui termine la  démonstration.

THÉORÈME 8. Si A  с  H est un ensemble dénombrable, il  existe 
> .  

une fonction f:R— ► H telle que l 'ensem ble F4 ( f )  — A.

DEMONSTRATION. Rangeons tous le s  points de l'ensem ble 
A  en une suite

(xj^, *,x^,... ) , Xj ft Xj lorsque i ^ j

et posons, pour n -  1,2,...,

-  - 4 -
П

et

* ( * )  -  Л  e ( * n ) .
x n < x

La fonction f satisfait à  toutes le s  conditions ex igées .

REMARQUE 3. Il ex iste une fonction f:R — >R telle que l'en sem ­
ble E - ( f )  est indénombrable. Te lle  est, par exemple, la  fonction 

indicatrice de l'ensem ble qui se compose de tous les  centres des 

composantes du complémentaire de l'ensem ble de Cantor à  l'In terva lle

С о д ]  .



-  28  -

îV. En finalement, démontrons encore le  théorème suivant:

THÉORÈME 9, Soient (Y , et (Z ,  g 2 ) des espaces  métri­

ques, complets et f:Y  * Z — > R une fonction. Supposons encore sur 

l 'e s p a c e  Z que, quels que soient la  sphère ouverte S ( z q1 ot ) de 
centre z Q et de rayon o( , le point z^ de la  sphère s ( z Q, o( )  et 

la  distance du point z^ a  la  frontière de la  sphère S ( z q , et ) j on a

6 S (z ,  « ( )  pour tout z  e  s ( * 0t fi )•

Si toutes le  sections f^ ( z )  -  f (y ,  z )  ( y  £ Y  et z  «  Z )  sont semi-

continues supérieurement et s i toutes se s  sections f * ( y )  -  f (y ,  z )
( z  С Z et y  s  Y )  sont qualitativement semi -  continues inférieure ment, 

la  fonction f a  la  propriété de В aire.

DÉM ONSTRATION, Sans restreindre la  généralité on peut su­

pposer que la  fonction f  soit bornée, sinon on peut considérer la  

fonction arc tg f.

Étant fixé un point ( y o, z q ) £ Y  x Z, désignons par Мк (У0> z 0 ) 

borne supérieure de la  section f sur la  sphère ouverte S (z q1 1 )

de centre z  et de rayon , Toutes le s  sections f  étant k
°  ~k" ysemi -  continues supérieurement, on a

f (y ,  z )  -  Um Mk (y . z )

к —>oo

pour tout point (y , z )  6 Y  * Z. Il suffit donc de démontrer que toutes 

le s  fonctions Mk ont la  propriété de Baire. Dans ce but nous démon­

trerons qu 'eU es sont qualitativement semi -  continues inférieure ment. 

F ixons un indice к et un point ( y Q. s q ) € Y  x Z et un nombre a tels 

que Mk (y o. ZQ) > » .  Soit f  -  Mk^y o’ z o^ “  ** П résulte de la  
definition de Mk (y o» z 0 ) q u 'i l  existe un point z^ e s ( z 0> 1 )
tel que k

(6 )  f ( y o, z t ) >  Mk (y o , z o ) -  •
z-

La  fonction f étant quaUtaivement semi -  continue inférieruement au 

point y  , il existe un ensemble E С Y  résiduel dans certain entourage
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ouvert du point y Q et tel que pour tout point y  e  E on a

(7 )  f (y ,  xx ) >  t ( y Q, xx )  -  _____ .

Désignons par p la distance du point z .  à  la  frontière de la  sphere
1 1 S ( *  ■ ) .  Comme z .  e  S (z ,  ) pour tout point

°  к 1 к
z €  S ( z o, p  ) ,  on a

(8 )  M k ( y * * )  > f (y* * i )  P °ur tout P°*nt *  «  s ( * 0■#*)•

De (6 ) ,  (7 )  et (8 )  il vient

Mk (y , * )  > м к (У 0> z 0 ) “  £ -  a

pour tout point (y , z )  e  E X  S ( y  , P  ) «  A .
* °

Mais l'ensem ble A  est résiduel dans certain entourage ouvert du 

point (y Q, z0 ). 3® démonstration est donc achevée.

REMORQUE 4, L 'hypothèse du continu implique l 'e x is ten ce  

d 'u n e fonction f: С0,3.1 *  £ о ,з ]—*■ R n 'ayan t pas la  propriété de

Baire, dont toutes les  sections f ,̂ sont qualitativement semi -  continues 

supérieurement et toutes le s  sections fy  sont qualitativement semi -  

continues intérieurement. Te lle  est, par exemple, la  fonction Indicatrice 

d 'u n  ensemble A  С £ О Д ]х  С о д ] dont toutes les  sections A X «

{ y  € СОД] t (y ,z )  6 A }  sont dénombrable s  et le s  complémentaires de 
tous les  ensembles A ^  -  £ z  e £o,lJ : (y , z )  € A^ sont dénombrab-
les  (v o ir  [ 2 ]  ) .

\
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O P ÓŁC IĄG ŁOŚ CI JAKOŚCIOWEJ

S T R E SZC ZE N IE

W pierwszej c zęśc i tego artykułu uogólnia s ię  pewne twierdze­
nie S ierpińskiego [ 1 ]  dotyczące półciągłości i c iągłości jednostajnej, 

w drugiej -  dowodzi się, że  każda funkcja jakościowo półciągła z 

gó ry  na przestrzeni metrycznej, zwartej przyjmuje maksimum jakościowe, 

w trzec ie j -  bada się zb iory punktów n ieciągłości specjalnego rodzaju 

i w  czwartej -  dowodzi się pewnego twierdzenia o w łasności Вaire 'a  

funkcji dwóch zmiennych.
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