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SUR  LA  CONTINUITÉ APPROXIMATIVE PAIBLE

L 'ensem ble E  de toutes le s  fonctionnelles Un faires de la  forme
О

( X )  *  ж est un ensemble fondamental de foncttonneUes ünéairesn n
dans lg  ( comparer C l ] )  , с 'e s t  -  à  -  dire, eUe sa tis fait à  la  condi
tion suivante:

pour tout (  > 0  « t  x c X ,  il existe une combinaison Unéaire

3  *  a l  3  1 ł  “  + e n3 n d'élém ents | n de l'ensem ble

[ 7 ]  lo rsq u 'il est vide ou bien tout son point est un point de densité 

de l'ensem ble  A  ( i l  est une somme d 'ensem bles d-ouverte et à  la  

fois du type ^  et G j -  ) С il est d—ouvert et m [ A l  -  m(Int A|, ou Int fl 

désigne l'intérieur de l'ensem ble A  et m désigne la  mesure de 

Lebesgue dans l 'e sp ace  R des nombres rée ls 3 •
La famille des ensem bles r-ouverts ( a.e.-ouverts ) est une topologie 

qui détermine la  famille des fonctions r-contlnues ( a.e.-continues )
(vo ir [ 7]  ) . Une fonction f: [ 0 ,1 ]— ► i^ est dite faiblement approxima
tivement continue ( faiblement r-contlnue ) С faiblement a.e.-continue ]

{ d e  c la sse  faible aide Ba ire }  { {a v e c  la  propriété faible de B a lr e j }  
{({faiblement m esurable]}} par rapport a  E q lorsque, quelle que soit 

la  fonctionneUe ? i  E  , la  fonction réelle ? o f  est approximativement 

continue (  r-contlnue ) Сa.e.~continueJ {d e  c lasse  c( d e  B a lre j { { a  la  

Propriété de BaireJ] {{(e s t  m e su rab l^ } . Une fonction f: [ 0 , l ] — > 1£
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•a t dite q u ad  -  continue au point t lo rsque, qu el que so it l 'en tou ra g e

ouvert U du point f  ( t )  e t l 'en to u ra g e  ou vert V du point t, on a 

In f f’ ^ u M  +  O (v o ir  5 ) .

I l résu lte du théorème 2 du trava il C l ]  que toute fonction 

f: £ 0 ,1 ]  —■> 1^ faiblem ent approximativem ent continue es t de deuxièm e 

c la s s e  de B a lre. Rem arquons qu 'e l le  ne dott pas être  de prem ière 

c la s s e  de Ba lre.

TH É O R È M E  1. Il ex is te  une fonction fî C O , l ]  > 1  ̂ faiblement a .e .-

continue qui n 'e s t  pas de prem ière c la s s e  de В a ire.

D É M O N STR A TIO N . Soien t С с  Co,l] l 'en sem b le  de Cantor et ( {d  ,
_ V OO П

P n ) ) une de toutes le s  com posantes du complémentaire

f O . l ]  -  C. Il ex is te  pour tout point d n (n -  1.2,... ) une suite n 

d 'in te rv a lle s  ferm es J. ( k -1 ,2,... ) contenus dans £ ° Д ]  -  С -  I/
J - l

J. . d isjo in ts deux à  deux et te ls  que la  densité  de l'en sem b le  
: - l  J
П  J, au point d  e s t  é g a le  à  1 e t la  fermeture C l ( Q  j ,  )

k -1  kn n k -1  kn
«o  t  oo .

de la  somme (J  Jkn es t éga le  [ J  Jkn y  4oln J •
k -1  k -1

Il ex is te  égalem ent pour tout in terva lle  Jkn (k ,n - l,2 ,...  ) un in terva lle

te r ra i Ik contenu dans l 'In térieu r Int Jkn te l que la  densité  de la

somme M  I au point d  e s t  en co re  éga le  à  1, quel que so it 
k -1  Kn n

Пя1|2,е»е • P o son s

*  (  l y O y O y e e e O y . e e  )  y

© 2  "  (  0 , 1 , O , * . .  )  y

© ß  m I  0 , 0 , 1 , 0 , e e e y 0 , e e « )  y

к

et
- ®o
e n lo rsqu e t e  ^kn u  ri у n*l,2y«»«

O lorsque t  e £0,1] -  Ö С U J j  и  ? 1
n -1  k -1  kn w ^ n J  J

lin éa ire  dans toute com posante de l 'en sem b le  J k n  -  Ikn,

k,n — 1,2,... 
4.
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On Cl, pour tout n -1,2,

A  ^ r s q u e  1 e  Ц  ! kn a  {<* n ]
k -1  ^ v

O lo rsqu e t € [O . l ]  -  U Jkn "  ^  n ^
k -1  kn

3 n. f ( t » - <

^linéaire dans toute com posante J^n -  1^п, к -  1,2,...

On vo it  facilem ent que la  fonction 3 no f es t continue en tout point t é 

c(n et approximativem ent continue au point d , c e  qui termine la  dém o

nstration.

Démontrons en co re  que toute fonction f: [ O . l ] — ► 12 faiblement 

r-continue par rapport à  E q e s t ponctuellement discontinue. D ans ce  

but dém ontrons d 'a b o rd  le  théorème suivant:

TH ÉO R ÈM E 2. Tou te  fonction f: С O . l ] -----> 1„ faiblement r-eor>-*2
tinue par rapport à  E q e s t la  limite d 'u n e  suite de fonctions 

r-continues.

D É M O N STR A TIO N . S i la  fonction  f: С 0 , 1 } ----»  12 es t faiblement

r-continue par rapport a  E q , toutes le s  fonctions

• f l “ ) - ( 3 i ° < “ >
-P 2 ‘ t » -  ( o ,  J 2o f ( t >  , 0 , 0 , . . . )  ,

sont г-continues et par conséquent toutes le s  fonctions

fn ( t )  “ t f i “ 1
sont le s  mêmes.

Comme, de plus,

f i t )  -  iim fn ( t ) pour tout t € [0 ,1 ]  ,

n —»  OO

notre théorèm e es t donc démontré.

De la  même façon  on obtient en co re  le s  su ivants:
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THÉORÈME 3. Si 1« fonction f: f O , l ] — »  1  ̂ mat faiblement a.e<-
continue par rapport à  E^, elle eat la  limite d 'u n e  suite de fonctions 

s.e.-continue s.

/ %
THEOREME 4. Si la  fonction f: С O . l ]— *12 a  la  propriété

faible de Balre par rapport à  E q, elle a  la  p ro p r iM  de В aire, comme 

la  limite d 'u n e  suite de fonctions ayant la  propriété de В aire.

TH ÉO RÈM E 5. S I le s  fonctions fn« C O . l ]— >12 ( n-1,2,... ) sont 

quasi — continues e t s i lim fR (t^ -  f i t )  pour tout point t £ [O . l ]  ,

n —» OO
la  fonction f est ponctuellement discontinue.

#
DEM ONSTRATION. Supposons, au contraire, que la  fonction f

ne soit pas ponctuellement discontinue. Il existe donc un ensemble

A  с [0 .1 ] de deuxième catégorie et une sphère fermée S M l 2 tels que
f(t )e ln t S  ( l'intérieur de la  sphère S )  pour tout te  A  et quel que
soit l 'Intervalle ouvert J coupant A , il existe un point t e J tel que
f i t )  i  S. M ais

lim fn it )  -  f i t )  pour tout te  A , il existe donc 
п-»<ю

pour tout point te  A  un Indice naturel n i t )  tel que fn4t>e Int S pour 

tout n ^ , n ( t ) .  L 'en sem b le  A  étant de deuxièm e ca tégo rie  et l'en sem b le  

d es  nom bres naturels étant dénom brable, 11 existe un ind ice naturel nO
tel que l 'en sem b le

В -  | t e A ;  n ( t) -  nQ^

est de deuxième catégorie. U existe un Intervalle ouvert J С [O . l ]

dans lequel l 'ensem ble В est dense. Solent to < J un point tel que
f (t0) ф S  et n un indice naturel plus grand que nQ tel que fn ( tQ )
é  S . On a  f  ( t ) e  Int S  pour tout 16 В e t f  ( t  ) é. S , en contradiction  ' n n O I
a v e c  la  quasi -> continuité de la  fonction  f e t la  dém onstration es tn
a ch evée .

TH E ORÈM E 6. S I la  fonction  fs [  O . l ] —> 12 es t faiblem ent r  -  

continue par rapport a  E ^ , e lle  e s t  ponctuellem ent d iscontinue.

D E M O N STR A TIO N . Tou te fonction  r-continue étant quasi -  

continue ( v o ir  [  7 ]  )  e t la  limite d 'u n e  suite de fonctions quasi -
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con tin u e« étant ponctuellement d iscontinue (T h . 5 ] , notre théorème

e * t  donc démontré.

TH ÉO RÈM E 7. Il ex is te  une fonction f: C o , l ] —»12 faiblement 

approximativement continue peu* rapport à  E o , qui n 'e s t  continue en 
aucun point X e  [Ô .î] .

D E M O N STR A TIO N . R an geon s tous le s  nom bres rationnels de 

l 'in te rv a lle  С °Д 1  * n une suite

W2>—>wnt— » Wj ^ w. lo rsqu e i é  j •

Il ex is te  pour tout (n -1 ,2 ,...) un ensem ble fermé, non — dense A n 

contenu dans l 'en sem b le  I -  r\£j A^ , ou I d és ign e l'en sem b le

des nom bres Irrationnels de l 'in terva lle  j^O,lJ et tel que sa  densité

au point e s t  éga le  à  1.

Soit В C A  f n -  1,2,... 1 un ensem ble du type E  contenant w _ n n • n
et tel que chaque son  point es t un point de den s ité  de l 'en sem b le  

B n. D 'a p r è s  le  lemme 11 du trava il [  9 ]  i l  ex is te  un fonction  appro

ximativement continue f n: С 0 ,1 ] ---- > R telle que ?n (D  “  O lorsque

4 Ф В et O <  f  (t> 5  1 lorsqu e t € В . P o so n sn n _  n
f  ( t )

fn |t) -  n pour t €  ÇO.l3 .

f
La  fonction f^  e s t  égalem ent approximativem ent continue.

Soit

f
f  ( t )  e  lo rsqu e t €  В , n -  1 ,2^„

f ( t )
oc?

O lo rsqu e t €  C O .ll -  \J Bn
n-1

Pu isque X o f ( t )  -  t ( t )  pour toute fonctionnelle ł  n e  E 0, la fonction f
W  П П ^  %

es t donc faiblem ent approximativem ent continue par rapport a  E q .

D 'a u tre  part, ||f ( t )  Il -  1 pour tout nombre rationnel t e t Ц f  (tty|

-  O pour tout nombre t appartenant à  l'en sem b le  С °Д З  “  G  Bn
n-1

étant d en se, la  fonction  f  n 'e s t  non plus continue en aucun point

4 € СОДЗ . C e la  term ine la  démonstration.
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TH ÉO R ÈM E 8. Une fonction ft С0 !1! ]—*  2̂ e s t de deux*®me 
c la s s e  de Baire si e t seulem ent s ' i l  ex is te  une suite de fonctions 

fn : С о д З — »  12 ( n -  1,2,... ) faiblem ent approximativem ent continues

par rapport à  E 0 et con vergen te  v e r s  la  fonction  f.

D É M O N STR ATIO N . S ' i l  ex is te  un suite de fonctions fn
faiblement approximativement continues par rapport à  E q , la  fonction 

f  es t de deuxième c la s s e  de Baire, d 'a p r è s  le  théorèm e 3 de l 'a rtic le  

f  13  , puisque toute fonction faiblement approximativement continue 

es t de c la s s e  fa ib le 1 par rapport à  E q .

D 'a u tre  part, toute fonction ft [  О Д ']— > 1̂  de deuxièm e c la s s e  de 

Ba ire es t la  limite d 'u n e  suite de fonctions fns CO,l3— >12 approxima

tivement continues (v o ir  [ j 1,] ) et toute fonction approximativem ent conti

nue es t aussi faiblement approximativem ent continue par rapport E q , 

notre démonstration es t donc fin ie.
En finalement, notons en core  les  su ivants:

TH EO REM E 9. Toute fonction fs [  ОДЗ *  С0 .1!  — > l 2 ( fs C °t i]

*  C o .ll  *  Co.i l — *  12 ) faiblement approximativem ent continue par rapp

ort à  E o relativem ent à  chaque va riab le  séparém ent e s t  de troisièm e 

( de quatrième ) c la s s e  de Balre.

D É M O N STR ATIO N . Étant fix é  la  fonctionnelle "? E , la  fon- 
4  ̂ O

ction "? o f es t de deuxièm e ( de troisièm e ) c la s s e  de B a ire ( v o ir  »é n
[23 et respectivem en t С з З )  et par conséquent, d 'a p r è s  le  théoreme

3 du travail С l ]  . l a  fonction f  es t de troisièm e (d e  quatrième ) 

c la s s e  de Baire.

TH ÉO RÈM E 10. Si la  fonction f: ( О Д ]  X  Со,i l  —> 12 est

faiblem ent approximativement continue par rapport à  E q relativem ent 

à  l 'u n e  va riab le  et de prem ière c la s s e  fa ib le de B a ire relativem ent
4 4
a  1 autre, e lle  est de troisièm e c la s s e  de Baire.

D E M O N STR A TIO N . Étant fix e  Д e  E , la  fonction ?  o fO n o -Jn
est de deuxièm e c la s s e  ds B a ire ( v o ir  (  6 3 ) et par conséquent la  

fonction f  e s t  de troisièm e c la s s e  de B a ire.
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TH ÉO R EM E 11, S i la  fonction f: L 0*1! ]  x  tl0*1! ]  — *  l 2 eSt
faiblement a.e.-continue (fa ib lem en t r-con tinu e) par rapport à  E q 

relativem ent à  l 'une va ria b le  et e s t  m esurable ( a  la  propriété de 

Baire ) relativem ent a  l 'au tre, e lle  es t m esurable (a  la  propriété de 

Baire ) .

D É M O N STR A T IO N . L a  fonction  es t m esurable ( a  la  p ro 

priété de B a ire ) , quelle que soit la  fonctionnelle с  E q (v o ir

e lle  es t donc m esurable ( a  la  propriété de Baire ) ( v o i r  f l }  , th.

5 et respectivem ent le  théorèm e 4 de cet a rtic le  ) .

PRO B LEM E. Une fonction f: [ O . l ] — ► 1  ̂ faiblement approxima

tivement continue par rapport à  E q es t -  e lle  connexe; с  'e s t  -  à -  

dire, f ( I )  est -  il un ensem ble conn exe pour tout in terva lle  I С С О Д ] }
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O SŁABEJ C IĄG ŁO ŚC I A P R O K S Y M A T YW NEJ

S tre s zc ze n ie

W tym artykule bada s ię  k la sę  funkcji f: [ 0 , 1 ]— > 12 s łabo  

aproksym atywnie c ią g łych  ( s łabo r-c ią g łych  )  [ s łabo a .e .-c iąg łych  ]  
(definicje patrz  [ 1 ] i [ 7 ] )  .


