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SUR LA CONTINUITE APPROXIMATIVE PAIBLE

L ‘ensemble EO de toutes les fonctionnelles Unfaires de la forme
n (X) * * est un ensemble fondamental de foncttonneUes Unéaires
dans Ig (comparer Cl]) , c'est - a - dire, eUe satisfait a la condi-
tion suivante:
pour tout ( >0 «t xcX, il existe une combinaison Unéaire

3 *al 314+ “ + en3 n déléments | n de lI'ensemble

[7] lorsqu'il est vide ou bien tout son point est un point de densité
de lI'ensemble A (il est une somme d'ensembles d-ouverte et a la
fois du type ~ et Gj-) C il est dweuvert et m[Al - m(lnt A], ou Intfl
désigne l'intérieur de l'ensemble A et m désigne la mesure de
Lebesgue dans |'espace R des nombres réels 3«
La famille des ensembles r-ouverts (a.e.-ouverts ) est une topologie
qui détermine la famille des fonctions r-contlnues (a.e.-continues)
(voir [7] ) . Une fonction f: [O,1]— »i™ est dite faiblement approxima-
tivement continue ( faiblement r-contlnue ) C faiblement a.e.-continue]
{de classe faible aide Baire} {{avec la propriété faible de Balrej}
{{faiblement mesurable]}} par rapport a Eq lorsque, quelle que soit
la fonctionneUe ? i E , la fonction réelle ? of est approximativement
continue ( r-contlnue ) Ca.e.~continued {de classe de Balrej {{a la

Propriété de Baired] {{(est mesurabl”} . Une fonction f: [0 ,I]— >2



12

eat dite quad - continue au point t lorsque, quel que soit lI'entourage
ouvert U du point f(t) et lI'entourage ouvert V du point t, on a
Inf f~u M + O (voir 5 ).

Il résulte du théoreme 2 du travail CI] que toute fonction
f: £0,1] —= 1~ faiblement approximativement continue est de deuxiéme
classe de Balre. Remarquons qu'elle ne dott pas étre de premiere

classe de Balre.

THEOREME 1. Il existe une fonction fi CO,lI] > 1* faiblement a.e.-

continue qui n'est pas de premiere classe de Baire.

DEMOVN%TRATION. Soient C ¢ Co,l] I'ensemble de Cantor et ({d -
)

Pn) une de toutes les composantes du complémentaire
fo.lI] - C. 1l existe pour tout point dn(n - 1.2,...) wune suite n
d'intervalles fermes J. (k-1,2,... ) contenus dans £°A] - C - I/

J-1
J. . disjoints deux a deux et tels que la densité de l'ensemble
k-1 J

n J, au point d est égale a 1 et la fermeture ClI ( Q j, )

k-1 kn n k-1 kn

«0 t 00 .
de la somme (J Jkn est égale [J Jkn y 40InJd -

k-1 k-1
Il existe également pour tout intervalle Jkn (k,n-1,2,...) un intervalle
terrai Ik contenu dans I'Intérieur Int Jkn tel que la densité de la
somme M au point d est encore égale a 1, quel que soit

k-1 Kn n

Malj2,ere » Posons
(lyOyOyeeeOy.ee ) y
® 2 " (o .1 ., O,*.. ) vy

s Mlo o .1 .0cceyo,ece)y

et
- ®o

en lorsque t e ~kn u 'l y n*l,2yo«

O lorsque t e £0,1] - O CU , in 21
n-1 k-1 kn w~ArnJ J

linéaire dans toute composante de |'ensemble Jkn - Ikn,

k,n —1,2,...
4.
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On Q, pour tout n-1,2,

A ~rsque le U !'kn a {<*n]
v

k-1
3n.f(t»-< O lorsque t € [0 .1] - U xn " "™n"
k-1 kn
Ninéaire dans toute composante J™n - 1™, K - 1,2,...

On voit facilement que la fonction 3nof est continue en tout point t é
c(n et approximativement continue au point d , ce qui termine la démo-

nstration.

Démontrons encore que toute fonction f: [O .1]— » 12 faiblement
r-continue par rapport a Eq est ponctuellement discontinue. Dans ce

but démontrons d'abord le théoreme suivant:

THEOREME 2. Toute fonction f: CO .1]--—-- > ], faiblement r-eor>-
tinue par rapport a Eq est la limite d'une suite de fonctions

r-continues.

DEMONSTRATION. Si la fonction f: C0,1}-—» 12 est faiblement
r-continue par rapport a Eq, toutes les fonctions

FlU) - (3i°<t >

P2t» - ( o, J 20f(t> , 0,0,...)

sont r-continues et par conséquent toutes les fonctions

fn(t) “ t fi“ 1

sont les mémes.

Comme, de plus,

fit) - iim fn(t) pour tout t € [0,1] |,
n— OO
notre théoreme est donc démontré.

De la méme facon on obtient encore les suivants:
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THEOREME 3. Si 1« fonction f: fO ,1]— » 1* mat faiblement a.e<-
continue par rapport a E”, elle eat la limite d'une suite de fonctions
s.e.-continues.

/ %
THEOREME 4. Si la fonction f: CO.l]— *12 a la propriété

faible de Balre par rapport a Eq, elle a la propriM de Baire, comme

la limite d'une suite de fonctions ayant la propriété de Baire.

THEOREME 5. Sl les fonctions fn« CO.l1]—>12 ( n-1,2,...) sont
quasi — continues et si lim fR(t™ - fit) pour tout point t £ [O.l] ,
n— QO
la fonction f est ponctuellement discontinue.

#
DEMONSTRATION. Supposons, au contraire, que la fonction f

ne soit pas ponctuellement discontinue. Il existe donc un ensemble

A c [0.1] de deuxiéme catégorie et une sphére fermée SM | 2 tels que
f(t)elnt S ( l'intérieur de la sphére S) pour tout te A et quel que
soit I'Intervalle ouvert J coupant A, il existe un point t e J tel que
fit) i S. Mais

lim fnit) - fit) pour tout te A, il existe donc
n-»<k

pour tout point te A un Indice naturel nit) tel que fn4t>e Int S pour
tout n~,n(t). L'ensemble A étant de deuxieme catégorie et l'ensemble
des nombres naturels étant dénombrable, 11 existe un indice naturel no
tel que l'ensemble

B - JteA; n(t) - nQ»

est de deuxieme catégorie. U existe un Intervalle ouvert J C [O .l]
dans lequel |I'ensemble B est dense. Solent to< J un point tel que
f(t0) ¢ S et n un indice naturel plus grand que nQ tel que fn (tQ)
¢ S. On a fn(t)e Int S pour tout 16 B et fn (to) ? S, en contradiction
avec la quasi - continuité de la fonction fn et la démonstration est

achevée.

THEOREME 6. Sl la fonction fs [ O .1]—> 12 est faiblement r -

continue par rapport a E”, elle est ponctuellement discontinue.

DEMONSTRATION. Toute fonction r-continue étant quasi -

continue (voir [ 7] ) et la limite d'une suite de fonctions quasi -
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continue« étant ponctuellement discontinue (Th. 5] , notre théoreme

e*t donc démontré.

THEOREME 7. |l existe une fonction f: Co,l]—12 faiblement
approximativement continue peu* rapport a Eo, qui n'est continue en
aucun point Xe [0.1] .

DEMONSTRATION. Rangeons tous les nombres rationnels de

I'intervalle C°A1 *Nn une suite

W2>—>wnt— » Wj N w. lorsque i é j
Il existe pour tout (n-1,2,...) un ensemble fermé, non —dense An
contenu dans l'ensemble | - r\j A7, ou | désigne l'ensemble
des nombres Irrationnels de |'intervalle j~O,1J et tel que sa densité
au point est égale a 1.

Soit Bn CA n fn- 1,2,... 1un ensemble du type E contenant wo
et tel que chaque son point est un point de densité de l'ensemble
Bn. D'aprés le lemme 11 du travail [ 9] il existe un fonction appro-
ximativement continue fn: CO0,1]-—>R telle que ?n(D “ O lorsque
40 Bn et O < fn (t> 5 1 lorsque t € Bn' Posons

f (t)
fn|t) - n pour t € CO.I3
La fonction f~ est égalefment approximativement continue.

Soit

f (t) e lorsque t € B , n - 1,27~

f(t)
oc?
(e} lorsque t € CO.lIl - \J Bn
n-1
Puisque X of(t) - t (t) pour toute fonctionnelle t ne EO, la fonction f
W n n n %
est donc faiblement approximativement continue par rapport a Eq.
D'autre part, I1If (t) 1 - 1 pour tout nombre rationnel t et Uf (tty]
- O pour tout nombre t appartenant a l'ensemble c°aA3“ G Bn
n-1

étant dense, la fonction f n'est non plus continue enaucun point

4 € COA3 . Cela termine la démonstration.
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THEOREME 8. Une fonction ft CO!1!1]—* /2 est de deux*®me
classe de Baire si et seulement s'il existe une suite de fonctions
fn: Copn3—» 12 (n- 1,2,... ) faiblement approximativement continues

par rapport & EO et convergente vers la fonction f.

DEMONSTRATION. S'il existe un suite de fonctions fn
faiblement approximativement continues par rapport & Eq, la fonction

f est de deuxieme classe de Baire, d'apres le théoréme 3 de
f 13 ,

| 'article
puisque toute fonction faiblement approximativement continue
est de classe faible 1 par rapport a Eq
D'autre part, toute fonction ft [ O4']—>1" de deuxieme classe de
Baire est la limite d'une suite de fonctions fns CO,I3— >12 approxima-
tivement continues (voir [j1]) et toute fonction approximativement conti-
nue est aussi faiblement approximativement continue par rapport Eq,
notre démonstration est donc finie.

En finalement, notons encore les suivants:

THEOREME 9. Toute fonction fs [OA3 * CO.1 —>12 (fs C°ti]
* Co.ll * Co.il—* 12 ) faiblement approximativement continue par rapp-
ort a Eo relativement a chaque variable séparément est de troisieme
(de quatrieme ) classe de Balre.

DEMONSTRATION. Etant fixé la fonctionnelle "? E , la fon-
ction ;@nOf est de deuxiéeme (de troisié\me) classe de Bai?e (voir
[23 et respectivement C33) et par conséquent, d'aprés le théoreme

3 du travail CI] .la fonction f est de troisiéeme (de quatriéme)
classe de Baire.

THEOREME 10. Si la fonction f: (OA4] x Co,il —> 12 est

faiblement approximativement continue par rapport a Eq relativement

a l'une variable et de premiére classe faible de Baire relativement
4

a 1 autre, elle est de troisieme classe de Baire.

DEMONSTRATION. Etant fixe 6 e E _, la fonction 7?2, of

n 0 -Jn
(63) et par conséquent la
fonction f est de troisiéeme classe de Baire.

est de deuxieme classe ds Baire (voir
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THEOREME 11, Si la fonction f: LO*1!] x tlo*2] — * 12 eSt
faiblement a.e.-continue (faiblement r-continue) par rapport a Eq
relativement a |'une variable et est mesurable (a la propriété de

Baire ) relativement a |'autre, elle est mesurable (a la propriété de

Baire )
DEMONSTRATION. La fonction est mesurable (a la pro-
priété de Baire ) , quelle que soit la fonctionnelle ¢ Eqg (voir
elle est donc mesurable (a la propriété de Baire ) (voir fl} , th.

5 et respectivement le théoréme 4 de cet article)

PROBLEME. Une fonction f: [O .I]— » 1" faiblement approxima-

tivement continue par rapport a Eq est - elle connexe; c'est - a -

dire, f(1) est - il un ensemble connexe pour tout intervalle | C GAa]}
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O SLABEJ CIAGLOSCI APROKSYMATYWNEJ

Streszczenie

W tym artykule bada sie klase funkcji f: [0,1]—> 2 stabo
aproksymatywnie ciagtych (stabo r-ciggtych ) [ stabo a.e.-ciggtych ]
(definicje patrz [21i [7])



