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LA PROPRIETE DE BAIRE DES PONCTIONS DE DEUX VARIABLES

Parmi les nombreuses définitions équivalentes des espaces de
Balre, retenons celle-ci:

un espace topologique /E,T/ est dit espace de Baire si, CN désignant
I’ensemble des parties de E de premiére catégprie /maigres/, on a
~cj -10

On dit, qu'une partie B de E a la propriété de Baire si elle s’écrit

B «lJAN — /UK/O/Nwun/ ou UB6T et NfiC~. L'ensemble de ces
parties est une tribu /O - algébre/ et C~ est un idéal propre de dO.
Une application f: E-VF valuée sur l'espace topologique séparable

P est dit qu’elle posséde la propriété de Baire si pour tout I'ensemble
ouvert G dans P, I'ensemble -1 O>/ appartient . Les autres defini-
tions se trouvent dans (™3] - jbj . Dans son article f Z.Grande
introduit la notion suivante:

DEFINITION 1. La fonction g: E+ P est dit B - dégénérée au point y
y CB, s’il existe I'ensemble ouvert G dans P tel que A/ g/y/ é G
/iy g /G/ est de premiére catégorie au point y, c’est-a-dire il existe
une voisinage ouvert V de y telle que

g-1/G/nV ecl

Soit E - RXR et F—R, ou R désigne l'espace des nombres réels.
Considérons une fonction f: E P telle que toutes ses sections

Y Ht fx/y/ - f/xy/, Xe R

XHtFY/ )X/ - XY/, yeR
ont la propriété de Baire. Dans flj Z.Grande montre que la condi-

tion nécessaire et suffisante pour qu'une application f: R2—~R telle
que toutes ses sections f~ et f* ont la propriété de Baire, possédait



la propriété de Baire est que l'ensemble DQA/ « /yx/  f est /B/-
- dégénérée dans le point yj soit maigre. Dans ce qui suit, on

étudie les consequences de remplacer la définition 1 par la :

DEFINITION 2. Une fonction g: R —R est dit /B/ dégénérée au
point y, s’il existe une nombre reéle b telle que:

A/ y € Ab/y/ - | xs g/x/ < b}

/ii/ Ab/g/ est de premiere catégorie au point y.
Une fonction f: R-»R est dit /B/ dégénérée au point y si la fonction
g - - f est /B/ -j- dégénérée en ce point, /conf. [6) 7/

REMARQUE 1. Toute application /B/ -f- dégénérée ou bien /B/ -
dénénérée est aussi /B/ - dégénérée, car L4, C”/ est un couple de
relevement complet /Me AAcM~”™ At N exsiste une fonction
/B/-dégénérée, qui n'est ni /B/ dégénérée ni /B/ -j4 dégénérée.

On vérifiera aisément que

RI9Xi=f/&X --1Xx"1 ; ** °
1”0 ; X - O
satisfait /Zau point x - O/ aux conditions exigées.

DEFINITION 3. /voir [Rj /7 Soit S un sous-ensemble de E qui est
dense et dénombrable.
Ayant une fonction g: E—*R on désigne par Dg* I’ensemble de points
de discontinuité de la fonction g et par gg, ¢ respectivements *
des fonctions:
E 3t t* gs A * lim inf /g jS/ // fc R
S ? x-*t
E 3tk gS A/ - |lim sup /9j S/ /£ R
S9 x-*t
Disons qu’une fonction g vérifie la propriété:
/P/ lorsque Il'ensemble D~ appartienta C#,
/S/ lorsque pour toutt fe E on a gfi/tl] £ gt/ » gS A/ quel que

soit I'ensemble dense et dénombrable S.

LEMME 1. /conf. [~2j, th. 3/ Soit f: R "_~R une fonctiontelle que
toutes ses sections possédent la propriété de Baire ettoutes ses

sections f~ ont les propriétés /S/ et /P/ de la définition 3. Alors f



possede aussi la propriété de Baire.

LEMME 2. /conf. [Ij , lemme I/. Soit g: R->R une fonction avec ia
propriété de Baire. On désigné par D/g/ l'ensemble D/g/ - ~ y GaR t
g est /B/ -f- ou bien /B/ dégénérée au point
La fonction y i—= h/y/ - ™ g/ .y e R - D/g/
(lim inf (g 1 R - D/g/ Y/ 5y é D/g/
t-»y

vérifie les conditions /P/ et /S/.

/
DEMONSTRATION. Fixons un ensemble ouvert, non-vide U C R et
soit y™ appartient a V - D/g/. Comme la fonction g n’est en ce point

y~ ni /B/ -J- ni /B/ -f- dégénérée et elle possede la propriété de

Baire, alors il existe un ensemble ouverte, non-vide U~C U tel, que
I’ensemble
s1 ( ahrj -t TslyJ+T ) m*8~74 /s] A f2/8

est résiduel dans U”.
Supposons, qu'il existe un point y~itJ™ tel que
I h/yE - alyj \ > 1/2
On distingue trois cases:
1M y* fcR - D/g/,
/2/ la fonction g est /B/ -f- dégénére'e au point y”™,
/3/ la fonction g est /B/ -]- dégénérée en ce point:
Dans chaque de ces possibilités il existe un ensemble ouvert, non-vide,
dans lequel I'ensemble
ly fui " \sty/ - g/y/1 n
est résiduel, en contradiction avec deux faits:
/4 U+t contient U’

/5/ I'ensemble ((y » s lag/sy/ - ahfj |4 2} est résiduel dans

Des résultats ci-dessus, il vient 1 inclusion

hlujc [elyj- 12 ;slyj + 1/2]
On peut recommencer la méme opération avec U~”, puis avec U2, UM,
etc., finalement on construit une suite /U / d’ensembles ouvertes,
non-vides,tells,que A/Cl/un+i/Cl un'ou QNen+N est,comme d'habitude,la
fermeture topologique d’'yn ensemble un+1l. /?2/ Le diametre £ /U / ne
drépassé pas le nombre'n /8/ ars/h /n //_<" 21-n pour n - 1,2,

) n o
b espace R étant complet, l'intersection n’;\{ Un n’'est Ras vide,



Désignons par yo le point commun de tous les ensembles U™, La
fonction h est continue en ce point yo. Il reste a prouver que la
fonction h vérifie la propriété /S/. Soit S un ensemble dense et
dénombrable.Admettons,au contaire, que la fonction h ne vérifie pas la
propriété /3/. 1l existe alors un point yQtel que b&yQ> h/yQ/ ou bien
hS /yo/ < h/yQ/. Sans restreindre la généralité on peut supposer,

que bjyj = h/yd.

Nous avons trois possibilités:

11"l yod RN D/g/

/72'/ la fonction ( est/B/ -f- dégénérée au point yQ

/3'/ la fonction g est/s/ -|- dégénérée en ce point.

Soit V une voisinage ouvert de point yQ telle que h/y/>hg/ty/ - a/4,
pour toutes y feS JZ1V, ou a est la difference hg/yQ/ - h/y/. Dans chaque
de ces cases il existe un ensemble ouvert, non-vide \ contenu dans
V et tel, que l'ensemble | vy tR: hA/< h/yQ/ + a/4 jf est résiduel
dans U. Fixons un point y»£ U JIS. On voit facilement que h/y™/>
>hg/yQ/ - a/4. Dans chaque de 3 cases /1''/, /2"/, 3''/, concernant
y~, il  exsist un ensemble ouvert, non-vide Z contenu dans U, et
tell que l'ensemble ~vy: h/A/>hg/yo/ - a/4j- est résiduel dans Z,

ce qui estcontraire au fait que ZC U et l'ensemble £ y: h/A/< h/yQ/+
+ a/4”~ est résiduel dans U. Cette contradiction acheve la démonstra-

tion.

DEFINITION 4. Solent E l'espace de Baire et ACE un ensemble.
On dit qu'un ensemble BCE est un /B/-couverture de l'ensemble A
lorsque trois conditions suivantes soient satisfaites:

/a/ A est un sous - ensemble de B,

// I'ensemble B possede la propriété de Baire,

/c/ l'intersection A ftC est non-vide pour tout ensemble CCB qui
posséde la propriété de Baire et est de Il catégorie.

THEOREME. Soit f: R2~*P une fonction telle que toutes ses sections
f et fy ont la propriété de Baire. La condition nécessaire et suffisante
pour que telle fonction f avait la propriété de Baire est que l'ensemble
D't/ | 7xy/: fx est /B/ 'f' ou /B/ -j- dégénérée au point

soit maigre /€ C



DEMONSTRATION, /conf. [I] /.s? : Désignons peur E l'ensemble
E - x: ly. /xy/ é D/f/j- est de J1 catégoriejr et par F l'ensemble
F « £y: |x/ x,y/€ D/f/jest de |l catégoriel

Il est évident que E£ C» et Ff C~. Posons, pour toutes les points

y et pour x€ E

hMJ
rox ( Alrdanj As” aan -

UTDA/] x - fyt &y/é  }e
Posons aussi i/x»y/ - h A/ pour /xy/f /R-E/ x /R-P/. D’aprés le lemme
2 toutes les fonctions h /pour x t R - E/ ont les propriétés /P/ et /s/.
Car F£ et toutes les sections /pour y t R - F/ ont la propriété
de Baire, alors la fonction f: /R-E/ X /P-F/-» R posséde, d’aprés le
lemme 1, la propriété de Baire. Par conséquent notre fonction possede
cette propriété aussi. : Admettons, au contraire, que l'ensemble D/f/
est de I catégorie. Supposons maintenant que l'on fasse correspondre
V tout point /xy/ CD/f/ un intervalle ouvert d’extrémités rationelles
U/xy/ et un ensemble ouvert V/xy/ d’'une base dénombrable dans R
telles que
/9/ f/x)y/ appartient a U/x\y/,
/10/ y appartient a V/xy/,
/11/ I'image réciproque /-1 ~ U /xy/ A\V/xy/) est maigre. Car
I’ensemble D/ff est de Il catégorie, 11 existe donc un Intervalle U
d’extrém ités rationelles et un ensemble ouvert Vc R tels que l'ensemble
A “N/Ixy/é DI o NV/xy/ - V oet U/xy/ * U j; est de I catégorie. Soit
B3 A une /B/-couverture de I’ensemble A. Car t posséde la propriété
de Baire, il vient que Il'ensemble

D - 21 /m/TIBM /R x V/ aussi posséde cette propriété. U est
de Il catégorie, puisque'ii contient I'’ensemble A. D'autre part toutes

les sections de l'ensemble D sont maigres, d’ou la contradiction.
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LA PROPRIETE DE BAIRE DES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES.

Résumé

Dans cet article on Introduit la notion plus general que la /B/-dégéne—
ration utilisé dans [lI] . En usant de cette notion on formule une
condition équivalente a la propriété de Baire d'une fonction de deux

variables dont les sections ont la propriété de Baire.

WEASNOSC BAIRE'A FUNKCJI DWOCH ZMIENNYCH
Streszczenie

W .Slezak; Wiasno$é Baire'a funkcji dwéch zmiennych. W tym
artykule wprowadza sie pojecie bardziej ogélne niz /B/ - degeneracja
zastosowana w [lI] . Wykorzystujagc to pojecie formutuje sie warunek
rownowazny wtasnoséci Baire 'a funkcji dwéch zmiennych, ktérych ciecia

mojg wtasnos$¢ Baire 'a.



