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Z E S Z Y T Y  N A U K O W E W Y Ż S Z E J  S Z K O Ł Y  P E D A G O G IC Z N E J 

W B Y D G O S Z C Z Y  

P ro b le m y  M a te m a ty cz n e  1 9 8 2  z .4

W ło d z im ie rz  Ś l ę z a k  

W S P  B y d g o s z c z

L A P R O P R IÊ TE  D E  В A IR E  D E S  P O N C T IO N S  D E  D E U X  V A R IA B L E S

P a rm i l e s  n o m b r e u s e s  d éfin itio n s  é q u iv a le n te s  d e s  e s p a c e s  de 
B a lr e ,  r e te n o n s  c e l l e - c i :

un e s p a c e  to p o lo g iq u e  /Е,Т/ e s t  dit e s p a c e  d e  B a ir e  s i ,  C ^ d é s ig n a n t  

l ’e n s e m b le  d e s  p a r t ie s  d e  E  d e  p re m iè re  c a té g p r ie  /m aigres/, o n  a
^ C j  - { 0
O n dit, q u 'u n e  p a r t ie  В  d e  E  a  la  p ro p r ié té  d e  B a ir e  s i  e l le  s ’é c r i t  

В  « I jA N  — /U-К/ О /N-и/ o u  U 6 T  e t  N f i C ^ .  L 'e n s e m b le  d e  c e s  

p a r t ie s  e s t  u n e  tribu  / O' -  a lg èb re /  e t  C ^  e s t  u n  id é a l  p ro p re  d e  dÔ . 

U n e  a p p lic a t io n  f: E - V F  v a lu é e  s u r  l ’e s p a c e  to p o lo g iq u e  s é p a r a b le  

P  e s t  d it q u ’e l le  p o s s è d e  la  p ro p rié té  d e  B a ir e  s i  p o u r tout l ’en sem b le  

o u v e r t  G  d a n s  P ,  l ’e n s e m b le  f- 1  Д>/ a p p a r tie n t . L e s  a u t r e s  d efin i­

t io n s  s e  tro u v e n t d a n s  (^з] -  j b j  . D a n s  s o n  a r t ic le  f  Z .G r a n d e  

in tro d u it l a  n o tio n  s u iv a n te :

D E FIN IT IO N  1. L a  fo n c tio n  g : E + P  e s t  d it В  -  d é g é n é r é e  a u  p o in t y  

У  Ç B ,  s ’i l  e x i s t e  l’e n s e m b le  o u v e r t  G  d a n s  P  te l q u e  /i/ g/y/ é  G  

/ii/ g  /G/ e s t  d e  p re m iè re  c a té g o r ie  a u  p o in t y , c ’e s t - à - d i r e  i l  e x i s t e  

u n e  v o is in a g e  o u v e r t  V d e  y  te lle  q u e  

g- 1 /G/n V e c 1

S o i t  E  -  R X R  e t  F —R , ou R  d é s ig n e  l’e s p a c e  d e s  n o m b re s  r é e l s .  

C o n s id é r o n s  u n e  fo n c tio n  f: E  P  te lle  q u e  to u te s  s e s  s e c t io n s  

У Ht fx /y/ -  f/х.у/, X e  R  

xHtfУ/х/ - f/x,y/, y e R 
o n t la  p ro p rié té  d e B a ir e .  D a n s  f l j  Z .G r a n d e  m ontre q u e  la  co n d i­

tion n é c e s s a i r e  e t  s u f f is a n te  p o u r q u 'u n e  a p p lic a t io n  f: R 2 — ^ R  te lle  
q u e  to u te s  s e s  s e c t io n s  f^ e t  f^ o n t la  p ro p r ié té  d e  B a ir e ,  p o s s é d a it



l a  p ro p rié té  d e  B a ir e  e s t  q u e  l ’e n s e m b le  D Q/f/ «  /у,х/ : f e s t  /В/-

-  d é g é n é r é e  d a n s  le  p o in t y  j  s o i t  m a ig re . D a n s  c e  qui s u it , on 

é tu d ie  l e s  c o n s e q u e n c e s  d e  r e m p la c e r  la  d éfin itio n  1 p a r  la  :

D E F IN IT IO N  2 . U n e  fo n c tio n  g : R —>R e s t  dit /В/ d é g é n é r é e  a u  

p o in t y ,  s ’i l  e x i s t e  u n e  n o m b re  r e é le  b  te lle  q u e :

/1/ y  €  A b /g/ -  I  xs g/x/ <  b }

/ii/ A b /g/ e s t  d e  p re m iè re  c a té g o r ie  a u  p o in t y .

U n e  fo n c tio n  f: R - » R  e s t  d it /В/ d é g é n é r é e  a u  p o in t y  s i  l a  fo n ctio n

g  -  -  f  e s t  /в/ - j -  d é g é n é r é e  e n  c e  p o in t, /conf. [ ô j  /

R E M A R Q U E  1 . T o u te  a p p lic a t io n  /В/ - f -  d é g é n é r é e  o u  b ie n  /В/ -

d é n é n é r é e  e s t  a u s s i  /В/ -  d é g é n é r é e ,  c a r  Ц£ , C.^/ e s t  un c o u p le  de 

r e lè v e m e n t co m p le t /М e  A A c M ^  A t  И e x s i s t e  u n e  fo n c tio n

/в/-d é g é n é r é e ,  qu i n 'e s t  ni /В/ d é g é n é r é e  ni /В/ - j 4-  d é g é n é r é e .

O n v é r i f ie r a  a is é m e n t q u e

R  9  X i—> f/х/ - - I х ’ 1 ; * *  °
1^0 ; X -  О

s a t is f a i t  /au p o in t x  -  О/ a u x  c o n d itio n s  e x i g é e s .

D É F IN IT IO N  3 . /voir [ßj / S o i t  S  un s o u s - e n s e m b le  d e  E  q u i  e s t  

d e n s e  e t  d é n o m b ra b le .

A y a n t u n e  fo n c tio n  g : E —* R  o n  d é s ig n e  p a r  D l ’e n s e m b le  d e  p o in ts
g*

d e  d is c o n tin u ité  d e l a  fo n c tio n  g  e t  p a r  g g , g  r e s p e c t iv e m e n ts  ‘ 
d e s  fo n c t io n s :

E  Э t t—*  g s  /t/ *  lim in f /g j S/ /х/ fc R 

S  ?  x - * t

E  Э t l—> g S /t/ -  lim s u p  /g j S/ /х/ £  R 

S  9  x - * t

D is o n s  q u ’u n e  fo n c tio n  g  v é r if ie  l a  p ro p r ié té :

/Р/ lo r s q u e  l ’e n s e m b le  D ^ a p p a r tie n t à  C ^ ,

/S/ lo r s q u e  p o u r tout t fe E  o n  a  g fi /tJ £  g/t/ ^  g S /t/ q u e l q u e

s o i t  l ’e n s e m b le  d e n s e  e t  d é n o m b ra b le  S .

LE  M M E 1 . /conf. [^2j , th. 3/ S o it  f: R ^ _ ^ R  u n e  fo n c tio n  te lle  q u e

to u te s  s e s  s e c t io n s  f^ p o s s è d e n t  la  p ro p r ié té  d e  B a ir e  e t  to u te s  s e s

s e c t io n s  f^  o n t l e s  p r o p r ié té s  /S/ e t  /Р/ d e  l a  d éfin itio n  3 . A lo r s  f
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p o s s è d e  a u s s i  l a  p r o p r ié té  d e  B a ir e .

L Ë M M E  2 . /conf. [ l j  , lem m e l/. S o i t  g : R - > R  u n e  fo n c tio n  a v e c  ia

p ro p r ié té  d e  B a ir e .  O n d é s ig n é  p a r  D/g/ l ’e n s e m b le  D/g/ -  ^ y  €■ R  t

g  e s t  /В/ - f -  ou  b ie n  /В/ d é g é n é r é e  a u  p o in t .

L a  fo n c tio n  y  i—> h/y/ -   ̂ g/y/ ; y e  R -  D/g/

( lim in f ( g  I R  -  D/g/ )/t/ 5 y  é  D/g/
t - » y

v é r if ie  l e s  c o n d itio n s  /Р/ e t  /S/.
/

D E M O N S T R A T IO N . F ix o n s  un e n s e m b le  o u v e r t , n o n -v id e  U С  R  e t  

s o i t  y ^  a p p a r tie n t a  V  -  D/g/. Com m e la  fo n c tio n  g  n ’e s t  e n  c e  p o in t 

y^  ni /В/ - J -  ni /В/ - f -  d é g é n é r é e  e t  e l le  p o s s è d e  la  p ro p r ié té  d e 

B a ir e ,  a lo r s  i l  e x i s t e  u n  e n s e m b le  o u v e r te , n o n -v id e  U ^ C  U te l, q u e  

l ’e n s e m b le

s-1 ( ahrj - t  î s lyJ + T  ) ■ * 8 ^ 4  /s/ Ав/Уг/ f *2* /в/
e s t  r é s id u e l  d a n s  U ^.

S u p p o s o n s ,  q u 'i l  e x i s t e  un point y ^ ït J^  te l q u e

I h / y £  -  a l y j  \ >  1 /2
O n d is tin g u e  tr o is  c a s e s :

111 y'  fc R  -  D/g/,

/2/ la  fo n c tio n  g  e s t  /В/ - f -  d é g é n é re 'e  a u  p o in t y ^ ,

/3/ la  fo n c tio n  g  e s t  /В/ - | -  d é g é n é r é e  e n  c e  po in t:

D a n s  c h a q u e  d e  c e s  p o s s ib i l i t é s  i l  e x i s t e  u n  e n s e m b le  o u v e r t , n o n -v id e , 

d a n s  le q u e l  l ’e n s e m b le

l y f u i  ’ \ s /у/ -  g/у/1 ^
e s t  r é s id u e l ,  e n  c o n tra d ic t io n  a v e c  d e u x  fa i t s :

/4/ U ± c o n t ie n t  U '

/5/ l ’e n s e m b le  ( y ^  : | g/у/ -  a h fj  | Д  2 }  e s t  r é s id u e l  d a n s  

D e s  r é s u lta ts  c i - d e s s u s ,  il  v ie n t  1’ in c lu s io n

h l u j  c  [  e l y j  -  1/2 ; s l y j  + 1/2 ]
O n p e u t r e c o m m e n c e r  la  m ême o p é ra t io n  a v e c  U ^ , p u is  a v e c  U2 , U^, 

e t c . ,  f in a lem e n t on  c o n s tr u it  u n e  s u ite  /U / d ’e n s e m b le s  o u v e r te s ,  
n o n -v id e s ,te lls ,q u e  /6 /Cl/u n + i/ C l  u n ' ou Q№n+̂ l e s t ,co m m e  d 'h a b itu d e ,la  

fe rm e tu re  to p o lo g iq u e  d ’ÿ n  e n s e m b le  u n + 1 . /?/ L e  d iam etre  £  /U / n e  

d é p a s s é  p a s  le  n o m b re  ' n  /8/ à  /h /и / / <  2 1 -n  p o u r n  -  1 ,2 ,  . . . .
r , /  n jo"
ь  e s p a c e  R é ta n t co m p le t, l 'in te r s e c t io n  ?V U n ’e s t  p a s  v id e ,n - 1  n K
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D é s ig n o n s  p a r  y o  l e  p o in t com m un d e  to u s  l e s  e n s e m b le s  U ^ , L a  

fo n c tio n  h  e s t  c o n tin u e  e n  c e  p o in t y o . Il r e s t e  a  p r o u v e r  q u e  la  

fo n c tio n  h  v é r i f ie  l a  p ro p r ié té  /S/. S o i t  S  u n  e n s e m b le  d e n s e  e t  
d é n o m b ra b le .A d m e tto n s ,a u  c o n ta ir e , q u e  l a  fo n c tio n  h n e  v é r if ie  p a s  la  

p ro p r ié té  /3/. Il e x i s t e  a l o r s  un p o in t yQ te l  q u e  b&/yQl >  h/yQ/ o u  b ie n  

h S  /уо / <  h/yQ/. S a n s  r e s t r e in d r e  l a  g é n é r a li té  o n  p e u t s u p p o s e r ,  

q u e  b j y j  > h/y J .

N o u s a v o n s  t r o is  p o s s ib i l i t é s :  

ll'l yod RN  D/g/

/2'/ l a  fo n c tio n  g e s t  /В/ - f -  d é g é n é r é e  a u  p o in t y Q

/3'/ l a  fo n c tio n  g  e s t  /в/ - | -  d é g é n é r é e  e n  c e  po in t.

S o i t  V u n e  v o is in a g e  o u v e r t  d e  p o in t yQ te lle  q u e  h/y/> h g /y/ -  a /4,

p o u r to u te s  y  fe S  Л V , o u  a  e s t  l a  d if fe r e n c e  h g/yQ/ -  h/у/. D a n s  c h a q u e  

d e  c e s  c a s e s  i l  e x i s t e  u n  e n s e m b le  o u v e r t , n o n -v id e  V c o n te n u  d a n s  

V e t  te l, q u e  l 'e n s e m b le  | y  t R :  h /у/ <  h/yQ/ + a /4 jf  e s t  r é s id u e l  

d a n s  U . F ix o n s  u n  p o in t y ^  £  U  Л S .  O n v o it  fa c ile m e n t q u e  h/y^/ >  

>hg /yQ/ -  a /4. D a n s  c h a q u e  d e  3  c a s e s  /1 '  '/, /2 " / ,  3  '  '/, c o n c e r n a n t  

y ^ , il e x s i s t  u n  e n s e m b le  o u v e r t , n o n -v id e  Z c o n te n u  d a n s  U , e t  

te ll q u e  l 'e n s e m b le  ^ y :  h /у/ > h g /yo / -  a /4 j- e s t  r é s id u e l  d a n s  Z , 

c e  qui e s t  c o n tr a ir e  a u  fa it  q u e  Z С U  e t  l 'e n s e m b le  £  y : h /у/ <  h/yQ/+

+ a /4 ^ e s t  r é s id u e l  d a n s  U . C e tte  c o n tr a d ic t io n  a c h è v e  l a  d é m o n s tra ­

tio n .

D É FIN IT IO N  4 . S o le n t  E  l 'e s p a c e  d e  B a ir e  e t  A  С E  un e n s e m b le .

O n dit q u 'u n  e n s e m b le  В С Е  e s t  un / B / -co u v ertu re  d e  l 'e n s e m b le  A 

lo r s q u e  tr o is  c o n d it io n s  s u iv a n te s  s o ie n t  s a t i s f a i t e s :

/а/ A  e s t  u n  s o u s  -  e n s e m b le  d e  B ,

/b/ l 'e n s e m b le  B  p o s s è d e  l a  p r o p r ié té  d e  B a ir e ,

/с/ l ' in t e r s e c t i o n  A ft С  e s t  n o n -v id e  p o u r tout e n s e m b le  C C B  q u i 
p o s s è d e  l a  p ro p r ié té  d e  B a ir e  e t  e s t  d e  II c a té g o r ie .

T H É O R È M E . S o i t  f: R 2~ * P  u n e  fo n c tio n  te lle  q u e  to u te s  s e s  s e c t io n s  

f e t  fy  o n t l a  p ro p r ié té  d e  B a ir e .  L a  co n d itio n  n é c e s s a i r e  e t  s u ff is a n te  

p o u r q u e  te lle  fo n c tio n  f  a v a it  l a  p ro p r ié té  d e  B a ir e  e s t  q u e  l ’e n s e m b le  

D/t/ | /x,y/: fx  e s t  /В/ - f -  o u  /В/ -  j -  d é g é n é r é e  a u  p o in t 

s o i t  m a ig re  / €  С
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D E M O N S T R A T IO N , /conf. [ l ]  /.s? :  D é s ig n o n s  peur E  l 'e n s e m b le

E  -  x :  I y. /х,у/ é  D/f/j- e s t  d e  Л c a té g o r ie  j r  e t  p a r  F  l 'e n s e m b le  

F  «  £ y :  |x:/ x ,y / €  D/f/j e s t  d e  II c a té g o r ie  J  .

Il e s t  é v id e n t q u e  E £  C ^ e t  F f  C ^ . P o s o n s ,  p o u r to u te s  l e s  p o in ts  

y  e t  p o u r x €  E

h M J
r x (  /£x I r 4Cd^ j  /ty s ^  CD/f/J  *

ou Г D/f/ ] x -  f  yt &.y/é } •
P o s o n s  a u s s i  i/x»y/ -  h  /у/ p o u r /х,у/ f  /R-Е /  x  /R-Р / . D ’a p r è s  le  lem m e 

2 to u te s  l e s  fo n c t io n s  h  /pour x  t  R  -  Е/ o n t l e s  p r o p r ié té s  /Р/ e t  /s/. 

C a r  F £  e t  to u te s  l e s  s e c t io n s  /pour y t  R  -  F/ o n t l a  p r o p r ié té  

d e  B a i r e ,  a lo r s  l a  fo n c tio n  f: /R-Е /  X /Р-F / -»  R  p o s s è d e ,  d’a p r è s  le  

lem m e 1 , l a  p ro p r ié té  d e  B a ir e .  P a r  c o n s é q u e n t  n o tre  fo n c tio n  p o s s è d e  

c e t te  p ro p r ié té  a u s s i .  :  A d m e tto n s, a u  c o n t r a ir e ,  q u e  l ’e n s e m b le  D/f/ 

e s t  d e  П c a t é g o r ie .  S u p p o s o n s  m ain te n an t q u e  l ’o n  f a s s e  c o r r e s p o n d r e  

V tout p o in t /х,у/ Ç D/f/ u n  in te r v a lle  o u v e r t  d ’e x tr é m ité s  r a t io n e l le s  

U /х.у/ e t  u n  e n s e m b le  o u v e r t  V/x,y/ d’u n e  b a s e  d én o m b ra b le  d a n s  R 
t e l l e s  q u e

/9/ f/x,y/ a p p a r tie n t a  U/x,y/,

/10/ y  a p p a r tie n t à  V/x,y/,

/11/ l ’im a g e  r é c ip r o q u e  /f̂ /- 1  ^ U /х,у/ r\ V/x,y/ )  e s t  m a ig re . C a r  

l ’e n s e m b le  D/f/ e s t  d e  II c a té g o r ie ,  11 e x i s t e  d o n c  u n  In te rv a lle  U 

d ’e x tr é m ité s  r a t io n e l le s  e t  u n  e n s e m b le  o u v e r t  V  с  R  t e ls  q u e  l ’e n s e m b le  

A  “  ^ /х,у/ é  D/f/ : V/x,y/ -  V e t  U/x,y/ *  U  j ;  e s t  d e  П c a té g o r ie .  S o it  

В  3  A  u n e  /В/ -co u v e rtu re  d e  l ’e n s e m b le  A . C a r  t p o s s è d e  l a  p ro p r ié té  

d e  B a ir e ,  il  v ie n t q u e  l 'e n s e m b le

D -  Z"1  /и/П В П /R x  V/ a u s s i  p o s s è d e  c e t te  p ro p r ié té . U e s t  

d e  II c a té g o r ie ,  p u is q u e ' i i  c o n t ie n t  l ’e n s e m b le  A . D 'a u tre  p a rt to u te s  

l e s  s e c t io n s  d e  l 'e n s e m b le  D s o n t  m a ig r e s , d ’ou  l a  c o n tr a d ic t io n .

B IB L IO  G R A P H IE

1  Z . G ra n d e , S u r  l a  p ro p r ié té  d e  B a ir e  d e s  fo n c t io n s  d e  d e u x

v a r ia b le s ,  B u ll. A c a d . P o lo n , d e  s c i. S é r .  S c i .  M ath ., A s tr . ,  P h y s .

v o l X X V , n o  4 /1977/, p . 3 4 9 - 3 5 4 .
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2  E .M a r c z e w s k i , C z .R y li-N a rd z e w s k i, S u r  l a  m esu rab ilite  d e s  fo n c ­

tio n s  d e  p lu s ie u rs  v a r i a b l e s ,  A n n .S o c .  P o lo n . M ath . 2 5 / 1 9 5 2 / ,

p . 1 4 5 - 1 5 4 .

3  J .C . O xto b y , M e s u re  a n d  c a te g o r y , A  S u r v e y  of th e A n a lo g ie s  

b etw een  T o p o lo g ic a l  a n  M e s u re  S p a c e s ,  N ew  Y o rk  1 9 7 1 .
4  J.C .O x to b y , C a r te s ia n  p ro d u c ts  of В a ir e  s p a c e s ,  Fu n d.M a th .4 9 /1 9 6 l / ,  

p. 1 5 7  -  1 5 6 .

5  R .S ik o rs k i, F u n k c je  r z e c z y w is te , tom I, PW N  1 9 5 8 .

6  W .A .Ś lę z a k , U n e co n d itio n  éq u iv a le n te  a  la  m esu rab ilité  d 'u n e  fon­

c tio n  d e  d e u x  v a r ia b le s . P ro b le m y  M a te m a ty cz n e , v o l . 3

LA P R O P R IÉ T É  D E B A IR E  D E S  FO N C T IO N S  D E D E U X  V A R IA B L E S .

R é su m é

D a n s  c e t  a r t ic le  on  Introduit l a  notion  p lu s g e n e r a l  q u e l a  /B /-d é g é n e — 

ra tio n  u til is é  d a n s  [ l ]  .  E n  u s a n t  d e  c e t te  n otion  on form ule u n e  

co n d itio n  é q u iv a le n te  a  l a  p ro p rié té  d e  В a ir e  d 'u n e  fo n ctio n  d e  d e u x  

v a r i a b l e s  d on t l e s  s e c t i o n s  o n t l a  p ro p rié té  d e  В  a i r e .

W ŁASN O Ś Ć  B A I R E 'A  F U N К С JI  DWÓC H   ZM IEN N YCH  

S tr e s z c z e n ie

W .Ś lę z a k ; W ła s n o ś ć  В a i r e 'a  fu n kcji d w ó ch  z m ien n y ch . W tym 

a rty k u le  w p ro w a d z a  s i ę  p o ję c ie  b a rd z ie j o g ó ln e  n iż  /В / -  d e g e n e r a c ja  

z a s to s o w a n a  w  [ l ]  .  W y k o rz y s tu ją c  to  p o ję c ie  form ułuje s ię  w aru n ek  

ró w n o w a ż n y  w ła s n o ś c i  B a ir e  ' a  funkcji d w ó ch  z m ien n y ch , k tó ry ch  c i ę c i a  

m oją w ła s n o ś ć  B a ir e  ' a .


