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LES PROBLEMES CONCERNANT LES PONCTIONS REELLES

Dans cet article je formule quelques problèmes ouverts con­
cernant les fonctions réelles.

Problème 1. L'hypothèse du continu impliquer
(a) l'existence d'une fonction réelle de deux variables
2f:R— > R non-mesurable (au sens de Lebesgue ) telle que toutes

ses sections fx(t) = f(x,t) sont mesurables (au sens de Lebes­
gue) et toutes ses sections fy(t) = f(t,y) sont approximative­
ment continues (v. [1] et [2]). 2(b) l'existence d'une fonction f:R— >R non-mesurable et tel
le que toutes ses sections fX sont approximativement semicon-

tinues supérieurement et toutes ses sections fY sont approxima­
tivement semicontinues inférieurement [2] .

2(c) l'existence d'une fonction non-mesurable f:R— > R ayant
toutes ses sections fX et fY continues presque partout, de 
première classe de Baire et avec la propriété de Darboux [3] .

(d) l'existence d'une fonction f:R2—>R n'ayant pas de la 
propriété de Baire et telle que toutes ses sections fX ont la 
propriété de Baire et toutes ses sections fY sont approximati­
vement continues (la construction de cette fonction f est sem­
blable à la construction de la fonction f de (al).2le) l'existence d'une fonction f:R— > R n'ayant pas de la 
propriété de Baire et telle que toutes ses sectins fX sont
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qualitativement semicontinues supérieurement et toutes ses 
sections fY sont qualitativement semicontinues inférieurement 
(la construction de cette fonction f est la même que la constru­
ction de la fonctionf de (b) .)

(f) l'existence d'une fonction f:R2—>R  nonborélienne et tel­
le que toutes ses sections fX ont la propriété (K) et sont de 
deuxième classe de Baire et toutes ses sections fY sont approxi­
mativement continues [4] (Une fonction g:R—>R a la propriété 
(K) lorsqu'elle est ponctuellement discontinue sur tout ensemble 
fermé F ayant la propriété de Denjoy ; c'est-à- dire tel que 
m(U ∩ F) >  0 pour tout ensemble ouvert U tel que U ∩  F ≠ Ø; m dé­
signant la mesure de Lebesgue dans R).

(g) l'existence d'une fonction non-mesurable f:R2—>R ayant
toutes ses sections fX approximativement semiéquicontinues
supérieurement et toutes ses sections fY mesurables [5] .

(h) l'existence d'une fonction f:R2—>R n'ayant pas de la
propriété de Baire et telle que toutes ses sections fX sont 
qualitativement semiéquicontinues supérieurement et toutes ses
sections fY ont la propriété de Baire [6].

(i) l'existence d'une fonction f:R2—>R  non-mesurable et ayant 
toutes ses sections fX et fY mesurables et non dégénérées en 
tout point x  ϵ R [7] (On dit qu'une fonction mesurable g:R— >R 
est non dégénérée au point X0ϵ R lorsque la densité supérieure 
de l'ensemble f-1(U) au point x0 est positive, quel que soit 
l'ensemble ouvert U contenant f(x0 ) .

(j) l'existénce d'une fonction f:R2—>R n'étant pas sup-me-
surable et telle que toutes ses sections fX sont approximati-  
vement continues et toutes ses sections fY sont mesurables ( [8], 
Th.29)(Une fonction f:R2—>R  est dite sup-mesurable lorsque, qu­
elle que soit la fonction mesurable g:R— >R, la superposition 
X— > f(x,g(x)) est également mesurable),

V
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(k) l'existence d'une fonction sup-mesurable f:R2—>R qui 
n'est pas mesurable [9] •

Qui des conditions (a) - (k) impliquent —  elles l'hypothèse 
du continu ?

Problème 2.

(a) Existe - t - i l  une fonction f:R2—>R  qui n'est pas de
première classe de Baire, dont toutes les sections fX sont con- 
tinues et toutes les sections fY sont approximativement conti- 
nues ?([8] , Problème 6)

(b) Existe - t - i l  une fonction f:R2—>R dont toutes les 
sections fX sont continues et toutes les sections fY sont appro- 
ximativement continues à droite et qui n'est pas dé première 
classe de Baire ? 

(c) Existe - t - i l  une fonction f:R2—>R dont toutes les
sections fX sont continues à droite et toutes les sections fY 
sont approximativement continues et qui n'est pas de premiere 
classe de Baire ?

(d) Existe - t - i l  une fonction f:R2—>R dont toutes les
sections f sont continues et toutes les sections fY sont desX
dérivées et qui n'est pas de première classe de Baire ?

(e) Existe - t - i l  une fonction f:R2—>R  bornée dont toutes 
les sections f sont continues et toutes les sections fY sontX
des dérivées et qui n'est pas de première classe de Baire ?’

(f) Existe - t - i l  une fonction f:R2—>R  dont toutes les
sections f sont continues à droite et toutes les sections fYX
sont des dérivées et .qui n'est pas de première classe de Baire ?

(g) Existe - t - i l  une fonction bornée f:R2—>R dont toutes
les sections fX sont continues à droite et toutes les sections 
 fY sont des dérivées et qui n'est pas de première crasse de 

Baire ?
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Remarque 1. On sait que toute fonction f:R2—>R  dont toutes
les sections f sont continues à droite et toutes les sectionsX
fY sont de première classe de Baire est de deuxième classe de 
Baire [25] et qu'il existe une fonction f:R2—>R  qui n'est pas
de première classe de Baire, dont toutes les sections fX et fY 
sont approximativement continues et continues presque partout
[11] et qu'il existe une- fonction f:R2—>R  dont toutes les sec­
tions fX sont continues et toutes les sections fY sont de premiè­
re classe de Baire et ont la propriété de Darboux et qui n'est 
pas de première classe de Baire [4].

Problème 3. 

(a) Existe - t - i l  une fonction f:R2—>R dont toutes les  
sections f sont continues et toutes les sections fY sont croi-X
ssantes et quin'est pas de première classe de Baire ?

(b) Existe - t - i l  une fonction f:R2— >R dont toutes les 
sections f sont continues à droite et toutes les sections fYX
sont croissantes et qui n’est pas de première classe de Baire ?

(c) Existe - t - i l  une fonction f:R2—>R  qui n'est pas de
première classe de Baire, dont toutes les sections fX sont ap-
proximativement continues et toutes les sections fY sont croi­
ssantes ? 

(d) Existe - t - i l  une fonction f:R2—>R dont toutes les 
sections f sont approximativement continues à droite et toutes 
les sections fY sont croissantes et qui n'est pas de première 
classe de Baire ?

(e) Existe - t - i l  une fonction f:R2— >R dont toutes les 
sections fX sont des dérivées et toutes les sections fY sont
croissantes et qui n'est pas de première classe de Baire ?

(f) Existe - t - il une fonction bornée f:R2—>R dont toutes
les sections fX sont des dérivées et toutes les sections fY sont 
croissantes et qui n'est pas de première classe de Baire ?
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(g) Existe - t - i l  une fonction f:R2— >R dont toutes les 
sections fX sont continues et toutes les sections fY sont mono­
tones (croissantes ou décroissantes) et qui n'estpas de première 
classe de Baire ?

 IRemarque 2. On sait que toute fonction f:R2— >R dont toutes 
les sections fX sont approximativement continues et toutes les 
sections fY sont de première classe de.Baire est de deuxième 
classe de Baire [22] et qu'i,l existe une fonction f :R2—> R 
non-borélienne et telle que toutes ses sections fX et fY sont 
croissantes [25]•

Problème 4.
 (a) Existe - t - i l  une fonction f:R2— >R n'ayant pas de la 

propriété de Baire, dont toutes les sections fX sont approxima­
tivement continues et toutes les sectipns fY sont ponctuelle­
ment discontinues ?

(b) Existe - t - i l  une f onction f:R2—>R n'ayant pas de la 
propriété de Baire, dont toutes les sebtions fX sont approxima­
tivement continues et toutes les sections fY ont la propriété 
(K ) ? 
 (c) Existe - t - i l  une fonction f:R2— >R n'ayant pas de la 

Propriété de Baire, dont toutes les sections fX sont des déri­
vées -et toutes les sections fY sont ponctuellement discontinues ?

(d) Existe - t - i l  une fonction f:R2—>R n'ayant pas de la 
propriété de Baire, dont toutes les sections fX sont des dérivées
et toutes les sections fY ont la propriété (K) ?

(e) Existe - t - i l  une fonction bornée f:R2—>R n'ayant pas
de la propriété de Baire, dont toutes les sections fX sont des  
dérivées et toutes les sections fY sont ponctuellement discon­
tinues ? ' i

(f) Existe - t - il.une fonction f:R2— >R bornée, n'ayant pas
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de la propriété de Baire, dont toutes les sections fx sont des
dérivées et toutes les sections fY ont la propriété (K) ?

(g) Existe - t - i l  une fonction f:R2— >R n' ayant pas de
la propriété de Baire, dont toutes les sections fX sont appro-
ximativement continues à droite et toutes les sections fY sont
ponctuellement discontinues ?

 (h) Existe - t - i l  -une fonction f:R2—>R n'ayant pas de la
propriété de Baire, dont toutes les sections fX sont approxima­
tivement continues à droite et toutes les sections fY ont la 
propriété (K) ?

Remarque 3. On sait que toute fonction bornée f:R2—>R, dont 
toutes les sections f sont des dérivées et toutes les sectionsX
fY sont continues presque partout, a la propriété de Baire [10]

Problème 5. (voir aussi [5]) On sait que toute fonction 
f:R2—>R, dont toutes les sections sont approximativement 
continues et continues presque partout et toutes les sections
fY sont mesurables, est mesurable [25].

D'autre part l'hypothèse du continu implique qu'il existe 
une fonction f:R2— >R non-mesurable et telle que toutes ses sec­
tions fx sont approximativement continues et toutes les sections 
fY sont mesurables [1] . La classe de toutes les fonctions ap­
proximativement continues et continues presque partout est égale 
à la classe de toutes les fonctions continues par rapport à la 
topologie a. e. introduite par O'Malley dans [24] ; c'est - à 
- dire la topologie qui se compose de tous les ensembles d-ou- 
verts U tels que m(U) = m (In-t U) ( m désigne la mesure de Lebes­
gue dans R, Int 0 désigne l'intérieur de l'ensemble U et l'en­
semble U est dit d-ouvert lorsque tout point x  ϵ U est un point 
de densité de l'ensemble U (v. aussi [11])). La classe de toutes 
les fonctions approximativement continues est égale à la classe



de toutes les fonctions continues par rapport à la topologie de 
densité, c'est - à - dire la topologie qui se compose de tous 
les ensembles d-ouvets.

(a) Caractérisez la plus faible topologie T d'ensembles de
nombres réels telle qu'il existe une fonction f:R2— >R non-me­
surable dont toutes les sections fX sont continues par rapport 
à la topologie T et toutes les sections fY sont mesurables. 
(dans l'hypothèse du continu et sans l'hypothèse du continu )

(b) Dans le travail [24] O'Malley a introduit la r-topologie,
c'est - à - dire la topologie dont une base se compose de tous 
les ensembles d-ouverts et du type GJ et F6 à la fois. Existe -
- t - i l  (dans l'hypothèse du continu] une fonction non-mesurable

  f:R2— >R, dont toutes les sections fX sont г-continues (conti­
nues relativement à la r-topologie) et toutes les sections fY 
sont mesurables ?

Problème 6.

(a1) Soit f:R2— >R une fonction de deuxième classe de Baire.
La fonction f est - elle la limite d'une suite de fonctions 
fn:R2—>R  approximativement continues par rapport à la base or­
dinaire [28] et telles que toutes ses sections (fn) et(fn)y sont
approximativement continues ?                     X

(a2) Soit f:R2—>R  une fonction de deuxième classe de Baire.
Existe - t - i l  une suite de fonctions f continues par rapportn
à la topologie d  x d (d désigne la topologie de densité ) conve­
rgente en tout point.vers la fonction f?

(a3) Soit f:R2— >R une fonction approximativement continue 
par rapport à chacune de deux variables. Existe - t - i l  une 
suite de fonctions continues par rapport à la topologie produ­
ite d x d convergente en tout point vers f ?

(b)([ll],P 1023) Dans l'article [1 1] j'ai démontré le théo-
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rème suivant:
\ ’ .

Théorème 1. Si une fonction f:R— >R est la limite d'une sui­
te de fonctions approximativement continues et continues presque 
partout, alors elle satisfait à la condition suivante:

(b) étant donnés deux nombres réels a et b tels que a >b, 
si les ensembles non-vides

U c{x ϵ R:f (x) > a} et V c {xϵ R:f(x)< b}

sont tels que la densité supérieure de la fermeture С1(U) de 
l'ensemble U soit positive en chaque point x  ϵ U et la densité 
supérieure de la fermeture C1(V) de l'ensemble V soit positive 
en chaque point x ϵ V, alors Uȼ Cl(V) ou V ȼ C1(U) .

La condition (b) du théorème 1 est - elle suffisante pour que. 
f soit la limite d'une suite de fonctions approximativement con­
tinues et continues presque partout ?

(c)(l8], Problème) La fonction f:R 2—>R ayant toutes ses 
sections fX et fY continues presque partout et approximative­
ment continues est - elle toujours la limite d'une suite de fon­
ctions continues presque partout ?

Remarque 3. Il existe une fonction f:R2— >R ayant toutes ses 
sections fX et fY approximativement continues qui n'est conti­
nue en aucun point et qui n'est la limite d'aucune suite de 
fonctions continues presque partout [18].

Problème7. Dans l'artj.cle [26] Mauldin a caractérisé le sys- 
    tème de Baire généré par la famille des fonctions réelles con­

tinues presque, partout relativement à une mesure µ  dans un espa­
ce métrique, mesuré. Dans l'article [27] Preiss a démontre que 
toute fonction réelle d'une variable réelle de deuxième classe 
de Baire est la limite d'une suite de fonctions approximative­
ment continues, ce qui caractérise déjà le système de Baire
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généré par la famille des fonctions approximativement continues. 
Lе résultat de Preiss a été généralisé par moi dans [12] au cas 
où la fonction de deuxième classe de Baire est définie sur un 
espace métrique et mésuré satisfaisant certaines conditions 
supplémentaires.

(a) Caractérisez le système de Baire généré par la famille 
de toutes les fonctions f :R2 →R approximativement continues et 
continues presque partout.

(b) Caractérisez le système de Baire généré par la famille 
de toutes les fonctions f:R → R continues presque partout et 
étant des dérivées.

(c) Caractérisez le système de Baire généré par la famille 
des fonctions r-continues sur R.

(d) Caractérisez le système de Baire généré par la famille 
de toutes les fonctions f:R->R continues presque partout et 
surpassement continues. Une fonction g:R— >R est dite surpas­
sement continue au point x q lorsqu'il existe un ensemble mesu­
rable E et un nombre J > 0 tels que x O ϵ E, m (I ∩ E)/m(I)>l/2 pour 
tout intervalle I contenant x q et de longueur positive, plus 
petite que J et la fonction réduite g/E est continùe au point x O.

(e) Caractérisez le système de Baire généré par la famille 
de toutes les fonctions f:R— >R ayant la propriété (G) intro­
duite par moi dans [8] .(Une fonction f:R— >R a la propriété 
(G), lorsque, quels que soient l'ensemble mesurable A de mesure 
positive et le nombre ɛ >0, il existe un intervalle ouvert J tel 
que m(A ∩ J)>0 et osc f≤ ɛ  sur l'ensemble de tous les points de 
densité l'ensemble J ∩ A).

Remarque 4. Dans les travaux [13] et [14] j'ai caractérisé 
le système de Baire généré par la famille dé toutes les fonc­
tions ayant la propriété (к).

Remarque 5. Comparez les systèmes dans (a) -(e) avec le sys-



tème de Baire généré par la famille des fonctions continues. 

Problème 8. On sait que la mesurabilité d'une fonction 
f:R2->R et la continuité approximative de toutes les sections
f de cette fonction ou bien le fait que toutes les sections f x x
sont des dérivées impliquent la sup-mesurabilité de la fonction 
f ([8] et [15]).

(a) La mesurabilité d'une fonction f:R2— >R Et le fait que 
toutes ses sections fx sont surpassement; continues impliquent
- ils la sup - mesurabilité de la fonction f ?

(b) La mesurabilité d'une fonction f:R2— >R et la propriété 
de Zahorski de toutes les sections fX impliquent - elles la 
sup-mesurabilité de la fonction f ? (la propriété de Zahorski 
est définie dans le travail [31]). '

Problème 9. Dans le travail [29] Ślęzak a démontré que la 
propriété (G) de toutes les sections fX d'une fonction f:R2— >R 
et la propriété M4 de Zahorski [31] de toutes ses sections fY 
impliquent la mesurabilité de la fonction f. La propriété (G)
de toutes les sections  fX et la propriété de Zahorski [3l]
de toutes les sections fY  impliquent - elles la mesurabilité de
la fonction f ?

Problème 10. Dans l'article [16] j'ai démontré que toute 
fonction f:R3— >R approximativement continue par rapport à cha­
cune de trois variables est de classe 3 de Baire. Dans le travail
[30] Ślęzak a démontré le même théorème pour la fonction bornée
f:R3 —>R qui est une dérivée par rapport à chacune de trois va­
riables.

(a) La fonction f:R3— >R qui est une dérivée par rapport à 
chacune de trois variables doit - elle etre de classe 3 de Baire?

(b) Existe - t - il une fonction f:R3— >R (f:Rn— >R, n >3 ) 
approximativement continue par rapport à chacune de trois va-

\



riables (de n variables) qui n'est pas de deuxième classe de 
Baire (de classe n- 1 de Baire ) ?

(c) Existe - t - i l  une fonction f:R3—>R. ( f:Rn—>R, n >3) 
continue presque partout et approximativement continue par rap­
port à chacune de trois variables (de n variables ) qui n'est 
pas de deuxième classe de Baire (de classe n-î de Baire ) ?

Problème 1 1 . Dans l'article [17] j'ai introduit la défini­
tion suivante»

Définition. Soient R l'espace des nombres réels et T un en­
semble d'indices. On dit que la famille de fonctions ft.R— >R 
(tϵ T) a la propriété (A2) lorsqu'il existe pour tout ensemble 
fermé, non-vide.A c R un point x0ϵ A tel que les  fonctions part­
ielles ft/A (tϵ T ) sont équicontinues au point x q.;

et j'ai là démontré que la propriété (A2) de toutes les sec­
tions fX d'une fonction f:R 2→R et l'appartenance de toutes les 
sections fy de cette fonction à la classe J (J > 0 ) de Baire im­
pliquent l'appartenance de cette fonction f à la classe J de Ba­
ire. En outre, j'ai là démontré que la famille de fonctions 
f :R→ R (tϵR) semi - équicontinues supérieurement en chaque 
point x et bornées par u ne constante commune M a la propriété 
(A2), d'où il vient que l'appartenance de toutes les sections 
fY d'une fonction f:R2—>R à la classe J (J >o) de Baire et la
semi — équicontinuité supérieure de toutes ses sections fX  im­
pliquent l'appartenance de cette fonction f à la с1аззе J de 
Baire.

(a) Une famille de fonctions ft R— (tϵ T ) semi — équicon­
tinues supérieurement en chaque point x e R a - t - elle la  pro­
priété (a2) ?

(b) Une famille de fonctions f :R→ R (tϵ T) approximativement 
équicontinues en chaque point x  ϵ R a - t - elle la propriété 
(A2) ? [1 7] ( On dit que les fonctins ft :R→ R (t ϵ T)sont appro-
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ximativement équicontinues au point x  ϵ R lorsqu'il existe un 
ensemble E tel que X ϵ E, x est un point de densité de l'ensem­
ble E et les fonctions partelles ft/Е sont équicontinues au 
point x).

(c) Une famille de fonctions ft :R— >R (tϵ T ) surpassement
équicontinues en chaque point x ϵ R a - t - elle la propriété 
(A2) ? (On dit que les fonctions f :R— >R (tϵ T ) sont surpasse- t 
ment équicontinues au point x  ϵ R lorsqu'il existe un ensemble 
E et un nombre J>0 tels que x ϵ E, m(I ∩ E)/m(I) > 1 /2 pour tout 
intervalle I contenant x, de longueur positive, plus petite que 
J  et les fonctions partielles ft/E sont équicontinues au point 
x).

(d) Une fonction f:R2— >R, dont toutes les sections fX sont»

approximativement équicontineus en chaque point  x ϵ R et toutes
les sections fY appartiennent à  la classe J(J >o) de  Baire appar­
tient - elle à la classe J de Baire ?

(e) Une fonction f:R2 → R, dont toutes les sections fX sont 
surpassement équicontinues en chaque point x ϵ R et toutes les 
sections fY appartient à la сlasse J (J >0) de Baire appartient
- elle également à la classe J de Baire ?

\

Remarque 6. Remarquons que la réponse affirmative au problè­
me (b) et (c) respectivement donne tout de suite la réponse af­
firmative aux problèmes (d ) et (e) .

 Problème 12. Soit f:R2 → R  une fonction approximativement
continue par rapport à la base ordinaire [28] . Désignons par
A (f ) l 'ensemble

{(x,y) :fx n'est pas approximativement continue au point y ou
bien fY n'est pas appraximavivement continue au
point X }.

On sait que l'ensemble A(f) peut être dénombrable infini.
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(a) L'ensemble A(f) peut - il être indénombrable/?
(b ) Caractérisez les ensembles A(f) .

Problème 13. Dans l'article [19] j'ai démontré le théorème 
suivant :

Théorème. Soit A с [0,l] un ensemble. Роur qu'il existe pour 
toute fonction de première classe de Baire g: [0,1]→ R une fonctionf

:[0,1]→R continue presque partout,approximativement continue 
et telle que {x ϵ [0,1] : f(x) = g(x)}ͻ A, il faut et il suffit
que la fermeture Cl(A) de l'ensemble A soit de mesure zéro.

 
Ce théorème a été généralisé dans l'article [20] pour le cas  

des fonctions définies sur [0, l] avec une mesure µ  plus généra­
le que la mesure m .de Lebesgue et aux valeurs dans un espace 
de Banach Y .

(a) Le théorème précédent rèste - t - i l  vrai dans le cas 
des fonctions f,g:R2→R, si la continuité presque partout sera 
rapportée à la mesure m2 de Lebesgue et la continuité approxi­
mative de la fonction f sera rapportée à la base ordinaire?

(b) Le théorème précédent reste — t - i l  vrai dans le cas 
des fonctions f,g:R2— >R et de la mesure m2, si la continuité 
approximative de la fonction f sera remplacée par la continuité de 
cette fonction f par rapport à la topologie d  x d ?

(c ) Lé théorème suivant est - il vrai ?
Théorème. Soit A c  R2 un ensemble. Pour qu'il existe pour 

toute fonction g:R2— >R de première classe de Baire une fonction
  f:R2—>R continue presque partout par rapport à la mesure m2

approximativement continue relativement à la base forte [28] et 
telle que {(x,y) ϵ R2:f (x,y) = g(x,y)}ͻ A, il faut et il suffit 
que toutes les sections (C1(A))X = {y ϵ R:(x,y)ϵ C1(A)} et
(Cl(A)) У = {X ϵ R :(x,y)ϵ Cl(A)} de la fermeture Cl(A)de l'ensem­
ble A soient de mesure zéro.
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Problème 14. (.comparer [21]). Le théorème suivant est - il 
vrai ?

Théorème. Soient С l'espace des nombres complexes et Y l'es­
pace complexe, séparable de Banach (ou même de Hilbert) de di­
mension infinie. Soit g:R→ Y une fonction bornée. Pour que le 
produit f g de toute dérivée bornée f:R—>C avec la fonction g 
soit une dérivée, il faut et il suffit que la fonction g soit 
approximativement continue. (Une fonction g:R— >Y est dite ap- 
proximativement continue au point x lorsque g est mesurable et 
X  est un point de densité de l'ensemble g - 1 (U) ,  quel que soit 
l'ensemble ouvert U  c Y contenant g(x) .

Remarque 7. Dans le cas où Y est de dimension finie ce thé­
orème résulte du plus général théorème 12 de [2l].

• I
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LES PROBLEMES CONCERNANT LES PONCTIONS REELLES 

Résumé

Dans cet article on formule les certains problèmes ouverts 
concernant les fonctions réelles d'une et de deux variables.

I


