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UNE CONDITION ÉQUIVALENTE  A LA MESURABILITÉ 
D'UNE PONCTION DE DEUX VARIABLES

S o it  R l 'e s p a c e  des nombres r é e l s .  Pour une fo n ctio n  quelcon­
que f : R —*-R posons

Aa (f ]  = j x : a< f(x )| - e t  Ab (f ] = | x : f  (x) < b | .
щ .  .

Convenons de d ire  que l a  d en s ité  e x té r ie u re  su p ér ieu re  Dg (x,E j 
de l'en sem b le  £ cR  au po in t x , ap p arten an t ou non â  l 'en sem b le  E, 
e s t  é g a le  à  d lo rsq u 'o n  a

m*IE Л Гх-h .x+ kl) lim  sup ----- 1— г?Г —x = d ,
0-ch ,k-»0 ü

l 'e x p r e s s io n  au num érateur in d iq u an t l a  mesure e x té r ie u re  de l a  
p a r t ie  de E comprise en tre  x-h  e t  x+k. On d é f in i t  de même f a c on 
la- d en s ité  e x té r ie u re  in f é r ie u r e  e t  l a  d en s ité  to u t co u rt -
(v o ir  [ 16] e t  [ l l ] , p . b . )  .

Pour une fo n ctio n  de deux v a r ia b le s  f:R ^—*R  posons 

f x ^  = e t  = f  Ь »у) •

Ce sont le s  s e c t io n s  de l a  fo n c tio n  f  correspondant aux v a leu rs  
x e R  / re sp . y e R / f ix e e s . Dans p résen t t r a v a i l ,  nous a l lo n s  r é -  
fo lm u le r  le s  r é s u l t a t s  de Z.Grande de [10 ] aux terms des ensem­
b le s  a s s o c ié s  / v o ir  [1]/ en obtenant une n o uve lle  co n d itio n  équ­
iv a le n te  à l a  m e su ra b ilité  au sens de Lebesgue d 'une fo n ctio n  
f :R 2—* R .  Dans le  t r a v a i l  [10 ] Z.Grande a  in tro d u it  l a  d e f in it io n



su iv a n te .
D é f in it io n  1. Une fo n c tio n  m esurable f :R  —*R e s t  d i t e  dégéné­

ré e  au p o in t x Qé- R l o r s q u ' i l  e x is t e  un in t e r v a l l e  ouvert U = 
( a ;b ) c R  t e l  que f ( x )  U e t  que xq e s t  un po in t de d isp e rs io n  
de l'en sem b le  f  Нц) = | x : a < f ( x ) < b j  = A ^ f ) /> A ^ fj c 'e s t - à -  
d ir e  Ds ( x o, f " 1 (u)) = 0 .

On v o it ,  que ce sont le s  p ro p r ié té s  des images ré c ip ro q u es 
d 'une base topo logique de l 'e s p a c e  R, q u i jo u ie n t l a  r ô le  fon­
dam entale dans c e t te  d é f in i t io n .  Dans c e t  a r t i c l e  on expose l e s  
conséquences de rem p lacer dans l a  d é f in i t io n  1 des im ages r é c ip ­
roques d 'une base par c e l l e s  d 'une dem i-base . Dans c e t  but nous 
a l lo n s  ac c e p te r  l a  d é f in it io n  p lu s  l a r g e .

D é f in it io n  2 . On d i t ,  que une fo n c t io n  m esurable F:R -*-R e s t
dé générée au po in t x e  R l o r s q u ' i l  e x i s t e  un nombre b e R  t e l  que 

о Ъ
1/ f ( x j <  b, 2/ xq e s t  un po in t de d isp e rs io n  d e l'en sem b le  A (f).
Une fo n c tio n  m esurable g:R -^R  e s t  d i t e  f-d égén érée  au  po in t
Xq£- H, lo rsq u e  l a  fo n c tio n  f  = -g  e s t  ^-dégénérée en ce po in t x q.

P ro p o sitio n  1. S i  l a  fo n c tio n  m esurable f:R ~ ^R  e s t  'f’- d é g é -  
n fée au po in t XQe  H ou b ien  j,—dégénérée au po in t x q €.R , e l l e  
est a u s s i  dégénérée au  sens de l a  d é f in it io n  1, en ce po in t x q.

D ém onstration. S o it  f  une fo n ctio n  ^—dégénérée au po in t x q. 
I l  en r é s u l t e  que x e s t  un po in t de d isp e rs io n  de l 'en sem b le  
Àa (f) = f “ 1( ( a ,  oû)J pour c e r t a in  a e R .  S o it  b eR  un p o in t t e l  
que b ? f ( x o) > a .  Remarquons que f(.XQ) c ( a ,b )  e t  f  1 ^ (a ,b )) = 
Aa ( f ) 0 A b( f ) c A a ( f )  . En se servan t des f a i t s  concernant l a  me­
sure on v é r i f i e  fa c ilem en t que l a  d en s ité  su p ér ieu re  de l'ensem » 
b le  f “ 1((a ,b )) au po in t x q ne dépasse pas l a  d e n s ité  de l'en sem ­
b le  A ( f )  en ce p o in t . E lle  s 'a n n u le  donc, comme f  e s t  une fo n -3,
ction f -  dégénérée au x q. La fo n ctio n  f  est donc dégénérée au 
sens do l a  d é f in it io n  1.La même méthode peut ê t r e  ap p liq u ée  au­
s s i  aux fonctions j,-  d égén érées. □
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V o ic i deux exem ples, qu i exprim ent une in éq u iv a len ce  en tre  
d é f in it io n s  1 e t  2 .

x Ć 0Exemple 1 . l a  fo n c t io n  R $ x i - > t ( x )  =
; x = 0

n 'e s t  n i  f .-  d ééén érée , n i dégénérée au po in t xq = 0 , c a r  pour 
tous le s  nombres f i n i s  a<  0 e t  b> 0 l a  d e n s ité  de l 'en sem b le  
Aa W  au po in t x q = 0 e s t  é g a le  à  ~ ~  e t  l a  d en s ité  de l'en sem ­
b le  A^(f] e s t  l â  -  bas a u s s i  é g a le  à  .  Cependant x q = 0 e s t  
un p o in t i s o lé  de l'en sem b le

f “ 1( ( a ,b ) )  «  Aa ( f j  0  Ab ( f j  .

Le p o in t x q = 0 e s t  donc un p o in t de d isp e rs io n  de c e t  ensemble 
e t  f  e s t  dégénérée au  po in t x q = 0 au sens de l a  d é f in it io n  1.
On s a i t ,  que chaque d é r iv é e  bornée, r i 'e s t  n i  f -  d égénérée, n i  
j , -  dégénérée en aucun p o in t . M ais, m aigre c e la  e l l e  peut e t r e  
de'genéree par exemple au  xq = 0 .
En e f f e t  posons

0 <"x ^ l/ n 3 , 

l/n3 < x ^ l/ 2  -  1/n3,

1/2 -  l/n3C x ^ l/ 2 +  1/n3 , 

l/2 + 1/n3< x^"1 -  1/n3 ,f n ^ )  =

r n3x

1

* 3 (

] -1
3-n

\
V 0

n3 ( l  -  x ] 1 -  1/nJ <X<1

C e là  é t a n t ,  formons l a  fo n c tio n :
00

Э х !—2> g(x ) = f n (n 2X + nx -  n )  -  2 “. “ SX -  n 2x )e H .
n=2 n=2

Eemarquons, que l a  fo n c tio n  g e s t  b ien  d é f in ie ,  comme, q u e l que 
s o i t  la .  po in t x& R , e l l e  ne s 'a n n u le  au  p lus su r une des compo­
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san te s  de l a  s é r ie  à d r o it e ,  Ch v o it  fa c ilem en t que g (o ) = 0 e t 
que |g(x)| $ 1 , g(-x) = -  g (x ) en to u t po in t x .  S o it  h un nombre 
p o s i t i f .

Désignohs par n^ l 'e n t i e r  de 1/h. I l  e s t  év id en te , que

— L - * h < - 3 -  
V  1 nh

I l  en découle que

J  g t  d t I <  I “y  g t  d t j = V  dt = — L- -  j -  =
0 1 / n .+1 1 1 / n ,+1 %  l ih

1
V v  1)

d'où i l  v ie n t  | - J -  / g ( t ) d t  + l ) - ^ T 7 J

où nous avons u t i l i s é  du f a i t ,  que <T n^ + 1 .

Nous avons d é jà  montré, que g e s t  une d é r iv ée  bornée. I l  e s t  
m an ifeste  que

0 ^  »(i*= l« W U  i lH - h u ü - ^ f b i - 1  . ( { „ I j W U  hj.

Ł + 1 .
= -----2------ 2m(|xî |g(x)}< l} .n | o fh ] ) .

Du
С  "1

f a i t  [o »h j С  j v j;y  ;  —J— i l  r é s u l t e  que

m({xs |g(x)) < 1 } n [0 ,h ]  ^  2 ,  —J  ,  ^  ^  " V  •
1 J k=nh k*(k+l) k=nfa k4

Pour v é r i f i e r  ces  in é g a l i t é s  remarquons, que chaque in t e r v a l -  
- t * -  ■; ~~J e s t  l a  somme des P  p e t i t s  in t e r v a l l e s  congru­
e n ts . Seulement le s  4 de ęux a p p a r t ie n t  à  l 'im ag e  réc ip ro q u e 
g”  ( ( - u  . ) ) ,  d 'où i l  v ie n t  no tre e s t im a t io n . I l  décou le de ces
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ra isonnem ents que

En posant U = ( - 1 ,1 )  nous voyons: g e s t  dégénérée au po in t xq= 0 . '
La d e n s ité  su p é r ieu re  de l'en sem b le  à a (g] siu po in t x q = jo 

e s t  é g a le  au moins 1/2 , q ue l que s o i t  l e  nombre a < 0 , c 'e s t - à -  
d ir e  l a  fo n ctio n  g n 'e s t  pas dégénérée au po in t x q = 0 . Pu­
isq u e  l a  fo n c tio n  g e s t  im p a ire , e l l e  n 'e s t  dégénérée non - 
p lu s . Donc l a  fo n c tio n  g a  to u te s  l e s  p ro p r ié té s  e x ig é e s .

D é f in it io n  3 . ([11] , d é f in it io n  4 ) On d i t  qu'une fo n ctio n  
f :H — possède l a  p ro p r ié té  (&) lo rsq u e , q u e ls  que so ien t un 
ensemble A cE  m esurable de mesure m(A) p o s it iv e  e t  l a  nombre 
j> 0 ,  i l  e x is t e  un in t e r v a l l e  ouvert U cE  t e l  que т (А л и ^ > 0  e t  
ose f< £ su r l'en sem b le  de tous le s  p o in ts  de d en s ité  de l'en sem ­
b le  A nU , c 'e s t - à - d i r e  su r  le  d - in te r ie u r  de l'en sem b le  A f\ D 
( v . [ 6 ] ) .

Toutes l e s  fo n c tio n s  f :E —>-R de prem ière c la s s e  de B a ire  ont 
l a  p ro p r ié té  (g) . I l  e x is t e  des fo n c tio n s  n o n -b o ré llien n es  qu i 
a p p a r t ie n t  à  l a  c la s s e  de to u te s  l e s  fo n c tio n s ayan t l a  p ro p rié ­
té . ( g) .

Toute fo n ctio n  f : R — ayan t l a  p ro p r ié té  ( g) e s t  mesurable 
(v . [ 1 1 ] ) .

Hous usérons dans ce q u i s u i t  l e s  r é s u l t a t s  s u iv a n ts .
Lemme 1 . ( [5] ,  Ы ,  [8j ) *  S o it  (x ,ÎIJ,^)un espace mesurable iavec 

l a  mesure ß lf in ie y H . ‘Supposons qu'une fo n ctio n  f :X —»H s o it  t e l l e  
que, q u e l s o i t  l e  nombre ,1 a  c la s s e  d 'ensem bles

De = j  D e Ш  : ose f  ^ t  J  

s a t i s f a s s e  à  l a  co n d itio n  su iv a n te :
( e )  i l  e x is t e  pour to u t ensemble A e  T[t> de me sure yU p o s it iv e  un
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ensemble D e| ){ t e l  que D e l et/<(p)> 0 .
Dans ces hypothèses l a  fo n c tio n  f  e s t/ i-m e su rab le , où ^ d é s ig n e  
l a  com plété de l a  mesure

* Lemme 2 . (7 ] . lemme 2} [8 ] , p . 157 ). S o it  AcR^ un ensemble
m^-m esurable. Dans ces  hypothèses i l  e x is t e  un ensemble В du t y ­
pe Ify e t  t e l  que m2 (A \ B ) = 0 e t  Bc+B c 'e s t - à - d i r e :
1° to u t p o in t (x ,y jg B  e s t  un po in t de d e n s ité  de l'en sem b le  B,
2° q u e l que s o it  l e  po in t ( x , y ) e B ,  x e s t  un po in t de d e n s ité  de 
l a  se c t io n  B^ = j t g R :  ( t , y ) e  b J  e t  y  e s t  un po in t de densit'é  de
l a  se c t io n  B = j  u e R : (x ,u ) e  B>.

^ л 2
Lemme 3 . ( [lÔ]j. S o it  f  :R —»H une fo n c t io n  m esurab le . A lo rs 

l 'en sem b le  j ( x , y ) g R 2 :f^  e s t  dégénérée au po in t x j  e s t  de mesure 
n u l le .  D

Le théorème dont i l  s ' a g i t  dans c e t  a r t i c l e ,  s 'énonce de l a  
f  aç on su iv an te  :

2Théorème 1. S o it  une fo n ctio n  f :R  —?R  t e l l e  que to u te s  se s  
s e c t io n s  f  x^ e  3 possèdent l a  p ro p r ié té  (ß )  e t  to u te s  se s  sec ­
t io n s  f^ ° (x ) = f ( x , y Q) ", y Q£R so ien t m esu rab les. Pour que l a  
fo n c tio n  f  s o it  m esurab le , i l  f a u t  e t  i l  s u f f i t  que l'en sem b le  
A(f ) = { ( * . у ) ей 2  :f^  e s t  f-d égén érée  ou b ien  ^ .-dégénérée au pô - 
in t  x j  s o i t  m esurable de mesure zéro .

D ém onstration. =£> : L 'in c lu s io n  A (f) c .  | (x ,y ) &R ^:f^  e s t  dégé­
nérée au po in t x j r é s u l t e id e  l a  p ro p o sitio n  1. A lo rs m(.A(f)) = 0 
c a r  d 'a p rè s  le  lemme 3 l 'en sem b le  A(f) e s t  un sous-ensem ble d 'un  
ensemble de mesure n u l le .

: La dém onstration se ra  fondée sur l e  lemme 1. S o it  un ensem­
b le  m esurable E cR ^, t e l  que ш,Де) > 0 e t  f ix o n s  un nombre r é e l .  
£ > 0 .

Désignons p ar Q l'en sem b le  des p o in ts  xe-R pour le s q u e ls  l a  
coupe E  ̂ e s t  m esurable e t  m(Ex j?> 0 , I l  r é s u l t e  du théorème de Fu - 
b in i ( [ 1 3 ] ,  p .147) que l'en sem b le  4 e s t  m esurable e t  q u ' i l  e s t  
de mesure p o s it iv e .  S o ien t (T- ) l a  s u i t e  dénombrable de tous le s
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in t e r v a l l e s  ouverts d 'e x tr é m ité s  r a t io n n e l le s  e t  ( l a  s u i te  
de to u s l e s  in t e r v a l l e s  ferm és d 'e x tr é m ité s  r a t io n n e l le s  dont l a  
longueur <T(x ) e s t  p lu s  p e t i t e  que £ . Désignons par Q l'en sem -4 П' Г8
b le  de tous l e s  p o in ts  x eQ  pour le s q u e ls  m 0 e t  f  (x *s)
6 К pour to u t po in t y  q u i e s t  un p o in t de d e n s ité  de l'en sem b le

EX r f r -  ’  '

Evidemment U  L l  Q с  Q.
r  s r s

Toute coupe f^  possède l a  p ro p r ié té  ( g ) e t  par conséquent on
a  CJ = \ J Q  , I l  e x is t e  donc un coup le d 'in d ic e s  n a tu r e ls  

r  s
( ro, s o) t e l  que l a  mesure e x té r ie u re  n i*^  a ) e s t 'p o s i t iv e .  Dési­
gnons p ar P l'en sem b le  de tous le s  p o in ts  x e f i  dans le s q u e ls  l a
d e n s ité  e x té r ie u re  de l'en sem b le  Q_ e s t  é g a le  à  1 . L 'ensem ble 

/ 1 ^ o so
P e s t  ! d 'a p rè s  le  théorème connue de Lebesgue, v . |_16J , p . 1 4 7 / me­
su rab le  e t  m(P) e s t  p o s i t iv e .

Posons G = E n f P x '^   ̂\  A (f) . L 'ensem ble G e s t  a u s s i  mesura­
b le  e t  m ( g) > 0 , pu isque pour chaque x£Q  , on a  m(G ) > 0 .

t*o®o
D 'ap rès le  lemme 2 i l  e x is t e  l'en sem b le  ZcG , du type [F$- e t  t e l  
que m^(GNZ) = 0 e t  ZC + -Z.
Remarquons, que Z cE  e t  Z e s t  m esurab le , de mesure p o s i t iv e .  Pour 
f i n i r  l a  dém onstration  i l  s u f f i t  de 
to u te s  l e s  p o in ts  (x ,y )e Z .

F ixons ( Х0»У0) £ Z. Supposons, au c o n t r a ir e ,  que f ( x o, y Q) ^  Kg=* 
= [ k , l ]  . A lo rs ou b ien  f ( x Q, y oJ > l  ou b ien  f  (x ^ y ^ J  <: k . Par r a ­
iso n  de d u a l i t é  nous pourrons sans r e s t r e in d r e  l a  g é n é r a l i t *  
supposer, que f  (x Q, y ô  > 1 > k.

Posons
a = + f ( x o, y o)) .

Liais une se c t io n  f^  n 'e s t  n i f - n i  ^ .-dégénérée, a lo r s  x q £ | te -R : 
f ( t , y Q̂ > a |  e t  le  d e n s ité  su p ér ieu re  de c e t  ensemble au po in t x0

montrer que f ( x , y ) é
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e s t  p o s i t iv e .
Désignons c e t te  d e n s ité  par oC :

* * = Ds  ( v  { te 1 ^ : f  (t ' y 0')> a j )  • '

D 'au tre  p a r t l e  po in t x q e s t  un po in t de d en s ité  e x té r ie u re  de
l'en sem b le  Q e t y e т  . Ain&i i l  e x is t e  l ' i n t e r v a l l e  ou- r 0s 0 o h  о
v e r t  jr contenant x q e t  t e l ,  que l a  d e n s ité  moyenne de l'en sem ­
b le £ t :  f  ( t , y ^  > a  J  su r ^  e s t  p lu s  grande que ^/2 e t  l a  d en s i­
té  moyenne de l 'en sem b le  | t : f  ( t » y Q)  e   ̂ su r ^  e s t  p lu s  gran­
de que 1 -  °^/4.

Par conséquent ces  deux ensembles ont un po in t commune, que 
nous désignons par t Q. Remarquons que f ( t o, y Q) > a ,  ce qu i e s t
c o n tr a ir e  avec le  f a i t  que f ( t  , y  .. i  jx  ± л.'  o  J о I s 0 e t  l a  dém onstration  e s t -
achevée .

Remarque 1. Dans l e  théorème 1 on ne peut pas se borner à
l 'h yp o th è se  que presque to u te s  le s  s e c t io n s  f^  sont seulem ent
î — nondégénérées on b ien  seulem ent J—•nondégénérées. En e f f e t ,

2s o i t  S c S  l'en sem b le  nonmesurable, q u i a  au p lu s un p o in t com­
mun avec chaque d ro ite  h o r izo n ta le  e t  avec chaque d ro ite  v e r t i ­
c a l e .  La co n stru c tio n  de t e l  ensemble a  é té  donnée par W. S ie rp iń ­
s k i  dans [/17 ] .  L ' in d ic a t r ic e  de c e t  ensemble e s t  une f o n c t io n 1 
nonmesurable dont to u te s  le s  se c t io n s  p ro p r ié té  (  & )  f
e t  to u te s  le s  coupes ont ^— dégénérées ta n d is  que e l l e s  ne
sont pas ^— d égénérées.

Remarque 2 . En comparant l e  théorème 1 avec l a  théorème don­
née1 par Z.Grande dans son a r t i c l e  [ 10]  on v o it  fa c ile m e n t , que 
pour l e s  fo n ctio n s m esurab les de deux v a r ia b le s  l e s  co n d itio n s 
c i  -  dessous sont é q u iv a le n te s :
(1 ) ftc .y) : f^  e s t  j t— dégénérée ou b ien  jr -d ég én é rée  au po­

in t  x j j  = 0 f
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(2 ) т ,Д | ^ ,у ) : f^  e s t  dégénérée au po in t x^') = 0 .
D é f in it io n  4 .  ( [ 1 8 ] ,p .3 )  : L 'ensem ble E du type !)> n 'é ta n t

pas v id e  e s t  d i t  q u ' i l  re m p lit  l a  co n d itio n  ¥, s ' i l  e x is t e  une4
s u i t e  des ensembles ferm és ( pn ) e t  une s u it e  de nonbres(^n},
0<tJn <1 t e l s  que E = F^ e t  que pour chaque x e F  e t  to u t

n=1 - ,
c > 0  i l  e x is t e  un nombre 1 = £ (x ,c )> 0  jo u is s a n t  de l a  p ro p rié ­
té  s u iv a n te : pour tous l e s  h e t  t e l s  que hh^> 0 , h/h^< c ,

|h + h -,|< É.(x »°) on a

...ф . O.&.th .x+ h+ hJ >  ï] >Q
I M  ‘ n

En ou tre  on d i t ,  qu 'un  ensemble v ide r e m p lit - a u s s i  c e t t e  condi­
t io n  1Л .  l a  fo n ctio n  f :R - * R  a p p a r t ie ù t  /par d é f in i t io n / à  la
c la s s e  il* , s i  pour to u t a g R  l'en sem b le  A ( f )  a p p a r t ie n t  à U ,;4 & : 4
f  a p p a r t ie n t  à  l a  dasse *M, s i  -  f  a p p a r t ie n t  à  ŁI". Enfin on dé-4 ‘ 4
f i n i t

\ =  ц;о * и 4 .

I l  e s t  connu, que l e s  d é r iv é e s  bornées ap p artien n en t l a  c la s ­
se j  v o ir  И / .  /

Théorème 2 . S o it  f :R ^ —̂ R une fo n c tio n  de deux v a r ia b le s  dont 
to u te s  le s  s e c t io n s  f  ont l a  p ro p r ié té  ( g) e t  to u te s  l e s  sec ­
t io n s  f^  ap p artien n en t à  l a  dasse M de Z ahorsk i, l a  fo n ctio n  f
e s t  m esurab le .

D ém onstration: En u t i l i s a n t  l e  théorème 1, i l  f a u t  démontrer 
que to u te  fo n ctio n  de l a  c la s s e  n 'e s t  n i f — n i  dégénérée. 
Dans ce but i l  s u f f i t  de dém ontrerî

Lemme 4 .Supposons que l'en sem b le  E re m p lit  l a  co n d itio n  
A lo rs dans E i l  n 'y  a  pas aucun po in t de d isp e rs io n .

D ém onstration. Ź tant f ix é  un po int x € E  supposons au co n tra ­
i r e  que d (x , e) = 0 .  ^
E crivons E sous l a  forme E = F , Gi (fJ  = F ,

n=1
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où C l (P ^ /-désigne comme d 'h ab itu d e  l a  ferm eture  de l'e n sem b le  P^.
I l  e x i s t e  le  nombre n , t e l  que x e F .  . D 'après l a  d é f in it io n  4X - nx
ch o is is so n s  Y] > 0 e t  l -  £ ( x , c =2 ) >0  t e l s  que pour to u te s  nom- 
b res h , h  ̂ pour le s q u e ls

(a ) hh > .0, (b) h/h1 <c=2 , ( c )  ]h  + h | < 6

on a  m(E nQx+h,x+h+h1] )

Posons’ h = ^ > 0  /grace c=2 nous pourons le  f a iте/. Pour h <  V 2
i l  e s t  m an ifeste  que ) m (e [x -2 h ,x -h 3 )>  7n h

( 2) m(s 0 fx+h,x+2hjj> h .

I l  n 'y  a  q u 'à  décomposer l'en sem b le  E /) [x-2h,x+2h~] sous l a  fo r ­
me (e Л [x - 2 h ,x -h ] ) u  (e  Л [x-h,x+h]^ V Ê f] [x-t-h, x+2h3j . Des ( i j  e t
(2 ) on o b tien t l a  r e la t io n
(3) m̂ E Л [x-h,x+h3 ) =
' = m (E £[x -2h,x+2hJ J  -  т ( в л  [x+h,x+2h] m̂ E r\ [x -2 h ,x -h 3  'j <

< m(E n [x -2h ,x+ 2h ]) -  2 ^ h ;

considérons le  rap po rt

—in ,(g_ flly.-RhjXt.ghD. ___ *  T5 _ n (x  к ^
4h h=iD "  -  "Vх »

En d iv is a n t  l ' i n é g a l i t é  ^3 ) par 4 h 7 0  e t  en p assan t avec h v e rs  
0 nous;obtenons

„ D<D -  ~i~ >?2 4 2 I nx

I l  découle immédiatement de no tre  c a lc u l  que D^V7 > 0 ,  ce qu i
lnx

c o n tr é d it  l 'h yp o th è se  que x e s t  un po in t de d isp e rs io n  de l 'e n ­
semble E. C ette  co n tra d ic t io n  f i n i t  l a  dém onstration .

2
C o ro lla ir e  1. S i  to u te s  l e s  se c t io n s  d 'une fo n c tio n  f :R  —■ R
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ont l a  p ro p r ié té  /g^ e t  s i  to u te s  s e s  s e c t io n s  f^  sont le s  d é r i ­
vées bornées /ou l e s  d é r iv é e s  app rox im atives bornées -  v o ir  JjĄji 
l a  fo n c t io n s  f  e s t  m esurab le .

C et r é s u l t a t  a  é té  exposée au ^9^, mais l a  méthode Jest tout 
d i f f é r e n t .  Dans l e s  co n s id é ra t io n s  de Z,Grande sont fondées 
su r l a  p ro p r ié té  (;j/de £ l5 j • Pour des d é r iv é e s  nbnbornées sub* 
s i s t e  le  même r é s u l t a t  J v o ir  £l4j/.
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ОДНО УСЛОВИЕ ЭКВИВАЛЕНТНО ИЗМЕРИМОСТИ ФУНКЦИИ 2 ПЕРЕМЕН­

НЫХ«

Содержание

В работе доказывается условие эквивалентно измери­

мости функции 2 переменных такой, что секции обладают 

свойством ( C j ) ,  a  \Id -  измеримы.
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Отсвда вытекает измеримость функции, у  которой «р* о6-> 
ладают свойством ( G ) а ^ ^ являются ограниченными произ­

водными.

#


