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UNE CONDITION EQUIVALENTE A LA MESURABILITE
DUNE PONCTION CE DRUX VARIABLES

Soit R I'espace des nombres réels. Pour une fonction quelcon-
que f:R —=R posons
Aa(f] =jx:a<f(x)]- et Ab(f] =|xf X <b].

Convenons de dire que la densité extérieure supérieure DI_cJ;J'('x,Ej'
de l'ensemble £cR au point x, appartenant ou non & l'ensemble E,
est égale a d lorsqu'on a

lim sup —C BNk _
0-ch,k-»0 i

I'expression au numérateur indiquant la mesure extérieure de la
partie de E comprise entre x-h et x+k. On définit de méme facon
la- densité extérieure inférieure et la densité tout court -
(voir [16] et [I],p.b.) .

Pour une fonction de deux variables f:R"—R posons

fx ~ = et =f bry) o
Ce sont les sections de la fonction f correspondant aux valeurs
xeR /resp. yeR/fixees . Dans présent travail, nous allons ré-
folmuler les résultats de Z.Grande de [10] aux terms des ensem-
bles associés /voirk en obtenant une nouvelle condition équ-
ivalente a la mesurabilité au sens de Lebesgue d'une fonction
f.R2—=*R. Dans le travail [10] Z.Grande a introduit la definition



suivante.

D éfinition 1. Une fonction mesurable f:R —=*R est dite dégéné-
rée au point x@ R lorsqu'il existe un intervalle ouvert U=
(a;b)cR tel que f(x) U et que xg est un point de dispersion
de l'ensemble f Hy) =|x: a<f(x)<bj =A"f)SANj c'est-a-
dire Ds(xo,f"1(u)) =0.

On voit, que ce sont les propriétés des images réciproques
d'une base topologique de l'espace R, qui jouient la r6le fon-
damentale dans cette définition. Dans cet article on expose les
conséquences de remplacer dans la définition 1 des images récip-
roques d'une base par celles d'une demi-base. Dans cet but nous
allons accepter la définition plus large.

D éfinition 2. On dit, que une fonction mesurable F:R -*-R est
dégénérée au point x e R lorsqu'il existe un nombre beR tel_que
1/ f(xj< b, 2/ xqgest un point de dispersion del'ensemble A (f).
Une fonction mesurable g:R -*R est dite f-dégénérée au point
Xg&H, lorsque la fonction f = -g est~-dégénérée en ce point xq.

Proposition 1. Si la fonction mesurable f:R~"R est f-dégé-
nfée au point X@ H ou bien j—dégénérée au point xq€.R , elle
est aussi dégénérée au sens de la définition 1, en ce point xq.

Démonstration. Soit f une fonction ~—dégénérée au point xq.
Il en résulte que x est un point de dispersion de l'ensemble
Aa (f) =f“1((a, o0)J pour certain aeR. Soit beR un point tel
que b?f(x0>a. Remarquons que f(.XQ c(a,b) et f 17(a,b)) =
Aa(f)OADb(f)cAa(f) . En se servant des faits concernant la me-
sure on vérifie facilement que la densité supérieure de l'ensem»
ble f“1(a,b)) au point xq ne dépasse pas la densité de l'ensem-
ble Ag(f) en ce point. Elle s'annule donc, comme f est une fon-
ction f- dégénérée au xq. La fonction f est donc dégénérée au
sens do la définition 1.La méme méthode peut étre appliquée au-
ssi aux fonctions j,- dégénérées. O



Voici deux exemples, qui expriment une inéquivalence entre
définitions 1 et 2.

Exemple 1. la fonction R$xi->t(x) = x C0
o x =0
n'est ni f.- dééénérée, ni dégénérée au point xgq=0 , car pour
tous les nombres finis a< 0 et b>0 la densité de l'ensemble
AaW au point xq = 0 est égale a ~~ et la densité de I'ensem-
ble A~(f] est |4 - bas aussi égale a . Cependant xq = 0 est

un point isolé de I'ensemble
f“1((a,b)) « Aa(fj 0 Ab(fj

Le point xg = 0 est donc un point de dispersion de cet ensemble
et f est dégénérée au point xg =0 au sens de la définition 1.
On sait, que chaque dérivée bornée, ri'est ni f- dégénérée, ni
j,- dégénérée en aucun point. Mais, maigre cela elle peut etre
de'genéree par exemple au xg = 0.

En effet posons

I n3x 0<'x”™/n3,
1 I/n3<x”1/2 - 1/n3,
*3 ( 1/2 - I/n3Cx"™I/2+ 1/n3 ,
fn?) = 1/2 A
1 -1 + 1/n3< x™'1 - 1/n3,
-|m§(l - X] 1- 1/nj<X<1
\
Vv 0
Cela étant, formons la fonction:
00
IxI—>g(x) = fn(n2X + nx - n) - 2 ¢ “ SX - n2x)eH.
n=2 n=2

Eemarquons, que la fonction g est bien définie, comme, quel que
soit la. point x&R, elle ne s'annule au plus sur une des compo-
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santes de la série a droite, Ch voit facilement que g(o) =0 et

que Jag(x)] $1, g(-x) =- g(x) en tout point x. Soit h un nombre
positif.
Désignohs par n® I'entier de 1/h. 1l est évidente, que
— L -*h<-3-
vV 1 nh

Il en découle que

Jgtdti< 1 “y gtdtj= V dt =—L-- j- =
0 1/n.+1 1 1/rh+1 % li
1
V v 1)
d'ou il vient |-J- /g(t)dt +1)-~T 7]
ol nous avons utilisé du fait, que I+ 1.
Nous avons déja montré, que g est une dérivée bornée. Il est
manifeste que
07 »(*= I«kWU ilH-hut-~fbi-1 .({,ljWU hj.
£t +1 .

= e p — 2m(|xtlg(x)}< 1}.n]ofh]).

c "1
Du fait [o»hj C | viy ; —— il résulte que

B e Tt I S

Pour vérifier ces inégalités remarquons, que chaque interval-
-t* - m ~~J] est la somme des P petits intervalles congru-
ents. Seulement les 4 de eux appartient a l'image réciproque
g” ((-u .)), d'ou il vient notre estimation. Il découle de ces
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raisonnements que

En posant U = (-1,1) nous voyons: g est dégénérée au point xg=0.'
La densité supérieure de l'ensemble aa(g] siu point xq :jO
est égale au moins 1/2, quel que soit le nombre a<0, c'est-a-
dire la fonction g n'est pas dégénérée au point xq = 0. Pu-
isque la fonction g est impaire, elle n'est dégénérée non -
plus. Donc la fonction g a toutes les propriétés exigées.
D éfinition 3. ([11] , définition 4) On dit qu'une fonction

f:H— posséde la propriété (&) lorsque, quels que soient un
ensemble AcE mesurable de mesure mA) positive et la nombre
j>0, il existe un intervalle ouvert UcE tel que T(Anu">0 et

ose f<£sur l'ensemble de tous les points de densité de l'ensem-
ble AnU, c'est-a-dire sur le d-interieur de I'ensemble AA\D
(v.[6]).

Toutes les fonctions f:E —R de premiere classe de Baire ont
la propriété (g). Il existe des fonctions non-borélliennes qui
appartient a la classe de toutes les fonctions ayant la proprié-
te. (g).

Toute fonction f:R — ayant la propriété (g) est mesurable
(v. [11]).

Hous usérons dans ce qui suit les résultats suivants.

Lemme 1. ([5], bl , [8))* Soit (x,T13,*)un espace mesurable iavec
la mesure RlfinieyH. ‘Supposons qu'une fonction f:X —H soit telle
que, quel soit le nombre ,1a classe d'ensembles

De= jDell : ose f~ 1)

satisfasse a la condition suivante:
(e) il existe pour tout ensemble Ae Tt>de mesureyU positive un



ensemble De|){ tel que Del et/<(p)> 0.

Dans ces hypotheses la fonction f est/i-mesurable, ol ~désigne
la complété de la mesure

* Lemme 2. (7]. lemme 2} [8], p.157). Soit AcR”™ un ensemble
m”~-mesurable. Dans ces hypothéses il existe un ensemble B du ty-
pe Ifyet tel que n2(A\B) =0 et Bc+B c'est-a-dire:

1° tout point(x,yjgB est un point de densité de l'ensemble B,

2° quel que soit le point (x,y)eB, x est un point de densité de
la section B =jtgR: (t,y)e bJ et y est unpoint de densit'é de
la section B, :A' ueR: (x,u%e B>.

Lemme 3. ([IO]j. Soit f:R —H une fonction mesurable. Alors
I'ensemble j(x,y)gR 2:f* est dégénérée au point xj est de mesure
nulle. D

Le théoreme dont il s'agit dans cet article, s'énonce de la
fagon suivante :

Théoreme 1. Soit une fonction f:RZ—?R telle que toutes ses

sections f x"e 3 possedent la propriété (B) et toutes ses sec-
tions fA°(x) =f(x,yQ " yQER soient mesurables. Pour que la
fonction f soit mesurable, il faut et il suffit que I'ensemble

A(f) ={(*.y)en2:f~ est f-dégénérée ou bien ~.-dégénérée au po™
int xj soit mesurable de mesure zéro.

Démonstration. = L'inclusion A(f)c. |(x,y) &R"N:f" est dégé-
nérée au point xjrésulteide la proposition 1. Alors m(A(f)) =0
car d'aprés le lemme 3 l'ensemble A(f) est un sous-ensemble d'un
ensemble de mesure nulle.

: La démonstration sera fondée sur le lemme 1. Soit un ensem-
ble mesurable EcR”, tel que wfe)> 0 et fixons un nombre réel.
£>0.

Désignons par Q lI'ensemble des points xe-R pour lesquels la
coupe EM est mesurable et mExj?>0, Il résulte du théoreme de Fu-
bini ([13], p.147) que l'ensemble 4 est mesurable et qu'il est
de mesure positive. Soient (T- ) la suite dénombrable de tous les
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intervalles ouverts d'extrémités rationnelles et ( la suite

de tous les intervalles fermés d'extrémités rationnelles dont la
longueur <-IXXI'F est plus petite que £. Désignons par Q'g l'ensem-
ble de tous les points xeQ pour lesquels m 0 et f(x*s)
6 K pour tout point y qui est un point de densité de l'ensemble

EX rfr-

Evidemment U LI Q ¢ Q
ro s rs
Toute coupe f* posséde la propriété (g) et par conséquent on
a Q= \JQ , I'l existe donc un couple d'indices naturels
r s

(ro,so) tel que la mesure extérieure ni*~ a ) est'positive. Dési-
gnons par P l'ensemble de tous les points xefi dans lesquels la
densité extérieure de l'ensemble ,@ est égale a 1. L'ensemble
P est !/d'aprés le th%oréme connue Sesq_ebesgue, v. |16J,p.147/ me-
surable et m(P) est positive.

Posons G=EnfP x'? A\ A(f) . L'ensemble Gest aussi mesura-
ble et m (g)> 0, puisque pour chaque xEQ , ona mG)=>0.
D'aprés le lemme 2 il existe l'ensemble Zt’éoé@o du type [Fbet tel
que mMGNZ) =0 et ZC+Z.

Remarquons, que ZcE et Zest mesurable, de mesure positive. Pour
finir la démonstration il suffit de montrer que f(x,y)é
toutes les points (x,y)eZ.

Fixons ( X0»¥0) £ Z. Supposons, au contraire, que f(xo,y Q" K=
= [k,I] . Alors ou bien f(xQyoJ>1 ou bien f (x*y~J<k. Par ra-
ison de dualité nous pourrons sans restreindre la généralit*
supposer, que f(xQyao*>1>k.

Posons

a = +f(xoy0) .

Liais une section f* n'est ni f-ni ~.-dégénérée, alors xq £ |te-R:
f(t,y@>a| et le densité supérieure de cet ensemble au point x0
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est positive.
Désignons cette densité par oC:

**= D5 (v {tel” : f(t'y0)>aj) »"

D'autre part le point xqg est un point de densité extérieure de
I'ensemble 9030 et Yo€ 1o - Ain&i il existe l'intervalle ou-
vert jr contenant xq et tel, que la densité moyenne de l'ensem-
ble £t: f(t,y" >al sur A est plus grande que ~/2 et la densi-
té moyenne de l'ensemble | t:f (tryQe ~ sur N est plus gran-
de que 1 - °M/4

Par conséquent ces deux ensembles ont un point commune, que
nous désignons par tQ Remarquons que f(to,yQ>a, ce qui est

contraire avec le fait que f('to’¥0I s0 et' 15 d&monstration esf-

achevée.

Remarque 1. Dans le théoréme 1 on ne peut pas se borner a
I'hnypothése que presque toutes les sections f~ sont seulement
i—nondégénérées on bien seulement J—enondégénérées. En effet,
soit Sf:S2 I'ensemble nonmesurable, qui a au plus un point com-
mun avec chaque droite horizontale et avec chaque droite verti-
cale. La construction de tel ensemble a été donnée par WSierpin-

ski dans [/17]. L'indicatrice de cet ensemble est une fonctionl
nonmesurable dont toutes les sections propriétée (&) f
et toutes les coupes ont ~—dégénérées tandis que elles ne

sont pas “~—dégénérées.

Remarque 2. En comparant le théoréme 1 avec la théoréme don-
néelpar Z.Grande dans son article [10] on voit facilement, que
pour les fonctions mesurables de deux variables les conditions
ci - dessous sont équivalentes:

1) ftcy) : f~ est jt—dégénérée ou bien jr-dégénérée au po-
int xjj =0 f



(2) T,417"y): f~ est dégénérée au point xN) = 0.

D éfinition 4. ([18],p.3) : L'ensemble E du type !)> n'étant
pas vide est dit qu'il remplit la condition ¥4 s'il existe une
suite des ensembles fermés (pn) et une suite de nonbres(“n},

O<tin<l tels que E= F~ et que pour chaque xeF et tout
n=1 -,

c>0 il existe un nombre 1 =£(x,c)>0 jouissant de la proprié-
té suivante: pour tous les h et tels que hh~>0, h/h”<c,

Ih +h-]< Ex»°) on a

.p. O&th.x+h+h] > 1 >Q

En outre (I)nMdit, qu'un ensgmble vide remplit-aussi cette condi-
tion 1. la fonction f:R-*R appartieut /par définition/a la
classe ”Z , Si pour tout agR l'ensemble A&(f) appartient a U
f appartient & la dasse *M4 si - f appartient a Lh Enfin on dé-
finit

\= uyo*n4.
Il est connu, que les dérivées bornées appartiennent la clas-
se jvoir L /. /

Théoreme 2. Soit f:R"—2R une fonction de deux variables dont
toutes les sections f ont la propriété (g) et toutes les sec-
tions f~ appartiennent a la dasse M de Zahorski, la fonction f
est mesurable.

Démonstration: En utilisant le théoréme 1, il faut démontrer
que toute fonction de la classe n'‘est ni f—ni dégénérée.
Dans ce but il suffit de démontreri

Lemme 4.Supposons que l'ensemble E remplit la condition
Alors dans E il n'y a pas aucun point de dispersion.

Démonstration. Ztant fixé un point Xx€E supposons au contra-
ire que d(x,e) = 0. n

Ecrivons E sous la forme E = F , Gi(f] =F,
n=1



ou CI(P~/-désigne comme d'habitude lafermeture de Il'ensemble PA.
Il existe le nombre Ny tel que xanX . D'aprésla définition 4
choisissons Yy >0 et |- £(x,c=2)>0 tels que pour toutes nom-
bres h, h pour lesquels

(@) hh >.0, (b) h/hl<c=2 , (c) lh +h|<6

on a m(E nQx+hx+h+h1)

Posons’h =~>0 /grace c=2 nous pourons le faiTe/. Pour h<V2
il est manifeste que ym(e [x-2h,x-h3)>7n h

(2) m(s 0 fx+h,x+2hjj> h.

Il n'y a qu'a décomposer l'ensemble E/) [x-2h,x+2h~] sous la for-

me (e 1[x-2h,x-h])u (e J1[x-h,x+h]* V7Ef] [x-t-h,x+2h3j. Des (ij et

(2) on obtient la relation

(3) mMEN[x-hx+h3) =

" = m(EE[x-2hx+2hJJ - T1(BN [x+hx+2h] mMENXx-2h,x-h3 <
< mE n[x-2h,x+2h]) -27~ h ;

considérons le rapport

—in(g_flly-RhjXt.ghD. * B_n(x k"
(9- 4¥| 7 h=iD " T- ( "VX »
En divisant I'inégalité ~3) par 4h70 et en passant avec h vers
0 nous;obtenons

y D<P - ~£~ >?Inx

Il découle immédiatement de notre calcul que DV >0, ce qui

contrédit I'nypothése que x est un point de disperps(ion de I'en-

semble E. Cette contradiction finit la démonstration.
Corollaire 1. Si toutes les sections d'une fonction fZRZ—IR



ont la propriété /g™ et si toutes ses sections f* sont les déri-
vées bornées /ou les dérivées approximatives bornées - voir JjAji
la fonctions f est mesurable.

Cet résultat a été exposée au ~9”, mais la méthode Jest tout
différent. Dans les considérations de Z,Grande sont fondées
sur la propriété (;j/de £15j« Pour des dérivées nbnbornées sub*
siste le méme résultat J voir £I4j/.
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Q1O YJICBVE SKBVBATBEHTHO VBVERVMOCTV KU 2 TBPEvVEH
Hb X«
CozepaHvie
B paboTe A0OKa3biBaeTCs YC/NOBME 3KBMBANEHTHO W3MepW-

MOCTU (DYHKUMM 2 TEepeMeHHbIX TaKOW, 4TO CeKuuu o6nagaroT

ceoiicteom (Cj), a \ld - wu3mepumbl.
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OTcBAa BbITEKAET M3MEPUMOCTb (PYHKLMW, Y KOTOPOR «p* 06>
najaroT csoiicTeoM (G )a M ABNAKOTCA OrpaHUYEHHLIMW NMPOU3-

BOAHbLIMW.



