ZESZYTY NALKOAE WYZSZEJ SZKOLY PEDAGOGICZNE] WBYDGOSZCZY
Problemy Matematyczne 1982 z.3.

HALINA J.JEDRYKA
TADEUSZ MJIEDRYKA
Bydgoszcz

0 WPRONADZENIU CALKI OZNACZONEJ]

A. Zatozmy, ze dana jest funkcja f £ Cl(<a,b>)i, ze znane jest

twierdzenie Lagrange'a o wartosci Sredniej w postaci

f(b) - f(a\ =f/0(b-a), gdzie | f(a,b)
Uporzadkowanym uktadem (n-1) punktow:

a = x0<x,< <xi-1<xi<\**<xn =
gdzie(< jest relacjg mniejszo$ci, dokonujemy rozbicia przedziatu
| =<a,b> na przedziaty roztgczne 1™ = £xi = Kazdyz tych
przedziatdw mozna domkng¢, przy czym jest

2 KT r\1 s<ter> =T
Do kazdego domknietego i-tego prze-

dziatu i stosujemy twier-
dzenie Lagrange’'a

f(xi) “ fi_0 =f ("jp)™Xi *.
gdzie (xi_1,1i) oraz AXi =

Xi-1*
Oznaczajac f(xi') =yi» i =0,1,2,
...,n mozemy napisac
yE- yt i =?2"($)N 1i-
f@gdzie J *XI) »
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7+-yi_ 1=M]i) *1=.0,1,2,...,n

Sumujac stronami powyzsze réwnosci, otrzymamy

.yO:g -

co mozemy zapisa¢ takze w postaci
t(b) - f(a) =5Z df(Q
lub w postaci

f(b) - f(a) =

|=1 . 1
Poniewaz nie znamy naog6t zadnej z wartosci " 6 NI
tym samym nie znamy wartos$ci zadnego skiadnika sumy, wystepuja-
cej po prawej stronie powyzszych réwnosci, przeto bierzemy roz-
bicie, zwane podziatem normalnym H’K’%a: XOO, «,@,---,x?\:
czyli takie rozbicie U ze

mex dia(1™)= 8. —0 , gdy k—'»-f-00
1NIE n* V1 * k .

i stosujgc przejsScie graniczne

lim[f(b) - f(@)] - lim ~

k-*+¢> k-*+ =1 "
otrzymamy, ze

*0>) - f@ =+irg f/(9)A~ ° gdzie

’

r Poniewaz podziat \  jest normalny, to wiadomo, ze gdy k—» + 00
to wobec /oraz twierdzenia o trzech ciggach, dla kazdego
i bedzie: x™ ' F X’\j dazyé do wspdlnej wartosci x = e

Otéz granice lim y f~AEATAX”N » ktorej wartoéé f(b") - (&)

foe» 1=1 57
znamy, bedziemy nazywal i catka oznaczong Riemanna-Stieltjesa
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wzgledem funkcji f na przedziale | =<a,b> i bedziemy oznaczali
nastepujgco:

b

CfrE£)df , badz: N oyNdr |, wzglednie: ( df .

a H» <a,b> ' <Tab>

kény wiec wobec:

N @)
pisaé, ze catka oznaczona Riemanna-Stieltjesa wzgledem funkcji
f€ Cl(<&,b>) czyli:

badz
“k
* - » S
wednie
lin X; df/~)= 5"df .
* *ay O1l <Talpp

Mmy wiec, ze catka oznaczona Riemanna-Stieltjesa, ktdrg bedzie-
my nazywa¢ kréotko Ch-S)-catkg wzgledem funkcji f na <*ab> i pi-
sa¢ (r-S)- C df, jest rowna liczbie: f(b) - i(a).

Many wiec, ze dla funkcji fEC (<a,b>y

g -fOy
Dla funkcji f6 C1™a, bpotézmy @>=tf i $= f. rézniczkujac
funkcje f mamy. (t)*= ($)'= ale (f)y= f/ =>, zatem (=

Mozemy wiec zapisaé, ze

| f/© d! *
ale many takze
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& d

zatem otrzymujemy ostatecznie dla (p
b _ .

(1-H) =<£ (b) - ~ (a) f przy czym
a

gdzie funkcja (p£C(<a,b>).
wZor (1-N), wyrazajacy podstawowe twierdzenie rachunku catko-

wego, mozemy zapisa¢ nastepujaco

ol)- *<of\) df = (r-s)- f d$,
&b J <a,b>

gdzie R- $<jp(") nazywamy catkg Riemanna funkcjin?6C («¢afb>)i
wystowié,aze:

Catka Riemanna funkcji ciggtej*p na <a,b> jest réwna na <a,b>
catce Riemanna-Stieltjesa wzgledem jej funkcji pierwotnej
gdzie oczywiscie przyjmujemy, ze funkcjg pierwotna dla funkcji 9
nazywa sie funkcja taka, ze ~=9.
wzor (1j-N) bywa nazywany czesto wzorem Leibniza-Newtona.

B. Z wzoru Leibniza-Newtona otrzymamy natychmiast naste-
pujace witasnosci (R), a takze (R-S) catki na <a,b>.

1. Kiladagc w szczeg6lnosci b = a, otrzymamy definicje

a - [
S™p(Mdj x ~ =0, oraz definicje
2 b a
a*v/ J b
Ponadto mamy, ze
b c b
3. ar + $97) dla c€<Ma«b>* jaKo, ze

$7d~=%(b) -£(a) =[<8(c) -fe ] 4] (b ~~Co)l=
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SE£p® drA+ 570 A%

4.1 JezeliCx!6R, gdzie R jest zbiorem liczb rzeczywistych, to

a J a n
N *

jako, ze =ACX,Nj(b)-( XM (@)=C($'(b)-~(a> =
a. b
O<(<E(b)-8(.*)] =~ (1)4,-

4.2 Jezeli funkcje (p,I"€c(<a,b>L jezeli<€ i ™ s g odpowiednio

ich funkcjami pierwotnymi, to

Mamy bowiem

) T (yich (F M) (349 =
=< -$0] )] =9  Sren

Z 4.1 i 4.2 wynika, ze (R-catka na<a,bV jest funkcjonatem

liniowym, to jest zachodzi réwnos¢

(R)-catka, jako funkcjonat liniowy, bywa oznaczana symbolem

b
N (O =5(0")d\ ' natonii-ast (R-S)-catka, jako funkcjonai, bywa
3 a
oznaczana symbolem;”~. <a,l£>"=. C"dC.V
<a,b> b
51 W obec<>bl -$ (@) (' (b-a") oraz jdr=n~ (B -yCa)

may natychmiast

|<p@ d™ =$/80Xb-a\>
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8 Wbec zatozen z 5.1 i~ /= (p mamy takze

a =2~ gCb_a') »

co zapisujemy czesto

MM,
i nazywany wartoscig S$rednig funkcji(jp w<a,b>.
C.Wezmy pod uwage wzor (I-N) dla_funkcji¢p£2”a,b>)i niech

=-x€ 3. Wedy catke nazywamy (R)-catka

ze zmienng gorng granica catkowania.

6. MWhbec (p catka 59~7) d» ~§7ca> jest funkcjg ciggta
argumentu X£R.
7. Wbec
(wlil)y4 '"$ Ci1 ° -] /- w
mamy, ze

» C1E(l) an)/=fCri

Oto6z 6 i 7 mozemy wyrazi¢ nastepujgco:

Catka ze zmienng granicg gorng jest funkcjg klasy C”<a, b>)argu-
mentu x€Rg

8. Wbec -~N(a) otrzymamy, ze

<§(4 =s9(f)d

i rézniczkujac, otrzymamy *

($£>) /= ( +$04) =%b =9(4
czyli mamy, ze :
Catka ze zmienna g6rng granicg x jest funkcja pierwotng funkcji
i, zwanej funkcja podcatkowa.

9. Jezeli ,"NEOD 1“Va,b>\), to widoczne, zé
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. b b b b
£ d(CpMN= Nd(f> +IndNj = Crd™> + 5<fdY
b a b. a , a b

jako, ze ~MdCp +gd”)= 5L'fCH<FT ~ = =
b b b
=5Ydp+5? df « ale S ddT)= (b™ <fCa>fCa) . wi”c

b b b
5 d(<?t) =5 fdp+ S? dt =2 f @ a) -

10. M any takze

b , b T(b)
- Mit())]Ja ()-J>(tid< =
&
C. Twierdzenie o wartosci $redniej dla catek.
Jezeli funkcje f,gf C(<a,b>), to takze funkcja (p = fgEC(<a,b>)

zatem bedzie, gdy g(x) /7 0 w<a,b>, to wobec wzoru Leibniza-New-

tona

b . b

5 =$(*>) -(fi(a} , Cg(x)dx = 0(b) - G@ .
gdzie £5= fg oraz G™ g i na mocy twierdzenia Cauchy'ego mamy,

ze (por. [1])

b - a®) - cca  oX)~ g9
[ 9CA dx i - >'
a
skad
b
f(xY)g(xxdx = f(P)( g(x]dx .
a r a

Podobnie dla funkcji (p C(/a,b> z ktérych funkcja "zachowuje
znak na<(a,bp>> many Cp- fi] lub [2"]"

b b
1-  $q?(9)->j/(x] dx = CpCrfArOd* , gdzie~Ca.b').

a a
Uwzgledniajgcnatomiast, ze

| <8YIl-2tdf* sfif- m#(»<'&.) -1taiffe
a a a a a
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i stosujac | mamy

Yi\)! d H(")S a=HL)TH-"F1c*

czyli
-$(an +fC4)[T(b) -T (O -] (@)?Ca)

skad

Yt$'ii W -T#(a) +J3 (ana) - f(bfiftb}= - T («0]
a stad A

-f(a)fr)-Twl]l -#)[>>-r(s5)]-
i dalej f _ N 'b

9 (NTW dx +$ BOI*YXNdx =~ (X§f () dx .
Otrzymalﬁémy wiec, ze gdy J C ¢:J“<)a,b>)i» 2e<pfzachowuje znak
w <'a,b>:

$<p (X) dYX™ =9 la) j Y (x) +cf(b) £ dT(X) .
a _ L a J. .
Ktadgc 9= f*i = g» dla funkcji fEC (yfa,b>)oraz funkcji g£C

f<a, b>) otrzymujemy, gdy f f zachowuje znak w<a,b>, wzor:
b

e b
1. $ f(x)dg(x') = f(a) y&g(x) + f(b”™ dg(xj
a a /
Otéz wzo6r | nazywamy pierwszym, a wzér Il drugim twierdzeniem
o wartosci Sredniej dla catek postaci : £ f dg, jako, ze we wzo-

rze | catka $cpydx =5 dy d~aT'/=y. Wystepujgca w obu tych
twierdzeniach catka postaci: J f dg nazywa sie catkg Riemanna-
-Stieltjesa funkcji f<£ C(<a, b>) wzgledem funkcji g€-Cl(<a, bp(, co
zapisujemy: (h-S)- ~ f dg .

Zauwazmy, ze dla R-S)- Cf dg zachodzi, gdy g zachowuje znak

w<a,b> iz <'a'fb>
$.t dg=fd ¢ =fag)e dgQ =f
a & i—+ i“i

=fcenr[g”) - g(xXT-D)] = ()1 gd) ~ g(a)d

na kazdym normalnym rozbiciu "axcg = VvV ***»xi>****xnl= b) prze-
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dziatu <fab™>.
Wida¢ wiec, ze mozna ogdlnie zdefiniowaé¢ (p. [3], str.139))
(Rs)- N f dg jako granice sum Riemanna-Stieltjesa postaci

f($)[gCXT) - gXi-iX e sdzie
czyli
g = [ f dg’

a nadto, natychmiast, ze

I®Kl -<|§aL’B;|fi 1=1 Cgh fl) [ ] g’Xi-i\)j‘-<§’%glfli§{I gNi)l~

g(:"i-l")l—<gyg>lf IVa(g” »

gdzie jest wahaniem catkowitym funkcji g na <a,b>.

Zatem |IimG j ((R-s)- $ f dgl £ sup |fIVbig . Catka (fl-s/-~f-dg
<a,b> <a»b> ~ 3 <a,b>

istnieje dla f6 C(<a, b>) oraz g (?<a,b>) , przy czym C*<a, bV)

jest przestrzeniag sprzezong do C(<a,b>".
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ABOUT AN I NTRODOCTION OF THE DEFINITE INTEGRAL
SUMVARY

He have given an introduction in the notion of Riemann-Stiel-
tjes integral in that methodical elaborate and we have enclused
some simple proofs of clasical theorems connected with that in-

tegral, with it too.



. 86.

WBER OE EINFUHRUNGDES BESTIMMTEN INTEGRALS

INHALT

Eine Einfuhrung in den Begriff des Riemann-Stieltjes Integrals
und einige verbundenen mit diesem Integral einfachen Beweisen
klasische Satzen haben wir in diese methodische Bearbeitung

gegeben.



