
ZESZYTY NAUKOWE WYŻSZEJ SZKOŁY PEDAGOGICZNEJ  W BYDGOSZCZY 
Problemy Matematyczne 1982 z .3.

HALINA J.JĘDRYKA 
TADEUSZ M.JĘDRYKA 
Bydgoszcz

0 WPROWADZENIU CAŁKI OZNACZONEJ

A. Załóżmy, że dana je s t  funkc ja  f  £ C1 (< a ,b > )i, że znane je s t  
twierdzenie Lagrange'a o wartości średniej w postaci

f (b )  -  f(a\  = f / 0 (b -a )  , gdzie | f (a ,b )  .
Uporządkowanym układem (n -l)  punktów:

a = x 0< x ,< < x i - 1 < x i< \ * * < xn =
gdzie(< je s t  re la c ją  m niejszości, dokonujemy rozb icia  przedziału 
I = < a ,b>  na przedziały rozłączne 1  ̂ = ,,£x i  • Każdy z  tych
przedziałów można domknąć, przy czym je s t

 U  K  = U  h  = <*•*> = T-i=1 1 1=1 \ Do każdego domkniętego i-te g o  prze­
działu I i  stosujemy twier­
dzenie Lagrange’a

f (xi) “  f x̂i _ 0  = f  (^j)^Xi * . 
gdzie (x i _ 1, I i)  oraz A x i =

Xi-1  *
Oznaczając f ( x i ') = yi » i  = 0 ,1 ,2 , 

. . . , n  możemy napisać

yŁ -  yt_i = ? '($ ±) N i ­
gdzie J *xi) »a wobec                        , będzie :
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7± -  yi _ 1 = M | i) * 1 = .0 ,1 ,2 , . . . , n .

Sumując stronami powyższe równości, otrzymamy

-  y 0 = g  •

co możemy zapisać także w postaci 

t (b) -  f (a )  = 5 Z  d f ( Q  

lub w postaci

f ( b )  -  f  (a)' = Ł  .
i=1 .  1

Ponieważ nie znamy naogół żadnej z wartości ^ 6  ^,1 ^ ,
tym samym nie znamy wartości żadnego składnika sumy, występują­
ce j po prawej stronie powyższych równości, przeto bierzemy ro z -

TT ( 00 Qc) §c) \b ic ie , zwane podziałem normalnym 11 - A et = x , « , x . ,•• • ,x  = b)K \ o i  n^ /
c z y li  takie rozb ic ie  U  , że

max  d ia ( l^ )=  8 . —>-0 , gdy k —'►-f-00 
1 ̂  i £  n* V 1 ' k .

i  stosując p rze jście  graniczne

lim [f(b ) -  f  (a )] -  lim ^  
k-*+«> k-*+<° i=1 '

otrzymamy, że

*0>) -  f  (a) = ł i ^ g  f / (j<i ) A ^ ’ gdzie ,

r Ponieważ podział \  je s t  normalny, to wiadomo, że gdy k—» + 00 
to  wobec oraz twierdzenia o trzech ciągach, dla każdego

I J£\ /  00 , ^i  będzie: x^ j' F x^j dążyć do wspólnej wartości x = ę .

Otóż granicę lim y f^ £ ^ ]A x ^  » k tórej wartość f(b") -  t(&)
'fe—►» i= 1 5 /

znamy, będziemy nazywal i  całką oznaczoną Riemanna-Stieltjesa
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względem funkcji f  na przedziale I = <a,b> i  będziemy oznaczali 
następująco: 

b
Ć f^£)df , bądź: ^  ŷ idr , względnie: ( df .
a }l ■> <a,b> ' <Ta,b>

Możemy więc wobec:

^  O
pisać, że całka oznaczona Riemanna-Stieltjesa względem funkcji 
f  € C1(<&,b>) czyli:

bądź
“ k

* - » S
względnie

lin  X ;  d f /^ )  = 5 "
*-*•» O 1 <Ta,b>

df .
Tb>

Mamy więc, że całka oznaczona Riemanna-Stieltjesa, którą będzie­
my nazywać krótko Ch-S)-całką względem funkcji f  na <^a,b> i  pi­
sać (r -S )- C df, jest równa liczbie: f  (b) -  i(a ).

Mamy więc, że dla funkcji f£ C  (<a,b>y

5 - f0 ya
Dla funkcji f  6 C 1̂ a ,  b>̂  połóżmy Cj? = t f i  $ =  f .  różniczkując 

funkcję f  mamy: (t)*=  ($)'=  ale (f ) y= f / =^>, zatem Gp = 
Możemy więc zapisać, że

| f/© d! * 

ale mamy także
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& di
zatem otrzymujemy ostatecznie dla (p

b __ .
(l-H) = <£ (b) -  ^  (a ) f przy c-zym

a
gdzie funkcja (p £C (<a,b>).

■Wzór ( I—N) ,  wyrażający podstawowe twierdzenie rachunku całko­
wego, możemy zapisać następująco

Ca') -  *<o{\) df = (r- s) -  f  d $ ,
&b J <a,b>

gdzie R-  $<jp( )̂ nazywamy całką Riemanna funkcji^?6C(«ćaf b>)i
wysłowić,aże:

Całka Riemanna fu n k cji ciągłej^p na <a,b> je s t  równa na <a,b> 
ca łce Riem anna-Stieltjesa względem je j  fu n k cji p ierw otnej  , 
gdzie oczywiście przyjmujemy, że funkcją pierwotną dla fu n k cji 9  

nazywa się funkcja taka, że ^ = 9 .
wzór (Ij-N) bywa nazywany często  wzorem Leibniza-Newtona.

B. Z wzoru Leibniza-Newtona otrzymamy natychmiast nastę­
pujące własności ( R') , a także (R-S) ca łk i na <a,b>.
1. Kładąc w szczególności b = a, otrzymamy d e fin ic je

a — _  '
S^p(^)dj  x  ^  = 0 , o ra z  d e fin ic je

b a2.
a * v /  J b

Ponadto mamy, że

b c b
3. d  ̂ + $ 9 ^ )  dla c €<^a«b>* jaKo, że

$ ^ d ^ = $ ( b )  - £ ( a )  = [<$(c) - f e ]  4 | ( b) ~^C o)] =

I
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= £ p ®  d  ̂ + 5 ? ® ^ *

4.1 JeżeliCx!6R, gdzie R jest zbiorem liczb rzeczywistych, to

a J a ^
 ̂ *

jako, że =^CX,^j(b')-(jX^)(a)=C($’(b ) -^ (a >  =
a. b

«0<(<£(b)-§ ( .* ) ]  = ^ ( 1 ) 4  •a 3
4.2 Jeżeli funkcje (p ,l^€c(<a, b>^Ł je ż e l i<£ i ^ s  ą odpowiednio 
ich funkcjami pierwotnymi, to

Mamy bowiem 
b

£f<K£) +T(yid̂ (f +T)(̂  -($ +̂ a) =
=[<$̂  -$00] -Tc*)] = ^(9 Src^

Z 4.1 i 4.2 wynika, że (R)-całka na<a,bV jest funkcjonałem 
liniowym, to jest zachodzi równość

(R)-całka, jako funkcjonał liniowy, bywa oznaczana symbolem 
b

^  ( O  = 5 ("')d\ ’ naton:i-ast (R-S)-całka, jako funkcjonał, bywa 
3 a \

oznaczana symbolem;^. ,<a,l£>^=. C"dC.V
<a,b> b

5.1 W obec <J> (bl -  $  (a) = /('^(b-a') oraz j d  ̂ = ^ ( bN| -y C a)
mamy natychmiast

|<p(Q  d^ = $ / § o X b- aN>
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5.2 .Wobec założeń z 5.1 i  ^ /= (p mamy także

= ? ^ o)Cb_a' ) »a
co zapisujemy często

M Ma ->
i  nazywany wartością średnią  funkcji(jp w < a ,b> .

C. Weźmy pod uwagę wzór (l-N) dla_ f  unkc j i  ćp £ 2 ^ a ,b > )i niech

b = -x€ 3 . Wtedy całkę  nazywamy ( R)-ca łk ą

ze zmienną górną granicą całkowania.

6. .Wobec (p całka 5 9 ^ )  d  ̂ ~ <j?Ca'> je s t  funkcją  c ią g łą
argumentu x £ R .
7. Wobec

( W ! )  4 ' ' $ Cl1 °  -| / -  ■?
mamy, że

, ( | f(| ) d^ ) /=fC"i
Otóż 6 i  7 możemy wyrazić następująco:
Całka ze zmienną granicą górną je s t  funkcją  klasy C ^ < a , b>)argu­

mentu x € R g
8. W obec - ^ ( a )  otrzymamy, że

<§(4  = S 9 (f )d^a
i  różn iczku jąc, otrzymamy *

($ £ > )  /= ( + $ 0 4 ) 7= $ b  = 9 ( 4

c z y li  mamy, że :
Całka ze zmienna górną granicą x je s t  funkcją pierwotną fu n k c ji
(ti, zwanej funkcją  podcałkową.

1 /  \  #9. J e ż e li  , ^ € 0  ^Va,b>), to widoczne, że
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. b b b b
£ d(Cp^)= ^d(f> + !^d ^j = Cr̂ d̂ > + 5<fdY

b a b. a „ a b
jako, że ^fdCp + <q d ^ )=  5L 'f'C? /+<f’T ^  = =

b b b
= 5 Y d(p + 5 ?  df « ale S d(cf T ) = (b /̂^  -<fCa>fCa) . wi^c

b b b
5  d(<?t) = 5 f d(p + S ?  dt = ?  f  (a^ a) •

10. M any także
b , b _ T(b)

- Mt(|)]ar(f)-J>(t'id* •& a
C. Twierdzenie o w artości średn ie j dla ca łek .
J e ż e li  funkcje f , g £  C (<a, b>), to  także funkcja (jp = fg£C (< a ,b> ) 

zatem będzie, gdy g(x) / 0 w <a,b>, to  wobec wzoru Leibniza-New- 
tona

b . b
5 = $(*>) -(fi (a} , C g (x)dx = 0(b) -  G(a) ,

gdzie £> = fg  oraz G ^ g i  na mocy twierdzenia Cauchy'ego mamy, 
że (p o r . [ 1]  )

a
skąd

b -  &(b) -  GCa)“ GX{)~ g($)
[ gCA dx i • >'

b b$ f(x ')g (x x>dx = f ( P) (  g(x]dx .
a r  a

Podobnie dla funkc j i  (p C ( /a , b>  ̂ z których funkc ja ^zachowuje

znak na<(a,bp>> mamy Cp - f  i] lub [2"]^  
b b

1- $ q?(x)->j/(x] dx = CpC ^^f^O d* , gdzie^C a.b ').
a a

Uwzględniając  natomiast, że ^

|  <§YI-? t d f *  S f  i f -  ■ # (» « '& .)  - I t a i f f e
a a a a a
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i  stosu jąc I mamy

Yi\)l df +f(̂ )S dT=$(b)T(b)-^a)Tĉ
a a

c z y l i

- $ ( a ^  +fC4 ) [T (b )  - T ( O j  -| (a )? Ć a )
skąd

Y t$ 'i i  W  - T # ( a )  + J  (a ^ a ) -  f(bfiftb} = -  T («o]
a stąd ^

- f ( a ) f ^ ) - T w ]  - # ) [ > > - r ( ś ) ] -
i  d a le j f  _   ̂ ’ b

9 (a)^ T W  dx + $b (b) J* Y(x^dx = ^  (x<j f  (x) dx . 
a _  a f

Otrzymaliśmy w ięc, że gdy J  C ^<)a,b>)i» że<p zachowuje znak
w <'a,b>:

$ <p (x) dY(x^ = 9  la) j d̂ Y(x) + c f  (b) £  dT (x) .
a _  • . a J . .

Kładąc 9 =  f  * i  = g» dla fu n k c ji f £ C  (yfa,b>)oraz fu n k c ji g£C
f<a, b>) otrzymujemy, gdy f f zachowuje znak w <a,b> , wzór: 

b e b
I I .  $ f(x )d g (x ') = f (a )  y & g ( x )  + f ( b ^  d g (x j . 

a a /
Otóż wzór I nazywamy pierwszym, a wzór  I I  drugim twierdzeniem

o w artości średn iej dl a całek postaci : £  f dg, jako, że we wzo­
rze I całka $cpydx = 5 d Y  d^aT ’/= y .  Występująca w obu tych 
twierdzeniach całka p osta c i: J f  dg nazywa s ię  całką Riemanna- 

■ -S t ie l t je s a  fu n k cji f<£ C(<a, b>) względem fu n k c ji g€-C1 (< a , bp(, co 
zapisujemy: (h -S )- ^  f  dg .

Zauważmy, że dla  R -S )- C f  dg zachodzi, gdy g   zachowuje znak
  <'a'fb>w <a, b>, i ż

$.t  dg = f d g  = f ą ) ę  dgQ  = f '

/  ą & i — l i“ i '

= f  c ę ^ r [ g ^ )  -  g(xT-i)] = f ( !) l  g Cb) ~ g(a)J

na każdym normalnym ro z b ic iu "^ k C a = V * * * » x i>****xnl= b )  prze-
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działu <fa,b^>.
Widać więc, że można ogólnie zdefiniować (p . [ 3] ,  str.139,)

(R-s) -  ^  f  dg jako granicę sum Riemanna-Stielt jesa postaci

f ( $ ’)[gCxT )  -  g (x i - i X  • sdzie
czyli

g  = [ f  dg ’

a nadto, natychmiast, że

l®kl -  sup|fi Cg^ f )  ■ g x̂i -i) ]| - 3uplfl-sr l g^ i )l ~' <ra,b> 1=1 1 1 VJI <a,b> i=1

g(:̂ i-l")|— suplf lVa (g  ̂ »<a, b>
gdzie jest wahaniem całkowitym funkcji g na <a,b>.
Zatem | lim G  j ((R-s) -  $  f  dg| £  sup |f | Vb Ig) . Całka ( f l - s / - ^ f - d g

<a,b> <a»b> ~ 3 <a,b>
istnieje dla f  6  C(<a, b>) oraz g (?^<a,b>) , przy czym C*̂ <a, bV)
jest przestrzenią sprzężoną do C(<a,b>^.
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ABOUT AN INTRODOCTION OF THE DEFINITE INTEGRAL 

SUMMARY

He have given an introduction in the notion of Riemann-Stiel- 
tjes integral in that methodical elaborate and we have enclused 
some simple proofs of clasical theorems connected with that in­
tegral, with i t  too.
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UBER  DIE EINFUHRUNG DES BESTIMMTEN INTEGRALS 

INHALT

Eine Einfuhrung in den B egriff des Riem ann-Stieltjes In tegra ls  
und e in ige  verbundenen mit diesem In tegra l einfachen Beweisen 
kla sische Satzen haben wir in  diese methodische Bearbeitung 
gegeben.


