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LONGITUDINAL DATA ANALYSIS: LATENT GROWTH CURVE MODELING

Summary. Psychology is often concerned with phenomena of dynamic character.
Therefore, it is essential to employ research designs and statistical methods that
allow the identification and the analysis of change. The article presents latent
growth curve modeling (LGCM), an implementation of structural equation model-
ling. LGCM provides information about two aspects of change: the average (“typ-
ical”) trend and individual differences in developmental trajectory. The latter
distinguishes LGCM from more traditional methods, such as repeated measures
analysis of variance or time series analysis, which analyse change at the level of av-
erage group tendency. LGCM allows the assessment of the relationship between
the initial level of a variable and the trajectory of change. In the article, we outline
the main assumptions of LGCM, characterize stages of performing LGCM analysis,
and illustrate theory with research examples. Additionally, we present non-linear
change modeling, the use of predictors, and modelling growth curves for multiple
groups.

Key words: latent growth curve modeling, change analysis, latent growth factors,
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Zmiana i jej badanie w psychologii

Zmiana jest zjawiskiem istotnym dla wielu obszaréw badan psychologicznych.
Stanowi ona kluczowgq kategorie pojeciowa w psychologii rozwoju cztowieka, ba-
dajacej zachowanie z punktu widzenia jego zmian w czasie (Trempata, 2011). Zmien-
nos¢ zjawisk i wiadciwosci psychicznych w czasie jest rowniez przedmiotem
zainteresowania psychologow, ktdrzy cho¢ nie lokujg swych badan w obszarze psy-
chologii rozwoju cztowieka, to przyjmuja w nich perspektywe dynamiczng. Na
przyktad z punktu widzenia psychologii spotecznej wazna moze by¢ ocena zmian
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w postawach spotecznych wobec jakiegos zjawiska (czy grupy), zachodzacych
w czasie (W pewnym jego okresie, np. dekady) od momentu wystgpienia okreslo-
nego wydarzenia spolecznego czy politycznego (np. wybory parlamentarne). W ra-
mach psychologii klinicznej mozna bada¢ zmiany nastroju 0oséb uczestniczacych
w psychoterapii od momentu jej rozpoczecia (lub jeszcze przed rozpoczeciem) do
np. roku po zakonczeniu. Badania z zakresu psychologii zdrowia dotyczy¢ zas moga
zmian w motywacji do leczenia choroby przewlektej na przestrzeni okreslonego
czasu od momentu diagnozy.

Aby moéc prowadzic analizy dotyczace zmiennosci jakiego$ zjawiska, konieczne
jest wykorzystanie schematéw badawczych, ktére pozwalaja mierzy¢ zmiane.
Umozliwiaja to badania podluzne (longitudinalne), ktdre zaktadaja pomiar intere-
sujacej badacza zmiennej w okreslonych punktach czasu tym samym narzedziem
i w tej samej grupie oséb. Identyfikowane w ten sposdb zmiany sg funkcja réznic
w czasie pomiaru (Trempata, 2000). W tym schemacie mozna tez bada¢ zmiany be-
dace efektem oddzialywania miedzy momentami pomiaru okreslonych czynnikéw,
np. zdarzen zyciowych. Powtarzane pomiary znajduja tez zastosowanie w badaniach
eksperymentalnych prowadzonych wedtug planu z powtarzanymi pomiarami.
W ich ramach ta sama grupa osob jest badana w réznych warunkach eksperymen-
talnych (Brzezinski, 2000). Uwaga badacza koncentruje si¢ tu na zmianach wywo-
fanych tymi warunkami, nie za$ uptywem czasu (badanie moze by¢ prowadzone
w jednym punkcie czasu), a obserwowana dynamika zachowania nie musi odzwier-
ciedla¢ zmian rozwojowych.

Analiza wynikéw badan z powtarzanymi pomiarami wymaga zastosowania
odpowiednich metod statystycznych. Jedna z metod powszechnie stosowanych
zaréwno do analizy wynikéw badan podtuznych, jak i wynikéw eksperymentéw
wedtug planu z powtarzanymi pomiarami, jest analiza wariancji z powtarzanymi
pomiarami (repeated measures ANOVA; analiza wariancji w schemacie wewnatrz-
grupowym). Istotnos¢ otrzymanej wartosci testu F dla efektu gtéwnego analizowa-
nego czynnika (czasu pomiaru lub réznych warunkéw eksperymentalnych) pozwala
wnioskowa¢, ze mial on wpltyw na zmienng zalezna (lub zmienne zalezne, w przy-
padku MANOVA), tzn. ze pomiedzy wartoSciami zmiennej zaleznej w poszczegol-
nych momentach pomiaru istniejq statystycznie istotne réznice.

Inng metoda analizy dynamiki zjawisk znajdujaca zastosowanie w przypadku
badan podtuznych jest analiza szeregéw czasowych (time series analysis). Szereg cza-
sowy definiowany jest jako ciag liczb, opisujacych wielko$¢ badanego zjawiska, ktore
uporzadkowane zostaty z punktu widzenia uptywu czasu (Juszczak-Szumacher,
2009; Ridley, 2016). Dzielimy je na szeregi okreséw (wraz z uptywem czasu dochodzi
do sumowania si¢ natezenia danego zjawiska) oraz szeregi momentoéw (w danych
punktach czasu okresla si¢ stan natezenia danego zjawiska). Analize szeregow cza-
sowych stosujemy, gdy celem jest zaobserwowanie trendu. Jej istota jest przesledze-
nie zmiennosci danego zjawiska w czasie po to, by moc skutecznie przewidywac
jego dynamike czy tez natezenie w przysztosci (Starzynska, 2009).
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W ciagu ostatnich kilkunastu lat obserwuje si¢ rozwdj nowych metod analizy
zmiennosci miedzyosobniczej w wewnatrzosobniczym wzorze zmian w czasie. Me-
tody te mieszcza sie w szerokiej kategorii modelowania krzywych wzrostu (growth
curve modeling) (Curran, Obeidat, Losardo, 2010). Do tej grupy metod nalezy modelo-
wanie hierarchiczne (hierarchical generalized linear modeling, HGLM) czy wielopozio-
mowe (multilevel generalized linear modeling, MGLM) oraz modelowanie latentnych
krzywych rozwojowych (latent growth curve modeling, LGCM), w ktérym dopasowanie
modelu odbywa si¢ w ramach modelowania réwnan strukturalnych (structural equa-
tion modeling, SEM) (Bollen, Curran, 2006) i na ktérym koncentrujemy sie w artykule.

Idea LGCM

W przypadku LGCM zmiana jest traktowana jako proces ciagly, ktéry moze réz-
nic¢ sie miedzy osobami (Konarski, 2009). Odréznia to podejscie LGCM od wczesniej
wskazanych podejs¢ tradycyjnych, w ktorych analiza zmiany odbywa sie na pozio-
mie grupy, a jej przedmiotem jest trend grupowy (wartosci srednie zmieniajacej sig
wilasdciwosci, mierzone w kolejnych punktach czasu), natomiast zréznicowanie mie-
dzyosobnicze w kazdym z punktéw pomiaru traktowane jest jako btad (Duncan,
Duncan, 2009). Badajac rozwdj, chcemy jednak zrozumie¢ dwa jego aspekty: prze-
cietny (,typowy”) przebieg zmiany oraz indywidualne zréznicowanie tego prze-
biegu. LGCM umozliwia to, obejmujac dwa podejscia: skoncentrowane na zmiennych
i skoncentrowane na osobach. W zwiazku z tym, oprécz zmian na poziomie grupy,
LGCM uwzglednia tez réznice indywidualne w poziomie poczatkowym i w prze-
biegu zmiany (Curran, Willoughby, 2003). Wynikiem analizy jest srednia trajektoria
zmiany oraz zréznicowanie wokét niej trajektorii indywidualnych (rysunek 1).

y p

Srednia grupy

v

1 1

1 1

1 2 3
Moment pomiaru (t)

Rysunek 1. Srednia krzywa zmiany dla grupy oraz krzywe indywidualne

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Najprostszy model krzywych rozwojowych zawiera jedng zmienng zalezna
mierzong w ten sam sposéb w dwdch punktach czasu. Jednak uzywanie tylko
dwoch pomiaréw, cho¢ dostarcza informacji o zmianie, nie jest dobrym rozwigza-
niem ani z punktu widzenia badania rozwoju, ani z perspektywy modelowania
krzywych rozwojowych (Duncan, Duncan, Strycker, 2006). W przypadku, gdy dys-
ponujemy danymi tylko z dwoéch momentéw pomiaru, nie ma mozliwosci testowa-
nia ksztaltu modelu wzrostu, poniewaz dwa punkty determinuja ksztatt liniowy.
Mozliwos¢ testowania dopasowania modelu liniowego do danych empirycznych
daja minimum trzy pomiary (Acock, Li, 2002; Duncan, Duncan, 2009).

W dalszej czesci tekstu, wyjasniajac istote LGCM, odnosi¢ sie bedziemy do ta-
kiego najprostszego modelu, w ktorym badacz dysponuje pomiarami jednej zmien-
nej zaleznej w trzech punktach czasu i zaktada zachodzenie zmiany o charakterze
prostoliniowym. LGCM umozliwia budowanie modeli duzo bardziej ztoZonych,
lecz zasadnicza idea analizy danych jest w ich przypadku analogiczna.

Heurystycznie, metodologie analizy krzywych wzrostu mozna traktowac jako
ztozona z dwdch etapow. W etapie pierwszym krzywe regres;ji (niekoniecznie linio-
wej) sa dopasowywane do wynikéw powtarzanych pomiaréw u kazdego z bada-
nych w prébie osobno. W drugim etapie przedmiotem analizy sa si¢ juz nie surowe
wyniki, lecz okreslone w etapie pierwszym parametry krzywych rozwojowych po-
szczegolnych osob (Duncan, Duncan, 2009), dzieki czemu okreslany jest rozklad tra-
jektorii w probie.

W kontekscie tych dwéch etapdw analizy méwi sie¢ o modelach dwdéch pozio-
mow.

Model poziomu 1 to tzw. model w osobie (Konarski, 2009). Zaktada on, ze po-
szczegoblne osoby:

— roznig sie parametrami indywidualnych krzywych rozwojowych (parametry te
sq zatem parametrami losowymi), tj.: stanem poczatkowym (o), wielkosScia
zmiany (£3);

— nie roznig si¢ funkcjonalng forma (, ksztattem”) indywidualnych trajektorii
zmiany’.

W przypadku liniowej trajektorii zmiany, model zmiany dla i-tej osoby mozna
wyrazi¢ wzorem:

Yie= it Bt + &,
gdzie:
Vi to warto$¢ zmiennej zaleznej w momencie pomiaru ¢,
;i B, to parametry indywidualnej krzywej rozwojowe;j,
&, to zmienne w czasie bledy pomiaru (reszty, time-varying residuals).

! Na przyklad zmiana przebiega u wszystkich osob w sposéb prostoliniowy lub krzywa
rozwojowa u wszystkich oséb przyjmuje ksztatt odwréconej litery U (ksztatt tzw. funkgji
kwadratowej).
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Model poziomu 2, okreslany jako tzw. model migdzy osobami (Konarski, 2009),
dotyczy rozkladu trajektorii zmiany w badanej probie. W modelu tym parametry
indywidualnych krzywych rozwojowych (z modelu poziomu 1) sa traktowane jako
rozproszone wokot swoich wartosci $rednich, zgodnie ze wzorami:

;= Uy + Gy
Bi= s+ Cyi
gdzie:
a; i B; to parametry indywidualnej krzywej rozwojowej,
Lo 1 g to Srednie wartosci tych parametrow,
Cai 1 G to reszty regresji (odchylenia wynikéw poszczegdlnych osob od sredniej
w probie).
W modelu poziomu 2 szacowane sa:
— $redni stan poczatkowy (srednia warto$¢ zmiennej zaleznej w pierwszym po-
miarze) i Srednia wielko$¢ zmiany,
- zroznicowanie w stanie poczatkowym i w wielko$ci zmiany,
- kowariangja (zwiazek) stanu poczatkowego i wielkosci zmiany.

Podsumowujac, LGCM pozwala oszacowac¢ réznice miedzyosobnicze w obser-
wowanych w czasie zmianach wewnatrzosobniczych.

Latentne czynniki charakteryzujace zmiane

LGCM stanowi jedno z zastosowant SEM do analizy zmiany (Preacher, 2010).
Model w LGCM przypomina klasyczny model konfirmacyjnej analizy czynnikowej
(confirmatory factor analysis, CFA), ktdrej celem jest testowanie modelu pomiarowego
(okreslonego a priori) relacji miedzy wskaznikami obserwowalnymi a postulowa-
nymi czynnikami latentnymi (Konarski, 2009).

W LGCM powtarzane pomiary zmiennej sa traktowane jako wskazniki latent-
nych czynnikow, charakteryzujacych dwa aspekty zmiany: stan poczatkowy i wiel-
ko$¢ zmiany (odpowiednio: intercept i slope). Poniewaz LGCM umozliwia badaczowi
modelowanie aspektow zmiany jako efektow losowych, szacowane moga by¢ sred-
nie, wariancje i kowariancje indywidualnych réznic w czynnikach latentnych (Prea-
cher, 2010).

O ile w przypadku CFA badacza interesuja fadunki czynnikowe jako wskazu-
jace na efekt oddziatywania zmiennych latentnych na zmienne obserwowalne (Ko-
narski, 2009), o tyle w LGCM wszystkie tadunki czynnikowe sa przez badacza
narzucane podczas identyfikacji modelu, natomiast przedmiot zainteresowania sta-
nowia parametry czynnikow latentnych (Srednie, wariancje, kowariancje) i to one
sq szacowane.

W LGCM oszacowaniu podlegaja (Duncan, Duncan, 2009):

— $rednia i wariangja czynnika intercept,
— $rednia i wariangja czynnika slope,
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— kowariancja czynnikow intercept i slope,
— wariancje btedu dla kazdego z powtarzanych pomiaréw.

Interpretacja tych parametrow pozwala udzieli¢ odpowiedzi na pytania klu-
czowe w badaniu zmiany: (1) czy zachodzi zmiana danej wtasciwosci na poziomie
grupy? (2) czy istnieja réznice miedzyosobnicze w tej zmianie? (3) czy istnieje mie-
dzyosobnicze zréznicowanie w poziomie wyjsciowym danej wtasciwosci? (4) czy
zachodzi zwigzek zmiany z poziomem wyj$ciowym danej wlasciwosci?

Czynnik intercept (stata krzywej wzrostu) okresla punkt, w ktérym zaczyna sig
krzywa wzrostu. W modelu dla kazdej osoby (modelu poziomu 1) oznacza on punkt
przeciecia krzywej wzrostu tej osoby z osia rzednych (osia Y), czyli wyjsciowy po-
ziom mierzonej wlasciwosci (zmiennej zaleznej). W probie (w modelu poziomu 2)
czynnik intercept zawiera informacje o sredniej i wariangji stalych regresji charakte-
ryzujacych krzywe wzrostu wszystkich os6b nalezacych do proby. Istotna wariancja
czynnika intercept wskazuje na istnienie miedzyosobniczego zréznicowania w po-
ziomie wyjsciowym analizowanej wtasciwosci (co stanowi odpowiedz na pytanie
nr 3).

Czynnik slope (nachylenie krzywej wzrostu) odzwierciedla wielko$¢ zmian
w jednostce czasu. Czynnik ten w modelu dla osoby reprezentuje nachylenie jej
krzywej wzrostu, w probie natomiast, analogicznie jak intercept, ma takze $rednia
i wariangje, ktére moga zosta¢ oszacowane z danych (Duncan, Duncan, Strycker,
2006). Istotna srednia warto$¢ czynnika slope $wiadczy o zachodzeniu zmiany w po-
ziomie danej wlasciwosci na poziomie grupy (odpowiedz na pytanie nr 1). Z kolei
istotna wariancja czynnika slope wskazuje na miedzyosobnicze réznice w tej zmianie
(odpowiedz na pytanie nr 2).

Czynniki intercept i slope moga pozostawac w kowariancji. Istotna kowariancja
czynnikow intercept i slope oznacza zachodzenie zwigzku miedzy zmiang w zakresie
danej wlasciwosci, a jej poziomem wyjsciowym (odpowiedz na pytanie nr 4). Znak
kowariancji informuje o kierunku tego zwiazku (dodatni $wiadczy o kowariancji
pozytywnej, ujemny zas o negatywnej). Pozytywna kowariancja wariangcji tych
dwdch czynnikdow oznaczataby, Zze u 0séb o wyzszych wartosciach poczatkowych
okreslonej wlasciwosci (intercept) rowniez jej zmiany bytyby wieksze (slope). Kowa-
riancja negatywna wskazywalaby na zalezno$¢ przeciwna, tj. tym wiekszy wzrost
im nizszy byl wyjSciowy poziom danej wlasciwosci (Acock, Li, 2002).

Wariancje btedu ujmowanego na obu poziomach analizy wptywaja na interpre-
tacje parametrow modelu, korygujac wariancje otrzymana ze wzgledu na losowy
btad pomiaru (Duncan, Duncan, 2009).

Etapy procedury LGCM

Badacz stosujacy LGCM podejmuje te same kroki postepowania, co w przy-
padku SEM. Sa to: specyfikacja modelu, identyfikacja modelu, a nastepnie jego esty-
magcja i interpretacja oraz ewentualna modyfikacja.
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Specyfikacja i identyfikacja modelu

Specyfikacja modelu polega na graficznym przedstawieniu relacji miedzy
zmiennymi obserwowalnymi (powtarzanymi pomiarami) a czynnikami latentnymi
(intercept i slope), czego przyktad dla trzech pomiarow zmiennej zaleznej prezentuje
rysunek 2. W graficznej prezentacji modelu wykorzystuje sie rozwigzania tradycyj-
nie przyjete w SEM. Wyniki powtarzanych pomiaréw zmiennej zaleznej (y) stano-
wig zmienne obserwowalne i jako takie przedstawiane sa w prostokatach. Z kolei
czynniki latentne przedstawiane sa w owalach. Zakoniczone z jednej strony strzatka
linie biegnace od czynnikoéow intercept i slope do pomiaréw zmiennej zaleznej w ko-
lejnych punktach czasu odzwierciedlaja oddziatywanie tych zmiennych latentnych
na poddawane pomiarowi zmienne obserwowalne. Podobnie jest w przypadku
strzatek taczacych bledy pomiaru (E) ze zmiennymi obserwowalnymi. Natomiast
linia zakoniczona z obu stron strzatkami taczaca czynniki latentne reprezentuje ko-
wariancje miedzy nimi (Acock, Li, 2002; Duncan, Duncan, 2009).

;i; 1 ; 1 ; 1
yl y2 y3

Rysunek 2. Graficzne przedstawienie modelu dwuczynnikowego dla trzech pomiarow

Zrédto: opracowanie wlasne.

Identyfikacja modelu odnosi si¢ do wyznaczania rOwnowagi miedzy paramet-
rami znanymi i nieznanymi. Aby model byt zidentyfikowany liczba znanych para-
metréw musi by¢ wieksza niz liczba parametréw do oszacowania. Tylko wowczas
liczba stopni swobody jest wigksza od zera, co umozliwia estymacje modelu, tj. osza-
cowanie czy ,, pasuje” on do obserwowalnych danych uzyskanych w powtarzanych
pomiarach. Znane parametry modelu (okreslone przez dane) to srednie, wariancje
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i kowariancje zmiennych obserwowalnych. Ich liczbe mozna okresli¢ na podstawie
liczby powtdrzonych pomiardw, korzystajac ze wzoru:

T(T +3)
2

gdzie T to liczba powtorzonych pomiaréw (Bollen, Curran, 2006; Preacher, 2010).
Na przyktad, dla trzech powtdérzonych pomiaréw bedziemy mieli 3 srednie, 3 wa-
riancje i 3 kowariancje, co daje liczbe 9. Dla oszacowania prostoliniowej trajektorii
zmian do oszacowania w modelu pozostaja parametry intercept, slope (ich srednie
i wariancje), kowariancja slope i intercept oraz blad pomiaru w kazdym z trzech po-
wtorzonych pomiaréw, facznie 8 parametréw (Duncan, Duncan, 2009). W modelu
zidentyfikowanym roéznica miedzy liczba informacji zawartych w danych a liczba
parametréw do oszacowania jest rowna liczbie stopni swobody w tescie modelu
(Duncan, Duncan, 2009; Preacher, 2010). W omawianym przykltadzie mamy zatem
1 stopient swobody.

Identyfikacja modelu w LGCM odbywa sie poprzez narzucanie tadunkéw czyn-
nikowych (dla czynnikéw intercept i slope) zmiennym obserwowalnym (powtarza-
nym w czasie pomiarom). Ladunki te zapisujemy na wykresie przy poszczegolnych
liniach faczacych czynniki latentne i zmienne obserwowalne.

Jesli chodzi o intercept, dla kazdego badanego ma on wartos¢ statq w czasie, po-
niewaz to, jaki byt wyjsciowy poziom mierzonej wlasciwosci, nie zmienia sig. Dla-
tego fadunek tego czynnika jest ustalony i wynosi 1 dla kazdego z powtarzanych
pomiarow (Acock, Li, 2002; Duncan, Duncan, 2009).

Z kolei czynnik slope jest zwiazany ze skalg czasu, co odzwierciedlaja tadunki
czynnikowe ustalane dla niego w identyfikacji modelu. Poczatek skali czasu dla slope
odnosi si¢ do tzw. , punktu zerowego” stanowigcego punkt odniesienia dla pozos-
tatych pomiaréw. Jego lokalizacja jest znaczaca dla interpretacji parametrow modelu
zwiazanych z czynnikiem infercept. W badaniach podtuznych jako poczatek skali
najczesciej przyjmuje sie pierwszy pomiar, w ktérym ocenia sie poziom wyjsciowy
mierzonej wlasciwosci. Mozliwe sa jednak réwniez inne lokalizacje tego punktu, np.
czas wystapienia jakiego$ krytycznego zdarzenia (ktdrys z kolei z przeprowadzo-
nych pomiaréw), czas $mierci pacjenta (ostatni pomiar przed zgonem) (Preacher,
2010). Ladunek czynnikowy slope dla poczatku skali wynosi zero. Pozostate tadunki
zwiazane sa z przyjeta skalg czasu (np. lata, minuty) i odzwierciedlaja uptyw czasu
na tej skali od punktu poczatkowego. Na przyktad, gdy poczatek skali ulokowany
jest w pierwszym pomiarze, a tacznie odbylo si¢ 5 pomiaréw powtarzanych co roku
(czyli po roku, dwoch, trzech i czterech od pierwszego pomiaru), tadunki czynni-
kowe slope dla pieciu kolejnych pomiaréw beda wynosity odpowiednio: 0, 1,2, 31 4.
Z kolei w przypadku trzech pomiaréw w odstepie co 3 miesigce i poczatku skali
umiejscowionym w srodkowym pomiarze tadunki beda nastepujace: -3, 0, 3. W przy-
kladzie zaprezentowanym na rysunku 2 fadunki czynnikowe slope wynosza dla ko-
lejnych trzech pomiaréw: 0 (poczatek skali czasu), 11 2. Przyjeta skala czasu jest
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istotna dla interpretacji parametréw zwigzanych z czynnikiem slope, poniewaz na-
chylenie krzywej rozwoju jest rozumiane jako zmiana wartosci mierzonej wlasciwo-
$ci w danym interwale czasu.

Btedy pomiaru (E) sa wprowadzane do modelu jako reprezentujace te cze$¢ wa-
riancji zmiennych obserwowalnych, ktora nie jest wyjasniona czynnikami latent-
nymi (Preacher, 2010). Ladunki czynnikowe btedéw pomiaru sa w modelu ustalone
i wynosza 1. Ponadto w modelu zaklada sie zerowa srednia kazdego z bledow po-
miaru, a ich wariancje zazwyczaj pozostawia sie do oszacowania, cho¢ niekiedy
takze narzuca si¢ warunek rownosci wariangji btedu w kolejnych pomiarach (Bollen,
Curran, 2006; Konarski, 2009; Preacher, 2010).

Przesledzimy specyfikacje i identyfikacje modelu, odwotujac sie do przyktadu
badan podtuznych dotyczacych m.in. zmian w zakresie preferowanych wartosci (Cie-
ciuch, Davidov, Algesheimer, 2016). Badania te prowadzono wérdd dzieci z roznych
kohort urodzeniowych, tj. bedacych w réznym wieku w momencie pierwszego po-
miaru. Przyktady dotyczy¢ beda dzieci, ktére w pierwszym pomiarze miaty 10 lat.
Preferencje warto$ci autorzy mierzyli kwestionariuszem Picture-Based Values Survey
for Children (Déring i in., 2010), ktéry powstat w oparciu o kolowy model wartosci
Schwartza (1992) i pozwala oceni¢ preferencje dotyczace: zachowawczosci, przekra-
czania siebie, otwartosci na zmiany oraz umacniania siebie. Wsrod dzieci przepro-
wadzone zostaly trzy pomiary oddzielone rocznymi interwatami. W momencie
pierwszego pomiaru badane dzieci miaty 10 lat, a w pomiarach kolejnych odpowied-
nio 111 12 lat. Dla zilustrowania specyfikacji i identyfikacji modelu w tych badaniach
mozna zatem wykorzystac rysunek 2. Kolejne pomiary zmiennej obserwowalnej (na
rysunku: y1, y21y3), w przypadku omawianych badan oznaczaja pomiary wartosci
przeprowadzone, gdy dzieci sa w wieku kolejno: 10, 11 i 12 lat. Kazdemu z tych po-
miaréw towarzyszy blad (E). Latentnymi czynnikami, ktérych srednie i wariancje
chcemy oszacowac, sa natomiast: wyjsciowy poziom preferencji danej wartosci (in-
tercept) oraz zmiana w zakresie tej preferencji - jej wzrost lub spadek (slope). W iden-
tyfikacji modelu wyjsciowemu poziomowi preferencji danej wartosci (intercept) jako
niezmiennemu w czasie przypisujemy staty fadunek 1 dla kazdego z trzech pomia-
row. Z kolei czynnikowi zmiany (slope) przypisujemy tadunki odzwierciedlajace
przyjeta skale czasu. W omawianym badaniu poziom preferencji danej wartosci
w pierwszym pomiarze traktowano jako poziom wyjsciowy (,, punkt zerowy”), dla-
tego fadunek czynnika zmiany dla pierwszego pomiaru wynosi zero. Kolejne po-
miary powtarzane byty co roku, stad tadunki slope dla nich wynosza odpowiednio:
11 2 (jak na rysunku 2), co odzwierciedla czas, jaki uptynat do momentu tych po-
miarow od , punktu zerowego”. Ladunki czynnikowe dla bledow pomiaru zmiennej
obserwowalnej autorzy ustalili standardowo na 1, narzucili tez zerowgq srednia btedu
kazdego pomiaru, natomiast wariancje btedéw pozostawili do oszacowania. Przy
tak zidentyfikowanym modelu w jego tescie dysponujemy jednym stopniem swo-
body, co umozliwia oszacowanie modelu.
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Estymacja i interpretacja modelu

Estymacja modelu oznacza testowanie jego dopasowania do danych empirycz-
nych. W tym celu stosuje sie¢ odpowiednie oprogramowanie, jak np. Amos (Byrne,
2000), EQS (Byrne, 2006), LISREL/SIMPLIS (Byrne, 1998), Mplus (Wang Wang, 2012),
Mx (Hamagami, 1997) oraz SAS’s PROC CALIS (Hatcher, O'Rourke, 2013). Warte
uwagi jest takze bezptatne rozwiazanie, jakim jest pakiet lavaan (Rosseel, 2012) dzia-
lajacy w srodowisku R (R Core Team, 2013).

Zalozenia. Jak kazda metoda statystyczna, LGCM narzuca na badacza pewne
ograniczenia co do rodzaju danych i préby. Pierwszym z wymogow jest pozyskanie
odpowiedniej liczebno$ci proby. Brak jest jednoznacznych wskazan co do liczebno-
$ci minimalnej, ktdra uzasadniataby wykorzystanie metody. Zaleca si¢ jednak, by
proba liczyta przynajmniej okoto 100 osob? (Curran, Obeidat, Losardo, 2010). Nalezy
mie¢ na uwadze, ze wymogi co do liczebnosci proby sa uzaleznione m.in. od ztozo-
nosci modelu. Im bardziej skomplikowany model, tym trudniej na matej probie
osiggnac istotne jego dopasowanie (Curran, Obeidat, Losardo, 2010).

Kolejnym warunkiem, o ktérym byta juz mowa, jest posiadanie danych z przy-
najmniej trzech powtdérzonych pomiardéw, aby mozliwe byto oszacowanie trajektorii
rozwoju (Curran, Obeidat, Losardo, 2010). Pewnym odstepstwem od tej reguty jest
sytuacja braku danych dla czesci 0sob z jednego z pomiaréw. Modele latentnych
krzywych rozwojowych moga by¢ szacowane w sytuacji brakow danych, lecz nalezy
upewnic sig, ze przewazajaca wiekszos¢ przypadkéw w macierzy posiada dane dla
wszystkich pomiaréw (Duncan, Duncan, Strycker, 2006; Curran, Obeidat, Losardo,
2010). Ponadto odstep pomiedzy pomiarami powinien by¢ taki sam dla wszystkich
badanych (Duncan, Duncan, Strycker, 2006, Curran, Obeidat, Losardo, 2010).

Korzystajac z LGCM, nalezy tez zna¢ zalozenia konkretnej metody szacowania
modelu. W przypadku najczesciej stosowanej metody estymacji, jaka jest metoda
najwiekszej wiarygodnosci (maximum likelihood, ML), czynione jest np. zalozenie, Ze
powtdrzone pomiary dotycza zmiennych ciagtych, ktore posiadaja rozklad nor-
malny. Podobnie jest w przypadku metody uogolnionych najmniejszych kwadratow
(generalized least squares, GLS). Brak normalnosci rozktadu modelowanej zmiennej
lub jej nieciagly charakter nie oznaczaja jednak braku mozliwosci wykorzystania
LGCM. Zatozenia wielowymiarowego rozkladu normalnego nie przyjmuje metoda
asymptotycznie wolna od rozkladu (asymtotically distribution free, ADF), jednak jej
zastosowanie wymaga bardzo duzych préob. Wymagana liczebnos¢ proby wzrasta
wraz ze zfozonoscig modelu. W przypadku, gdy zmienne obserwowalne maja cha-
rakter kategorialny, estymator ADF jest okreslany jako estymator wazonych naj-
mniejszych kwadratéw (weighted last squares, WLS) (Duncan, Duncan, Strycker,
2006). Inne podejscie polega nie na stosowaniu odmiennych metod estymacji, a na

2 Inne zalecenia dotyczace liczebnosci proby to m.in.: od 5 do 10 obserwagji na parametr
w modelu czy 50 obserwacji na zmienna (Muthén, Muthén, 2002).
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korekcie statystyk testowych, w efekcie czego otrzymujemy estymatory odporne, ktore
mozna stosowac¢ w przypadku braku wielowymiarowego rozktadu normalnego i ma-
tych prob. Do estymatoréw tego typu naleza: odporny estymator najwiekszej wiary-
godnosci (robust maximum likelihood, RML), odporny estymator uogdlnionych naj-
mniejszych kwadratéw (robust generalized least squares, RGLS) czy odporny estymator
diagonalnie wazonych najmniejszych kwadratow (robust diagonally weighted last squa-
res, RDWLS) (Konarski, 2009).

Szacowanie dopasowania modelu. Szacujac dopasowanie modelu w przy-
padku LGCM, postepujemy tak, jak w przypadku SEM (Konarski, 2009). W celu od-
powiedzi na pytanie czy nasz model jest wystarczajaco dopasowany do danych,
analizujemy wartosci kilku wskaznikéw dopasowania. Nie istnieje jeden wskaznik,
ktéry umozliwiatby bezbtedne oszacowanie dopasowania modelu (Bollen, Curran,
2006; Curran, Obeidat, Losardo, 2010), dlatego zadaniem badacza jest zweryfikowac
dopasowanie modelu, opierajac sie¢ na kilku indeksach. W tabeli 1 prezentujemy
wiec kilka przyktadowych. Decydujac si¢ na wykorzystanie danych indekséw do-
pasowania, nalezy upewnic sie, ze sq wlasciwe z punktu widzenia posiadanych da-
nych czy liczebnosci préby.

Tabela 1. Charakterystyka wybranych indekséw dopasowania modelu latentnych
krzywych rozwojowych

Nazwa Osiagane clinterpretaq_a . Wplyw
. g opasowania ztozonosci modelu
indeksu warto$ci s R
modelu i liczebnosci proby
prawdopodobienstwo
interpretacji podlega poziom uzyskania istotnego
Ogdlny test istotnosci statystycznej testu; wyniku:
dopasowania wystarczajace dopasowanie a) wzrasta: w duzych
X* (CMIN) modelu wskazuje wynik probach (>200) i przy
statystycznie nieistotny ztozonych modelach;
b) maleje w matych prébach
NFI uzyskuje wyzsza wartosc
(znormalizowany >0,90 — akcepto-  dla bardziej ztozonych
indeks walne modeli i w wigkszych
dopasowania) 0-1 dopasowanie probach
CFI
(indeks > (0,95 — adekwatne
wzglednego dopasowanie
dopasowania)
TLI >0,90 — akcepto- 1) maleje wraz ze wzrostem
. walne ztozonosci modeluy;
(indeks dopasowanie 2) relatywnie niezalezn
Tuckera-Lewisa) 0-1 P d Y Ikoéci prob y
.. >0,95 — adekwatne od wielkosci proby
IFI (niekiedy > 1) dopasowanie
(indeks przyrostu >1—-nadmierne
dopasowania) dopasowanie
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cd. tabeli 1

< 0,05 - dopaso-

0 —brak wanie dobre
RMSEA wartosci 0,05 - 0,08 — zado- relatvwnie niezalezn
(pierwiastek maksymalnej walajace od liZzebnoéCi b y
kwadratu btedu  (posiada 0,08-0,10 — { Aozonodc mcI)D deluy
aproksymagiji) przedziaty mierne
ufnosci) > 0,10 — nieakcep-
towalne

Zrodto: opracowanie wlasne na podstawie: Bedynska, Ksigzek, 2012; Bollen, Curran, 2006;
Kenny, McCoach, 2003; Miles, Shevlin, 2007; Konarski, 2009; Schumacker, Lomax, 2016.

Interpretacja: wyniki oszacowania intercept i slope. W przypadku uzyskania
wynikéw wskazujacych na dopasowanie modelu mozemy przystapi¢ do analizy
wartosci srednich i wariancji slope i intercept oraz kowariangji miedzy tymi czynni-
kami.

W analizowanym przyktadzie uzyskano wyniki przedstawione w tabeli 2.
Oszacowane srednie czynnika intercept oznaczaja wyjsciowe $rednie poziomy pre-
ferencji poszczegolnych wartosci. Z kolei istotne wariancje tego czynnika wskazuja,
Ze w momencie pierwszego pomiaru dzieci roznily si¢ miedzy soba w zakresie pre-
ferencji kazdej z wartosci. Oszacowane srednie czynnika slope okreslaja, o ile w ko-
lejnych pomiarach zmieni sie Srednio (wzrosnie lub zmaleje) wartos¢ mierzonej
zmiennej (w jednostkach uzywanych do jej pomiaru). Istotnos¢ srednich czynnika
slope wskazuje, czy zmiany te sa istotne. W badanej grupie wraz z wiekiem istotnie
rosnie preferencja dla otwartosci na zmiany, istotnie maleje natomiast wazno$¢ za-
chowawczosci oraz przekraczania siebie. Z kolei istotne wariancje czynnika slope
wskazuja na miedzyosobnicze zréznicowanie w zidentyfikowanej zmianie. Dane
zawarte w tabeli 2 wskazujq, Ze badane dzieci charakteryzuja si¢ r6zna dynamika
zmiany jedynie pod wzgledem preferencji otwartosci. Badacze nie podaja oszaco-
wania kowariancji miedzy czynnikami intercept i slope.

Tabela 2. Oszacowane wartosci czynnikéw intercept i slope w badaniach nad zmiang
preferencji wartosci u dzieci

Preferowane Srednie Wariangcja
wartosci Intercept Slope Intercept Slope
Zachowawczos¢ 3,178*** -0,980%** 0,104*** 0,013
Otwarto$¢ na zmiany 2,902%** 0,123*** 0,136*** 0,034**
Przekraczanie siebie 3,421%** -0,127*** 0,109** 0,018
Umacnianie siebie 2,459*** 0,081 0,225%** 0,003**

p <0,01; **p <0,001.

Zrédto: opracowanie wlasne na podstawie: Cieciuch, Davidov, Algesheimer, 2016.
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Modyfikacja modelu

Otrzymujac wyniki SEM wskazujace na brak dopasowania modelu, mozna pod-
jac¢ probe jego modyfikacji, by uzyskac lepsze dopasowanie. Najbardziej zaawan-
sowang forma modyfikacji modelu jest jego przeksztatcenie zgodne z teorig alter-
natywng wobec dotad przyjmowanej, czyli np. zatoZenie innego ksztattu krzywej
przebiegu zmian. Sposobem prostszym jest natomiast przeorganizowanie modelu
na podstawie otrzymanych wynikow testow istotnosci zmiennych oraz tzw. indek-
sow modyfikacji (modification indices, MI). W SEM wskazuja one, jakie zaleznosci
nalezy doda¢ do modelu (pozostawic je do oszacowania) a jakie usuna¢ (poprzez
narzucenie parametrowi wartosci rownej zeru) (Bedynska, Ksiazek, 2012). Lepsze
dopasowanie modelu osiaga sie¢ zazwyczaj poprzez usuniecie narzuconych na okre-
Slone parametry ograniczen (uwolnienie ich), czyli pozostawienie ich do oszacowa-
nia. Postepowanie to nie znajduje jednak prostego przetozenia na LGCM, poniewaz
w tym przypadku parametréw mozliwych do uwolnienia jest zdecydowanie mniej
niz przy innych zastosowaniach SEM (Duncan, Duncan, 2009; Preacher, 2010). Iden-
tyfikacja modelu zaktada tu bowiem narzucenie poszczegélnym zmiennym obser-
wowalnym okreslonych tadunkéw czynnikéw latentnych. Odzwierciedlaja one
realne aspekty przeprowadzonych badan, np. umiejscowienie kolejnych pomiaréw
na skali czasu. Uwolnienie czeSci parametréw moze poprawi¢ dopasowanie modelu
do zebranych danych, lecz jednoczesnie utrudni¢ lub wrecz uniemozliwic teore-
tyczng interpretacje zmodyfikowanego modelu. Preacher (2010) wskazuje na dwie
zasady, ktérych stosowanie uprawomocni modyfikacje modelu w oparciu o MI:
(1) wprowadzane modyfikacje musza znajdowac teoretyczne uzasadnienie; (2) do-
pasowanie modelu powinno zosta¢ sprawdzone na nowym zbiorze danych, by unik-
nac efektu specyficznosci modelu, tj. jego dopasowania tylko do konkretnego zbioru
danych.

Inne mozliwosci LGCM

Modelowanie zmian krzywoliniowych

Pomiar podluzny czesto ujawnia zmiane krzywoliniowa. W LGCM mozliwe
jest oszacowanie dopasowania modelu zmian krzywoliniowych. W tym celu nalezy
wlaczy¢ do modelu zatoZenie o nieliniowej trajektorii zmiany.

Ya=a;+pit+ Pt +e,

Efektem tego staje si¢ poszerzenie modelu o trzeci czynnik (slope 2, w réwnaniu:
B9, dla ktérego wielkos¢ tadunkow czynnikowych odpowiada kwadratowi (gdy
zmiane odzwierciedla kwadratowa funkcja czasu) czy szescianowi (gdy zmiane od-
zwierciedla sze$cienna funkcja czasu) itp. wartosci dla slope (Bollen, Curran, 2006;
Grimm, Ram, Estabrook, 2017). Krzywoliniowy charakter modelowanych zmian jest
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istotny dla identyfikacji modelu. Model uwaza sie za zidentyfikowany, gdy liczba
pomiaréw réwna sie¢ minimum k + 1, gdzie k jest liczba latentnych parametréw krzy-
wej (np. gdy model zakltada dwa czynniki w modelu prostoliniowym — slope i inter-
cept, to k=2, a minimalna liczba pomiaréw powinna wynosi¢ 3) (Preacher, 2010). W
przypadku ksztattu funkcji kwadratowej dochodzi komponent kwadratowy jako
trzeci czynnik opisujacy trajektorie (slope 2), wigc liczba wymaganych pomiarow
wzrasta do 4. Jedli zatem badacz spodziewa si¢ zaobserwowac zaleznosc¢ krzywoli-
niowa, musi to uwzgledniac juz na etapie planowania badan.

Wlaczanie predyktorow do modelu: warunkowy LGCM

W przypadku zachodzenia miedzyosobniczych réznic krzywych wzrostu po-
jawia si¢ pytanie o zrédto tych réznic. Niekiedy od poczatku istnieja przestanki, by
spodziewac sie takich réznic z uwagi na jaka$ zmienna, np. pte¢ czy poziom wy-
ksztalcenia. Istnieje mozliwos$¢ wlaczenia tego typu zmiennych jako predyktorow
w LGCM. W efekcie model staje si¢ tzw. warunkowym modelem wzrostu (conditio-
nal LGM) (Duncan, Duncan, 2009). Istnieja dwa rodzaje predyktoréw mozliwych do
uwzglednienia w LGCM: (a) predyktory niezmienne w czasie (time-invariant cova-
riates, TICs), ktérych warto$¢ jest stata; (b) predyktory zmienne w czasie (time-variant
covariates, TVCs), ktorych wartos¢ zmienia sie jako funkgja czasu (Curran, Obeidat,
Losardo, 2010). Predyktorami niezmiennymi w czasie (TICs) moga by¢ zmienne rze-
czywiScie niepodlegajace zmianom, jak pte¢ biologiczna czy wiek rozpoczecia nauki
szkolnej, ale takze zmienne, ktére ze swej natury podlegaja zmianom, lecz w danych
badaniach byly poddawane pomiarowi tylko raz (np. wyjsciowy poziom leku lub
wyjsciowy czas reakgji). Z kolei predyktory zmienne w czasie (TVCs), jak np. zasob
stownictwa, wysoko$¢ samooceny, pozwalaja przewidywaé wyniki w kolejnych po-
miarach. Wynik w kazdym z powtérzonych pomiaréw zalezy jednoczesnie od zwia-
zanych z nim czynnikéw latentnych krzywej wzrostu i dziatania predyktora (TVC)
w danym odcinku czasu. Predyktory wigczane do LGCM stanowig zmienne obser-
wowalne, dlatego uzupetniajac o nie specyfikacje modelu, umieszczamy je w pro-
stokatach. TICs nalezy potaczy¢ z czynnikami latentnymi za pomocg zakonczonych
strzatka linii biegnacych od TIC do intercept oraz do slope. Z kolei TVCs taczymy
z powtarzanymi pomiarami. Poniewaz wartos¢ TVCs zmienia sie w czasie, wpro-
wadzamy tyle wartosci TVC, ile wykonano pomiaréw i prowadzimy linie zakon-
czone strzatkami od wartosci TVC w danym punkcie czasu do przeprowadzonego
w tym punkcie pomiaru zmiennej zaleznej. Parametry wprowadzonych w ten spo-
sob do modelu zwigzkow (wspdtczynniki regresji, ) pozostawiamy do oszacowa-
nia. Istotny zwiazek miedzy TIC i intercept oznacza, ze predyktor ten pozwala
przewidywac wartos¢ wyjsciowa zmiennej zaleznej, natomiast istotny zwigzek TIC
ze slope interpretujemy jako mozliwos¢ przewidywania na podstawie predyktora
wielkosci i kierunku zmiany. Z kolei dla TVC otrzymujemy tyle wspotczynnikéw,
ile byto powtérzonych pomiarow. Kazdy ze wspdtczynnikow jest miara zwigzku
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zmiennej zaleznej z TVC w danym punkcie pomiaru. Przy czym w przypadku
uwzgledniania w modelu TVC wielko$¢ zmiany (Srednia slope) jest szacowana przy
kontroli efektéw TVC. Przyktad wilaczenia do LGCM zaréwno TICs jak i TVC oraz
interpretacji uzyskanych w ten sposob wynikéw odnalez¢ mozna w artykule opi-
sujacym badania nad zmianami poczucia integracji z rowie$nikami u dzieci w wieku
szkolnym (Grygiel, 2016). Model wykorzystujacy TVCs moze by¢ ponadto rozsze-
rzony o interakcje miedzy TVCs i czasem (co pozwala oceni¢ zmiennos¢ oddziaty-
wania danego predyktora w czasie) oraz interakcje miedzy TVCsi TICs (co pozwala
ocenic roznice w oddziatywaniu TVC w zaleznosci od wartosci przyjmowanej przez
TIC, np. role poziomu leku w zaleznosci od ptci biologicznej) (Acock, Li, 2002; Cur-
ran, Obeidat, Losardo, 2010).

Modelowanie efektow miedzyosobniczych: LGCM dla wielu grup

Modelowanie krzywych wzrostu moze by¢ tez przeprowadzone dla wielu grup,
np. grupy poddawanej leczeniu i grupy placebo, grup eksperymentalnej i kontrolnej
czy réznych grup wiekowych. W wielu badaniach postepowanie stuzace wykryciu
roéznic w przebiegu zmiany w réznych grupach (np. wiekowych, etnicznych) polega
na odrebnym testowaniu modeli w kazdej z grup i poréwnywaniu otrzymanych re-
zultatow. Procedura taka nie daje jednak mozliwosci oszacowania, czy istnieje wiele
Sciezek rozwoju typowych dla poszczegdlnych grup czy tez jedna — wspolna dla
wszystkich (Duncan, Duncan, 2009). W niektdrych przypadkach na pytanie o mie-
dzygrupowe réznice w przebiegu zmian rozwojowych moze odpowiedzie¢ zasto-
sowanie warunkowego LGCM i wprowadzenie zmiennej grupujacej (np. plci czy
rasy) jako niezmiennego w czasie predyktora (TIC). Jednak jest to stuszne wytacznie
przy zatozeniu, ze ksztalt krzywej rozwoju jest taki sam w poréwnywanych gru-
pach, a réznice, jakich poszukuje badacz dotycza warunkowych $rednich czynnikéw
latentnych. W sytuagji, gdy tego zalozenia nie mozna przyja¢, zastosowanie znajduje
LGCM dla wielu grup, ktore zaktada, ze parametry modelu moga sie dowolnie rdz-
ni¢ miedzy poréwnywanymi grupami (Curran, Obeidat, Losardo, 2010). Pozwala to
oszacowac podobienstwa i réznice w przebiegu rozwoju w réznych grupach w za-
kresie poziomu wyjsciowego, wielkoSci zmiany i przebiegu zmiany, a takze roli pre-
dyktoréw (Duncan, Duncan, 2009).

Opisane mozliwosci LGCM nie s wszystkimi istniejacymi. Oprécz LGCM
pierwszego rzedu, na ktérym skupiliSmy si¢ w artykule i ktdre opiera si¢ o jedna
obserwowalna zmienna bedaca wskaznikiem latentnych czynnikow wzrostu, stosuje
sie tez LGCM drugiego rzedu, ktére wykorzystuje wiele wskaznikow w kazdym
punkcie czasowym (Growth Modeling With Multiple Indicators) (Bishop, Geiser, Cole,
2014). Ponadto zamiast zaktada¢, ze wszyscy badani pochodza z jednej, homoge-
nicznej pod wzgledem przebiegu zmian populacji (jak w klasycznym LGCM) albo
wskazywac grupy, dla ktérych maja by¢ modelowane krzywe wzrostu (jak w LGCM
dla wielu grup), mozna zidentyfikowac¢ latentne subpopulacje rézniagce si¢ parame-
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trami tych krzywych za pomoca mieszanych modeli wzrostu (Growth Mixture Mo-
deling, GMM). Metoda ta umozliwia opis przebiegu zmian w kazdej ze zidentyfiko-
wanych populagji oraz ich poréwnanie (Ram, Grimm, 2009).

Podsumowanie

LGCM umozliwia testowanie hipotez teoretycznych dotyczacych przebiegu
zmiany na poziomie glebszym niz tradycyjnie stosowane metody analizy danych
podtuznych. Jednoczesna charakterystyka zmiany na poziomie trendu grupowego
oraz roznic indywidualnych w jej przebiegu pozwala uzna¢ LGCM za metode wy-
korzystujacq cala informacje o zmianie zawartg w danych. Korzystajac z mozliwosci,
jakie daje LGCM, nalezy jednak pamigtac, ze jest to metoda uzyteczna pod warun-
kiem, Ze testowany przez badacza model jest dobrze uzasadniony teoretycznie.
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Streszczenie. Zjawiska lezace w obszarze zainteresowan psychologii maja bardzo
czesto charakter dynamiczny. Wynika stad konieczno$¢ stosowania schematéw ba-
dawczych i analiz statystycznych umozliwiajacych identyfikacje zmiany i jej cha-
rakterystyke. Artykut prezentuje jedng z intensywnie rozwijajacych sie aktualnie
metod analizy zmiany: modelowanie latentnych krzywych rozwojowych (LGCM,
latent growth curve modeling), bedace jedna z odmian SEM (structural equation mode-
ling). Zaleta LGCM jest dostarczanie informacji o dwoéch aspektach analizowanej
zmiany: jej przecietnym (,typowym”) przebiegu oraz indywidualnym zréznico-
waniu trajektorii zmiany. To odréznia LGCM od tradycyjnych metod, jak ANOVA
z powtarzanymi pomiarami czy analiza szeregéw czasowych, ktdére analizuja
zmiane na poziomie $redniej tendencji w grupie. Dodatkowo LGCM umozliwia
ocene zwigzku miedzy wyjsciowym poziomem zmieniajacej si¢ wtasciwosci a prze-
biegiem zmiany. W artykule wyjasniamy istote LGCM, charakteryzujemy etapy
przeprowadzania tej analizy, ilustrujac je przykltadami z badan oraz wskazujemy
na dodatkowe mozliwosci tej metody analizy danych, jak modelowanie zmian krzy-
woliniowych, wlgczanie do modelu predyktoréw czy modelowanie krzywych roz-
wojowych dla wielu grup.

Stowa kluczowe: modelowanie latentnych krzywych rozwojowych, analizowanie
zmiany, czynniki latentne zmiany
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