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SUR LES FONCTIONS DONT LES SECTIORS
SONT APPROXIMATIVEMENT CONTINUES

Désignons par R 1’ espace des nombrgs reels et par R?
1 espace produit R x R, Etant donnee une fonction
b Ra—)R et x €R et ywn fixes. les fonctions d'une
variable f_ {y) = f(xo,y) et fyO(x) = flx.yo) 8 appel-
lent sectioﬁs de la fonction f correspondant reapective-
ment & x, et y . Dans le travail [1J Davies a demontre
que la continuite approximative de toutes les sections
i’ et ¥ de la :tonction f: R—-DR implique ; i appartenance
de la fongtion f a la deuxieme classe de Baire et il
a montre un exemple d'une fonction f:R? R qui n’est pas de
premiere classe de Baire et dont toutes les aections b &
et ¥ sont approximativement continues, Pourtant 1'exem-
ple de Davies ne montre pas que.la fonction f ayant ses
sections approximativement continues ne peut pas avoir
les autres bonnes propriéféh, par exemple &tre ponctuel-
lement discontinue.
Cn a également la méme situvation dans le cas de la fon=-
ction f.ng-—»a ayant ses sections f et ¥ continues pre-
sque partout /relativement a 1a meaure de Lebesgue/ et
approximativement continues. s exemple d'une fonction
£:R&—3R n'dtant pas de premiére classe et telle que
toutes les sections f et .f¥ sont continues preaque par=-
tout et approximativement continues est montre dans mon
article [2].
Dans cet article Je montre qu'il existe une fonction
f:Rg——)R ayant toutes ses sections fx et ¥ approximati-



vement continues et qui n’est continue en aucun point, De
plus, Je démontre que toute fonction f:Rg-—-)R dont toutes
les sections f_ et f¥ sont continues presque partout et
approximativement continues est de':}a ponctuellement dis-
continue sur tout ensemble A1 x Az, ol les ensembles line-
aires A1 et Az sont fermds et ne contiennent aucun de le-
urs points de dispersion.

Lemme 1. Il existe un ensemble AC R dénombrable, den-
se et tel que tous les ensembles lindaires Ax = {th:
(x,t) e A} et A7 = {t(R: t,y)€ A} sont vides ou ne contient

plus qu’ un element.

Démonstration, Soit (Un) la suite des ensembles
cuverts d'une base dénombrable dans Rz. Fixons le point
(x1:y1)e U; et le nombre naturel n et supposons qn' on ait
defja les points (xi.yil (i = 1925000y n-1) tels que
(xi,yi)e Ui pour i = 1,2,..., n=1 et Xy ¥ xj et ¥y "yj
pour i,J = 1.2’ I ERY] Il-1 et i * jl
Comme 1’ ensemble

B =U = S:J: [{(xi, t): tdn} v {(t,yijstc RS]

n'est pas vide, il existe donc ‘le point (:l:n,yn)t Bn' Re-

marquons que l,ensemble A '-'{(xk, yk) tk = 1.2,...} satis-
* ’

fait aux conditions exigees.

Théoreme 1., I1 existe une fonction i‘:R-g-tR ayant
toutes ses sections 1‘I et fy approximativement continues
qui n’est continue en aucun point et qui nlest la limite
dYaucune suite de fonctions continues presque partoﬁt.

Démonstration. Soit 4 1’ ensemble du lemme 1. Il existe
bour tout nombre naturel n deux ensembles fe'rmes, nonden-
ses An',Bn c 1’3 tels que x € A, Y€ Bn’ x, est un poi’n‘t de
densite de l"ensemble A, Y, est un point de densite de

] )

1" ensemble B, B {yk:k #netks 1,2,...} = g, An
{xk:k Fnetks= 1.2,...]- g et Ainkj = f et BinBj £ P
pour i ¥ Jet 4, = 1,2,... o Soient cnc An et DnCBn
(n = 12500 ) les ensembles du type % qui ne se composent
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que de ses points de densite tels que x.ne ¢, oV 7€ Bpe
DYaprés le lemme 11 du travail [5] il existe pour n = 1,2,...
les deux fonctions fn:R—lR et gn:B.—)R approximativement

continues et telles que .
4 (x) = O pour x€R =~ Cn,

o€f (x) €1 pour xeC,,
g, (x) = 0 pour x€R - D, et

0<g, tx) € 1 pour xé& D :

Posons, pour n = 1,2,,.. ,
I, (x) = £,(x)/f(x)),
By () = g, (/g tvy)
et |
in(xl . En(y) lorsque (x,y)€ C, x D,

£(x, y)=
0 lorsque (x,y)eaz - D (Cn x Dn).

ns=1

' ’
La fonction f satisfait aux conditions exigees. En effet,
si xoﬂ Cn, on a 1'e'galite‘

flx,y) = 'fn(xo) g,{y) pour tout yéR.

Si x, € ﬁ cn, on a r&o,y) = 0 pour y&R.
n =1

Toutes les sections f sont donc approximativement conti-
nues. On vérifie de 1a méme fagon que toutes les sections
tY sont approximativement continues. Afin d¥ établir que
la fonction f nlest continue en aucun point, il suffit de
remarquer que fix,y) = 1 en tout point (x,y) €A et que
1'ensemble

{xy)icny) 4 O} < U (c, x p,).

Le dernier ensemble est de premiere categorie. il existe
dans tout ensemble ouvert dans 112 deux points (n.‘ > 71) et
(u,, v,) tels que flu,, v4) = 1 et flu,, v,) = 0, alou i1
vient la discontinuite de la fonction f en tout point.
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I1 reste a prouver que la fonction f nlest la limite
d'aucune suite de fonctions continues presque partout. Dans
le travail [4] Mauldin a démontre que la fonction f pent
tre la limite d'une suite de fonctioms continues presque
partout si et seulement s’il existe une fonction g:Rg-ibR
de premiare classe de Baire et un ensemble FERZ du type

Ee et de_mesure (de Lebesgue) zéro tels que I x,5) :£(x,5) #
¢ glx, y)} € F, Supposons, au contraire, que la fonction

f soit la limite d'une suite de fonctions continues pres-
que partout. Il existe donc une fonction g:R—DR de pre-
misre classe et un ensemble F du type F , de mesure zero
tels que {(x,y):f(x,y) # g(x,y)l(?. DYautre part, quel
que soit 1’ensemble ouvert U< Rz, les ensembles {(;,y)(U:
flx,y) < 1f4} et {(z,y)‘ U:£(x,y) >3/43 sont de mesure po-
sitive, Comme, de plus, &

ih..ﬂ €U:1(x,y) < 1/43€{(x, 1) € Uiglx,y) <1/43uF et
&,y € U:f¢x,7) > 3/4} € {x,7) € U:g(x,7) > 3/4}VF,

la fonction g admet les valeurs plus petites que 1/4 et
plus grandes que 3/4 dans tout ensemble ouvert, en con-
tradiction avec la discontinuite ponctuelle de la fon-
ction g.

Remarque 1, Si toutes les sections Ix et 7 d’une fon-

ction I:R?-—)R sont continues presque partout et approxima-
tivement continues, 1’ensemble des points de continuite de

la fonction f est d€ja denmse.

Démonstration, Enreffet, comme toute fonction conti-
nue presque partout et approximativement continue est
qnaaicontinﬁe, la fonction f est donc, d’apr;n le tho'or;ue
du travail [3] , €galement quasicontinue, donc et ponctu-
ellement discontinue,

Nous dgnontrerona encore le thé'or;ne plus fort.
t™héoréme 2. Si toutes les sections £, et # a’une
fontion f:RE—PR sont continues presque partout et appro-
ximativement continues et si.les ensembles Ay, Azcn sont
nonvides, fermés et ne contiennent aucun de leurs points
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de dispersion, la fonction partielle /{4, x 12) est con-
tinue en certain point de 1'ensemble by x: Ao

Démonstretion, Admettons, au contraire, qu’il existe

une fonction f:H-Z-—)B ayant toutes ses sections fx et 1V
continues presque partout et approximativement continues
pour laguelle il existe deux ensembles nonvides, fermés A1, 4,
Aa R ayant la densité supérieure positive en tout son

point et tels gie la fonction partiells £/ ( A x Az) n’‘est
continue en aucun point de 1‘e.semble 11 x Az. I1 existe
pour tout point (x, .y)e 11 x "2 un intervalle ouvert I(x,y)-
=(K (x,y), pfz,y)) d’extremités rationnelles tel que, quelle
que soit la sphére ouverte S ( (x,5) , r) de centre au point
kx,y et de rayon r»0, il existe dans 1 ‘ensemble S({z,y] 5 r)
n (4, x 4,) deux points (x,, v,) et (x,, y,) tels gue
2(x,, 7)€ L[z, 3] ot £(x,, y,)2>B(x, 7). |

Rangeons tous les intervalles ouverts d‘extrémités ration-
nelles en une suite 11, 12. «es @t posons

B = ((x,y)‘ 44 x A,: au point (x,y) correspond ‘1’ interval-

le In}
On verifie facilement que tous les ensembles Bn sont fermes.

Comme A, x4, = B B , 1l existe donc un indice naturel
1 ey g A

s
n, tel que l’ememble-Bn est de deuxieme cate’gorie dans
ng, X
A1 b 4 12. Par conse’quent, il existe deux intervalles ou-

_ verts J, et Iy tels que J,M 4, ¢ 9, Jon A, P et (J1ﬁA1)x
x (1,0 4,)€ B, . Soit le point (x_,y ) € (7;04,) x (7, 4,)
0

tel que f(xo’yo)‘do‘*o + -’-g-i-!?"- =d,, ou Ino =(do.ﬂo)-

La section fyo gtant continue presque partou: et approxi-
mativement continue, il existe un intervalle ferme' d’extre’-
mitds rationnelles E,€J, tel que m(E,n4,) >0 (m adsi-
gnant la mesure de Lebesgue dans R) et flx,5,) € &4 pour
tout x@ K,M 4,. Toutes les sections f, etant egalement
continues presque partout et approximativement continues,
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il existe pour tout point x€ K,n A, un intervalle ferme'
K(x)€ J, tel que m(K(anAz) »0 et f(x,7) €&k, pour tout
ye€EK{x)N 4A,. Soit {Ll& n = { 12 suite de tous les inter-
valles fermes dextrémitds rationnelles. Puisque m(x1na1)
>0, au moins 1’un des ensembles ’
¢! = {xex aa: K = Ll}
est donc de mesure extérieure positive. De'aignona par ¢!
cet ensemble C;'l et par L1 lui correspondant 1! intervalle
L;l. Soient xoc 01 le point de densite exte_'rieur’e de 1'en-
semble C' et M,€ Int(K,) (Int(K,) adsigne comme d’navitude
1 intdrieur de 1'ensemble K.I] 1 intervalle ferme tel que

x,€ Int(l‘l1) et
r

01\1 m’de‘aigne la mesure exte‘rieure de Lebesgue dans R. Il
existe un point (xy,y,) € (Int(M) n4) x (mtl')na)te

6, - o

0 "]

que f&1n?1) > p°> po - ‘—"“: ————— = ﬂ1 .
De nouveau, tout en conservant la méme me'thode on de‘montre
1Y existence d'un intervalle ferme K, € Int(M,) tel que .
m(Kzl\ A1)> 0 et f(x,yd) ﬂ1 pour tout x@K, A4, et par la
suite 1?existence d%un ensemble C ¢A1012 et des inter-
valles feme'a L2C Int(L1’ et mzc IntlH1)tels que

alzln 4,)>0, nfn,)<1/2,
n* (1,0 c?) 12
>10{2)

m (M)
et £lx,5)> B, pour x€ M, 0 c? et ye 12,

En gdnéral, le n®°™® pas donne un ensemble C'€ A, et des

intervalles fermés M_€Int (Hn-‘l) et L€ Int(Ln'1, tels
que m‘,LnOAZ‘ >0, m(}:n)‘xll 5
*(x_ac”
07D

m(Hn )
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et f£{x,y) >‘31 ou f(x,y) €&, pour x@M N c? et y€ L7,

suivant que n est pair ou impair, Comme l’intersection des
ensembles (Mn x Ln) n (4 x Az] nlest pas vide, il existe
donc un point {u,v) € > 1(Mn x I?)n (A1 x Az). Dlapres

(1) 12 densite supe‘rieure de 1'ensemble {te R:f  (t)>P 3

et la densitd supdrieure de 1’ensemble fre R:fv(t)td,‘k

au point u sont Jgalea a 1, en contradiction avec la con-
tinuitd approximative de la section £’ au point u et la
2 ’ 0

demonstration est achevee, :

Démontrons encore le thdoréme suivant:

Théoréme 3. Soient 4,, A, QR les ensembles nonvides,
parfaits et tels que 1?engemble des points de dispersion
de 1'ensemble 11 appartenant a A1 est dense dans A1 et
l'ensemble des points de dispersion de 1! ensemble 12 ap-
partenant b A, est dense dans A,. Il existe une fonction
£:R2~p R ayant toutes ses sections £, et ¥ continues
presque partout et approximativement continues telle que
la fonction reduite f/ u, x 4,) n’est continue en aucun
point de 1? ensemble A‘l x Ay '

Dans la démonstration de ce thdoréme nous apliquerons
le lemme suivant dont la d€monstration est analogue que la
‘démonstration.du lemme 1.

Lemme 2. Soient les ensembles 4, et 12 lefs mémes qu’e
ceux du theoreme 3, Il existe un ensemble ACA1 x 12 de-
nombrable et dense dans A.l x 12 et tel que tous les en-
a'embles lx et AY sont vides ou ne contient qu’tm e'].:ment
etant un point de dispersion de l’ensemble A, ou A, res-
pectivement,

Démonstration du théoreme 3. Soit A€ Ay x 4, 1Yensen-
ble satisfaisant aux conditions du lemme 2. Rangeons tous
les points de 1'ensemble A en une suite PqsPopese telle
que p, # ij pour i # J et de‘sighons par (xi,yi) les co-
ordonndes du point Py (£ = 1,2,...). Il existe pour tout
point pitxi,yij deux ensembles ouverts Ui et Vi tels que
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U,CR - Ay, V;CR - 4y Xy est un point de densitd de

1’ ensemble U,, y, est un point de densite de 1'ensemble
V,, la fermeture C1(U,) de 1ensemble U, est 1 union des
fermetures des composantes de 1'ensemble U, et de 1'ensen-
ble {x,3 et 1a fermeture C1(V,) est 1'union des ferme tures
des composantes de 1 ensemble 71 et de lienaem'ble {yii et
Uifiﬂj = @ et vic;vj = fpour 1 £ Jet1,)=1,2,... ., 11
existe pour 1 = 1,2,... deux fonctions f,:R—>[0,7] et
gizn-)l'p,ﬂ continues presque partout, approximativement
continues et telles que

£,0x,) = 1 et £,{x) = O pour xe R - 01(U,) et
gily,) = 1 et g(y) = O pour y€ R - C1L(v,).
Posons
£,(x) - g4ly) lorsque (x,y)€ G}(Uil x c1(v,)

fix,y) = '
0 lorsque (x,y)€ R? - 1ﬁ1 (01(01) x Cl1 "1)) .

On vérifie facilement que la fonction f satisfait aux
conditions cxig:hs. '

Probl?ene. Ia fonction r:n-z--on ayant toutes ses sec-
tions f_ et #7 continues presque partout et approximati-
vement continues doit - elle &tre la limite d’une suite
de fonctions continues presque partout?
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SUR LES FONCTIONS DONT LES SECTIONS
SONT APPROXIMATIVEMENT CONTINUES

Ra‘sune‘

Dans cet article on examine les fonctions de deux va-
riebles dont les sections I, et ¥ sont approximativement
continues et les fonctions de deux variables dont les se-
ctions f_ et £7 sont continues presque partout et appro-
x.tmativamnt continues,

0 FUNKCJACH, KTORYCH CIECIA Sj APROKSYMATYWNIE CIAGZE

Streszczenie

¥ tym artykule bada sig funkcje dwéch zmiennych, kté-
rych ciecia f i sg aproksymatywnie ciggle oraz funkcje
dwéch miennych, ktérych cigcia .1 v sg ciggte prawie
wazedzie i aproksymatywnie oiqg!:e.



