ZESZYTY NAUKOWE WYZSZEJ SZKOLY PEDAGOGICZNEJ W BYDGOSZCZY
Problemy Matematyczne 1380 z. 2

Halina J. Jedryka
Bydgosszce

O PEWNYM PROSTYM SPOSOBIE BADANIA
ROWNARIA OGOLNEGO STOZKOWYCH

1. PrzeksztaXcenie liniowe na pZaszczyinie i jego maciersz,
Niech na pXaszcszyinie TT dana bedzie baza ortogonalna
B (0, T,

Niech na tej praszcszyfnie dane bedg dwa zbiory wektordw
X orasz Y. ;

Jezeli kasdemu wektorowi T € X na podstawie jakiejkol-
wiek umowy P przyporzadkujemy pewien wektor Y€ Y, to powia-
damy, %e na zbiorze X okreélone zostalo przeksztalcenie lub
transformacja P, co zapisujemy F: X—T ludb Ilv!.

Wektory ¥ = P( X )nazywamy wartoécig przeksstalcenia F,
zaé wektor X argumentem przeksztaXcenia F.

Jezeli przeksztaXcenie A speinia dwa warunki:
19, A(T, + Tp) = AT + AF))
2°, A (V) =x A(¥), gdy X€R,
to przeksztalcenie A nazywamy liniowym.
0té2 wektorowi X = 11? + 31? - [11,713 z pomocg zapisu:

£x1,y1] przyporzadkowana zostala macierz wiersszowa, co mo-
semy zapisaé jako przyporzgdkowanie

;’-—'-—b- [31:’1]
co zapisujemy takie
[11,1’13 i ¥(T).
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Podobnie mozemy wektorowi q = u{fa- 71? z pomocg zapisu:

[“;1] przyporzadkowaé macierz kolumnows, co oznacza, ze okred-
;

lone jest przyporgadkowanie
E‘——5—>[°1]
¥4

co zapisujemy takze

u o 4
[vﬂ = x(u)o

Dla macierzy okredla sig¢ przeksztalcenie, ktdre polega
na tym, 2e macierz wierszowg zamieniamy na kolummowg. Prze-
ksztatcenie takie nazywamy transponowaniem macierzy M i o=~
znaczamy symbolem HT. Mamy

. T x
[11 'y1] i [yﬂ e
Transponowanie macierzy kolumnowej polega na zastgpie-
niu jej macierzg wiersgowg, ¢zyli :
B
i J_V}_! =(uyvy .
Otéz przeksztaXcenie liniowe A na ptaszczyZnie Tr w ba=-
zie B( O,T, 5’) Jest okredlone za pomocg pewnej macierzy kwa-
dratowej stopnia drugiego, czyli:

a,, a
i %2
821 822
To dane przeksztaicenie liniowe A przyporzgdkowuje wek-
torom bazy T oraz 'J’wektory ?1 = A ? orag ;’2 = A 'j".
Niech wektory ?1 i ?2 bedg w bazie B (,O,'f.?) okreélone
z pomocg wspéirzgdnych ?1 =[x 10 io 1] oraz -5’2 - [ o 20 Pz']

tzn,
-

-» . -3
01 = Al = a11§ P1J
— — -—
?2.13 = &1+ o],

Weimy pod uwage macierz, ktérej kolumny sz utworgone gze
wspéirzednych wektoréw e; oraz ?2 czyli
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fp, By
0téz macierz ta jednoznacznie okresla przeksztaicenie linio-

we A,

W tym celu zauwaimy, e mozemy okreslié¢ wspéirzedne do-
wolnego wektora, przeksztaXconego z pomocg transformacji li-
niowej A.

Mianowicie, niech bgdzie dany dowolny wektor

T=x,T+x,7= {'x”xzj_T - [:12]

Sdpowiadajqcy mu wektor przeksztaicony
Ty Tey,T=|7
y=y41+7y,5] [y;] .

0t6z wektor przeksztaXcony z pomocg A bedzie

]

? =AY = A(x.T? + 12?) P 1(111') + L(IZT) =
= x1A(-f) + szt?) = 113'1 + 12?2 =
= x1(°<1—f + P‘l T+ xz(ﬂsz + ‘521)-
= x 3T+ T+ x0T + 1 PT -
-(&111 + C!m'?_,xz)_j.'p 1-(‘.5111 + {32:2)?-

[&111 + “2‘2
Pex + P2}

Ale y = [?2]’ ezyli

v1]_[ogxy + %%,
| 72| |_p1‘y 0 it
skad T e rx :
\ 1 e ]
72 [f” pa | =)



ARE S P

co mozna sprawdzié, wymnazajgc maciersze po prawe] stronie
ostatniej réwnosci.

0téz ostatnig réwnoséé mozemy zapisaé w postaci
3. x, &, -
P11 P2

Uwaga. Transponowanie macierzy jest takie okreslone dla ma-
cierzy kwadratowych. Polega ono na zamianie wierszy danej
macierzy na kolumny, a kolumn na odpowiednie wiersze, czyli

gdy dana jest macierz

a,, a a,, a
PO ks a12 to Pe. a11 a21
hex i ags ) 12 %22
Macierz A nazywa sig symetryczng, gdy A = LT. Ognacza to,

ze aij = aji' czyli 840 = 854

2. Forma kwadratowa wyznaczona przez macierz A,

Zauwazmy dalej, Ze gdy wektor ¥ = AX przeksztatcony
za pomocg przeksztaXcenia liniowego o macierzy symetryczne]

a,, a
PRt [311 312
21 722
czyli wektor o maciergy
¥ bl B
72 Sotht :%a0%2
pomnozymy przez macierz wierszowg
' T
T
(xqox] = [:;] =X

odpowiadajgcg wektorowi X, to otrzymamy

: B.4Xy + 240X
XTAX-[I1.x2][ 1151 1272 =
L5t by OB

2 Fa3n 2
n [%1‘1 * 8151 T X% ¥ El22‘2] -

= [agyx] + 2amp%, + appr3 ] «[Pexyxy)]
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Element tej jednowyrazowej macierzy, oznaczony symbolem
@'(x“xz) nazywamy formg kwadratowg o macierzy symetrycznej
4, czyli formg kwadratowg

' R 2
qﬂtx.l,xz) = a,,xy + 2a12x Xy + 255X5 .
Widzimy wigc, 2e forma kwadratowa @ (x1,x2} jest okres-
lona przez iloczyn macierzy XTJL X.

3, Przesunigcie réwnolegle, czyli translacja.
T.B., Translacja bazy.

Dokonajmy translacji, czyli przesuniecia réwnolegtego da-
nej bazy B(0,T,7) o wektor q = [d1,d2] do nowego potozenia
w punkcie O' ptaszczyzny.

T WeZmy pod uwage punkt P ptasz-
czyzny, ktéry nie zmienix swe-
go poXozenia na piaszczyZnie.
Z ratwoécia znajdujemy /rys.i/
zwigzek, Jjaki zachodzi migdzy
wektorami wodzacymi T 1 §

o il punktu P w pierwotnym i w no-
rys. 1. wym poXozeaiu bazy. Otrzymujemy

T = ?‘l- d czyli [x,y] = [x537) + [d1,d2]
gdzie x:y’ oznaczajg wspéirzgdne punktu P w nowej bazie

B(0%,1,3"), skad
x=x'+d, oraz y=y +d,

Jezeli wektory zapiszemy za pomocg macierzy kolummowych,

B ENE

gdzie X, X' oraz D oznaczajg odpowiednie macierze kolumnowe,
wystepujace w poprzedzajgce] réwnosci.

to

lubdb



T.P. Translacja figury.

Niech na praszezyZnie dana bedzie baza B { 0,3, 3') oraz
-
punkt P(x,¥). Dokonujemy translacji o wektor d = [d1,d2]

&

punktu P w danej bazie do potozenia w punkcie Q(u,v),(rys.Z).

-

otéz F =T+ d

s o #G
i A A v y d
i: > 3 : 2
s : skad u = x + d,
rys. 2. v=y +d,

Jezeli macierze kolumnowe oznaczymy odpowiednio U, X, D
to otrzymamy U = X + D,

4, Przeksztalcenie przez obrét,

OB, Obrét bazy o kat ¢.

Dana jest baza B(O,Y,?) i punkt P(x,y). Dokonujemy obfo-
tu /po Yuku okrggu/ danej bazy B(0,7,7) o kat ¢ do nowego
potozenia B'(0,17,7").

WeZmy pod uwage punkt P, o ktérym zakladamy, Ze nie zmie-
nia swego poozenia na praszczyZnie. Oznaczmy wspéXrcgdne
punktu P w nowej bazie B' odpowiednio [x',¥'].

Znajdziemy zwigzek, jaki zachodzi migdgzy wspdéXrzednymi
punktu P w pierwotnym i w nowym poXozeniu bazy,

; AT B
/ﬁ 1. j !

4 /_.
’\I&_"\“ P ¢ | z+9
6
— x
TYSe 3 o 3 godyg ¢

¥ bvazie B(0,71, 3’)__9? =[x,7]
W vazie B’(0,7',3') OP' =[x',¥']
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Ale OP' = OP, czyli 7 + 9y =x T+ y ?.

gnoza_c te réwnosé wektorows ska:_L’amie najpierw przez wersor

i’ oraz drugl raz przez wersor J’ i korazystajgc z tabelki

dla katéw migdzy wersorami, otrzymamy

x’ + 0= xcosy + ysin¢ WS, [x" [xco!qﬂ + ysin¢ ]

o +y = -xsing + ycosy y -x8ing + ycosY

skad ;
x’ cosd 8in¢ || x

!

y -8in¢ cosg y
Mamy wiec X’ = S2 X, Macierz 2 nazywamy maciersyq obrotu
h‘l’. i

OF, Obrét figury o kqt.q; .

Dana Jjest baza B(O,?,T) i punkt P(x,y). Dokonujemy obro-
tu /po Iuku okregu/ o kat ¢ punktu P w dane] bazie B(0,1,3)
do nowego poXozenia w punkcie Q(u,v). '

Tak mozna obrécié ukrad B do

raly g1 poXotenia BY0,1’,3), aby
0 punkt Q w bazie B’ miaZ wspdi-
/ b rzedne réwne wspéirsednym pun=-
ktu P v bazie B, Widoczne, 2e
) T w tyr celu wystarczy obrécié
rys. 4 . uk¥ad B o kat ¢ .

Nowa maciers wspéirsednych jest réwna iloczynowi macie-
rey obrotu Q prgez macierz wspéirzednych u, v punktu Q, czy-
11

x] cos§ sing tJ o cos® =-sin x
= B : skad =
y) -siny cos \A v| .|sing couq:j 1
co mozna sprawdzié przez podstawienie i wymnoienie macier:zy
kwadratowych,

Otrzymalidmy wige
n - Q! L4 1.
skad x=52 .0
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5, Stozkowe o réwnaniu érodkowym i ich przéksztatoonh prezes
obrét i przesunigcie.

Niech bedsie dana stozkowa S majgca Srodek, czyli o réw=-

naniu
Stx,y) = v2x® + xa¥y? - a%? . 0,
ktére nazywa si¢ réwnaniem Srodkowym stoikowe],

Zatwo zauwaiyé, ze formie kwadretowej

@(x,y) = b2x2 + ﬂcagz
wystepujacej w tym réwnaniu odpowiada macierz symetryczna

b2 0
A= 0 uaz
asyll, de ?ax=[0cxy)].

Obréémy atotkowq S o kat ¢ tzn. 2e o stotkowe] S .z wer-
gorem 1 bedzie po obrocie tworzyé kat CF . 'hktor wodzgcy
obranego punktu E na stozkowe] rg = xri + IBJ po obrocie

o kat ¢ niech ma wspéirzedne pp 1 qp esyld rl = pli + q,ﬁ.

Macierz P nowych wspéirzednych ( p,q) punktu E po obrocie
stotkowe] o kat @ © pomocg macierzy obrotu 2 wyrazi sig

nastepujgco:

ZwSeP
,kqd Ir- P!S?!.
Ot rzymamy :

T ax=PPRTAR P - PP
gdzie

2 2

2,2 242 sec - &a"se

be” + &xa"s"; b

Q = S?TAS?-

b%sc - & azac; v28? + oxa’e?

przy czym 8 oznacza 8in Cf, zad c oznacga cos ‘Y
Macierz Q okredla forme¢ kwadratowg @ po dokonaniu obro-
tu o kat ©.
. Z kolei dokonujemy translacji stozkowej S o wektor
3 = d{f - dz_j', ktéremu odpowiada macierz D, WeZmy pod uwage

-
wektor wodzgey ?E? = ps-f + qnj punktu E stotkowej po obrocie
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o kat ¢ . Niech punkt ten po translacji o wektor d ma wek-

tor wodzgcy ES g = ugi + v j Macierz U nowych wapézrzt:d-
nych punktu E po obrocie o kqt ¢ 1 translacji o wektor g
z pomocq macierzy translacji D wyrazi sig¢ nastepujgco:

Pa=U-=Daskad PF = UT - DT,
Otrzymamy zatem, 2Ze

x4 x = PPQ P = (UT - DY Q(U - D)
skad i

174 X = UTQ U - D'Q U - U'Q D + D'Q D,
Dokonujgc mnozer macierzy wystgpujacych w ostatnie] réw=
noéci, otrzymamy, Ze
vTQ D= . _ -
(b e? + xa sz) u? + 2(b23c -nt'azae)uv +(b232 +o(azcz)v?‘

DQ D =
= (b202 + a 52)d1 + 2(b sc =-Xa so)d dz +(b +0fa2c2}d§
pTQ - :
= (b +ota az)d u +(b sc -Xa sc)d1v +(‘b25c -Xa ac)dzu +
+[b2s +Xa c)dzv
TQ B
= (b%c? +xa az)d u +(b sc -Xa ac)dzn +(b%sc ~xa ac)d v+
+ (%82 +ocae z)sz.
Zatem
D'Q U+ UQDa= :
a 2(a11d1 + a12d2)u + 2(a2.|4:11 +a 2d2)v , gdzie oznaczono:

a;q = b2c2 +ota232; 8,5, = 854 = bzac -O(azac, 322 = b232 -

+ 3202.
Uwzgledniajgc wprowadzone oznaczenia mozemy napisaé

2 2
T4 X = [a“u + 2a,,uV + 857 - 2(311d1 + a12d2)u
2 2

-[@7 (u,v)].

Otrzymaliémy wigc, 2e po obrocie i po translacji réwnanie
stozkowe] S bedzie postaci:
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gdzie oznaczono!
2853 = =2(agdy + 2554)

2

2 2 2

33
Jezeli wprowadzimy symboliczng gmienng w, przyjmujac, ze

w = 1, czyli takze v = 1, to mozemy réwnanie S(u,v) zapisaé

w postaci:

w2

2
S(u, v,w) = ajqu” + 2a,,uv + azzvz + 2a13uv + 2&23uw + az5

= 0, .
skad widaé, ze S(u,v,w) Jjest formg kwadratowa zmiennych '
u, v,w, dajacg sig zapisa¢ w nastgpujgce] postaci macierzowe]

241 242 43 v
13(“""1“')]' v’ U - [, v,WJ 851:822 %oy b3t e
fst 230 Yoy .

gdzie macierz i jest symetryczna tzn., 2e A = AT czyli,
ze aij = aji' :

Widzimy zatem,IZe réwnanie stozkowej S po obrocie, o~
kreslonym przez macierz obrotu G2 i po przesunigciu wyzna-
czonym przez macierz translacji D ulega zmianie, przyjmujac
postaé szczegélng réwnania '

a11u2 + 2a12uv - a22v2 - 2a13u + 2a23v + azy = o,
ktére nazywamy réwnaniem ogélnym stopnia drugiego dla dwéch

zmiennych u 1 v, a ktdére jest forms kwadratows zmiennych
~ '
u,v,w przy w = 1, o macierzy symetrycznej A ,

Mozna okazaé, 2e réwnanie paraboli yz -2px=0
po obrocie, okredlonym przez macierz S2 i przesunigciu o ma-
cierzy trenslacji D, przyjmie postaé szczegdlng réwnania o-
gbélnego stopnia drugiego, o macierzy i.

Powstaje pytanie, czy na odwrét, majac dane réwnanie
szezepblne o postaci réwnania ogdlnego stopnia drugiego,
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z pomocy przeksztaicenia przez obrét i przesuniecie mozemy
otrzymaé prostsze réwnanie stozkowej, ktdéra przedstawia to
réwnanie,

Mozna okazaé, Ze w tym celu trzeba dokonaé tramslacji
bazy do punktu, ktéry jest érodkiem stozkowej S 1lub do
wierzchotka, gdy stozkowa jest parabols, Nastgpnie trzeba
dokonaé obrotu bazy o poczgtku w Srodku stozkowe] lub w wie-
rzchotku paraboli o taki kat ¢, aby osie ukXadu po obrocie
miaty kierunek osi giéwnych stozkowej.

Okazuje sie¢ jednak, %ze rdéwnanie ogélne stopnia drugiego
o macierzy A moze w szczegbélnych przypadkach przedstawiaé in-
ne zbiory geometryczne niz stozkowej S o réwnaniu érodkowym,
wzglednie paraboli o réwnaniu kanonicznym y2 - 2px = 0.

Zagadnienie to rozwigzuje twierdzenie, dokonujgce tzw.
metrycznej klasyfikacji stozkowych, Sformuiujemy to twier-
dzenie bez dowodu /dowdéd patrz M, Stark, Geometria Anality-
czna, str. 180-184, Warszawa 1970/,

Twierdzenie, Jezeli stozkowa ma réwnanie rzecgywiste,
to istnieje prostokatny ukzad wspéirzednych, w ktérym daje
sie ona przedstawié jednym z réwnad wymienionych w tablicy
na naste¢pnej stronie.

W tablicy tej w kolumnach drugiej i trzeciej wystepuja
licsby, ktdére okreslajg rzgd macierzy

E A

e & ‘12] 2 S5 %12 M3

4= |1 A =8y 8y 8y
*21 %22 31 %32 %33

przy czym rzad macierzy jest liczba rdéwng najwyiszemu stop-
niowi résnego od zera wyznacznika, ktéry daje sig utworzyé
ze wspéirzednych tej macierzy. W czwartej kolumnie liczba

W = det A zasd 7 = det i, natomiast ‘ik jest dopeXInieniem

algebraicznym elementu a,, 3 macierzy A,
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i Ip. i rzAl rzA} Podprzypadki iPostaé kanoniczna | krzywe
Salian e s St
i -zl i v - TR G ! elipsa
§ ik dupnaey W20 ¥ &, W<O al i b2 1 =9 rzeczywista
W [ ] ]
:'- : : : o 12 2 1 elipga‘
b IIf 21 31 W01 a0 %5 %5 $ 1 =0 b e rsecavie
n I ] sta
i i i i 2 2
E 111? 21 3 E W<0 %, - ii -1 =0 | hiperbola

a
i E E 22 a2 para prostych
? 1vj 2§ 2 weo 13- - L _ o rzeczywistych
i e e a2 b2 nieréwnoleg-
u I 12 .2 Zych
£ W28 27 '55 + IE =0 para prostych
I v i a b nierzeczywis-
i H tych nierdw-
. nolegiych
L]
i 2
u vIi 1 . 3 y- = 2px = 0 parabola
] | ]
] ] 1 2 2 para prostych
E YIIE 112 111<01ubA22(0£y -a°=0 i iat;oh
i i i 1 réwnolegych
fn 1 3
dyrrrl 1! 24 4,201 4,00y + a2 =0 para prostych
i i ¢ 5 i nierzeczywis-
I ' ! : tych nierdw=-
I ! ] ! : i nolegiych
SR e |2
s Ix 14 ; ly© =0 prosta .wlaé-
] ! ciwa podwéjna
] i
; I ot 2 uw = 0 p;ogta nie-
i i i wasciwa
s St i prosta
N i wiadciwa
] i : %
f X110} 1 wl a0 podwé jna
- ! ' ; prosta nie-
i i | wtadciwa
LL===L===L=-BL’---I-B- == =
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ON A SIMPLE METHOD OF INVESTIGATION
OF THE GENERAL EQUATIOF OF CONICS

Summary
This paper contains the methodical investigation the
general equation of conics applying the matrix representa-
tion of rotation and translation.



