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0 NAUCZANIU RACHUNKU PRAWDOPODOBIENSTWA
NA KIERUNKU NAUCZYCIELSKIM STUDIOW MATEMATYCZNYCH

Uczac jakiegokolwiek przedmiotu nale2y zdawaé sobie
sprawe z tego, jaki jest cel nauczania. Otdéz wydaje sig, ze
celem nauczania rachunku prawdopodobienstwa na kazdym pozio-
mie i na kazdej specjalnos$ci powinno byé:

1/ przedstawienie rachunku prawdopodobiedstwa jako Sci-
stej teorii matematyczne],

2/ wskazanie na zwigzek tej teorii-z doéwiadczeniem i na
mozliwodci jej zastosowain.

Opinie te¢ wyraza m, in. A, Rényi w artykule [12]. W za-
leznosci od potrzeby przy wyborze treéci i metod nauczania
mozna uznaé za wazniejszy cel 1/ lub 2/, ale nigdy nie po-
winno si¢ ignorowaé sadnego z nich. Na kierunku nauczyciel-
skim trzeba uwzglednié jeszcze trzeci cel nauczania rachun-
ku prawdopodobieﬁstwaz'

3/ Przygotowanie studenta do nauczania tego przedmiotu
w szkole.

W tym referacie chciaXbym przedstawié, jak moim zdaniem
nalezy dazyé do osiggnigcia powyzszych celdw. Czgsé uwag,
jakie tu podam, begdzie powtérﬁbniem uwag zawartych w moich
artykuach opublikowanych w latach 1973-1976 w czasopismie
dla nauczycieli "Matematyka" oraz w mojej ksigZce [8], :

a czgsé - bedg to uwagi nowe.

0téz punktem wyjécia wykadu powinny by¢ doswiadczenia
losowe odznaczajgce sig stabilnosciy czestodci. Tego rodza-
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ju dodwiadczenia powinny towarzyszyé catemu wyk¥adowi ra-
chunku prawdopodobierstwa. Przestrzei probabilistyczna

/N ,M, P/ powinna byé traktowana jako model matematyczny pew-
nego doswiadczenia losowego. Kazde pojgcie w modelu powinno
byé inspirowane pnzez rozwazania dotyczace doéwiadczed lo=-
sowych. Rozwazania dotyczgce doswiadczerd i ich modeli powin-
ny sie przeplataé, ale powinny by¢ starannie od siebie od-
dzielone. W przypadku przeciwnym nastepuje pomieszanie ele-
mentdw teoretycznych i empirygznych, co moze prowadzié do
gniechecenia do rachunku prawaopodobiefistwa, a w konsekwencjl
do zniechgcenia do matematyki, lub do stwierdzenia, Ze rachu~-
w ktérej wszystko jest mniej éciste i mniej pewne, Nieste-
ty, wiele ksiazek z rachunku prawdopodobierstwa moze myslg-
cego czytelnika zniechegcié¢ do tego przedmiotu. W ksigzkach
tych oprécz pomieszania elementdéw teoretycznych i empirycz-
nych czgsto zdarzaja siq rozbieznodci miedzy definicjami
pojeé, a péiniejszym stosowaniem tych pcjeé. Konkretne przy-
kYady takich sytuacji bedg kilkakrotnie wskazane w tym refe-
racie.

Rachunek prawdopodobielistwa stanowi, oczywidcie, réwnie
$cis¥y dzia matematyki, jak kazdy inny. Jest to jak wiado-
mo teoria aksjomatyczna, w ktére] dowodzi sig twierdzern na-
drodze dedukcji. Twierdzenia te sg prawdziwe w kazdym mode-
lu probabilistycznym., Nie dotyczg one jednak samych dos-
wiadczer losowych, Jezeli chcemy rozwigzaé¢ jakies zagadnie-
nie dotyczace konkretnego doéwiadczenia losowego, to musimy
wykonaé kolejno trzy nastepujgce etapy: 1° zbudowaé model
probabilistyczny tego doéwiadczenia, 2% rozwigzaé w modelu
zagadnienie matematyczne bedace odpowiednikiem postawionego
zagadnienia praktycznego, i zinterpretowaé otrzymany wynik
w odniesieniu do rozpatrywanego doswiadczenia losowego. p
W podanych wyzej etapach 1° i 3° stosujemy rozumowanie in-
dukeyjne /korgzystamy z praktyki i intuicji/, a w etapie 2°
stosujeny rozumowanie dedukeyjne /korzystamy z twierdzed ma-
tematycznych/. Model probabilistyczny gra w zastosowaniach
tylko pomocniczg rolg, ale etap 1° konstrukcji odpowiednie-
go modelu doéwiadczenia losowego Jest czgsto najistotniejszy
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i najtrudniejszy. Nalezy przy tym pamig¢taé, Ze mozna skon-
struowa¢ réine sensowne modele tego samego doswiadczenia,
i 2e ostatecznym kryterium dobroci modelu jest praktyka.
Sprawy te sg bardzo wazine dla czXowieka stykajgcego sig

z dodwiadczeniami losowymi, a wigc w szczegélnodci dla na-
uczyciela, Niestety sprawom tym podwigca sie¢ w wiekszodci
ksigZek bardzo mazo uwagi.

Autorzy niektdérych ksigzek traktuja aspekt praktyczny
rachunku prawdopodobieristwa marginesowo, koncentrujgc sie
na rozpatrywaniu samej teorii matematycznej. W szczegélnos-
ci np. A,A, Borowkow w swoje] ksigice [2] na str,16 po wpro=-
wadzeniu pojecia prawdopodobieristwa pisze wrecz: "Zauwazmy
tu, %e konkretne wartodci liczbowe funkcji P nie beda nas
interesowaé - jest to jedynie sprawa praktycznej wartosdci
tego czy innego modelu".

Autorzy wiekszodci ksigiek uwzgledniajgcych aspekt
praktycgzny rachunku prawdopodobieﬁatwg przy rozwiggywaniu
zagadnied praktycznych postepujg tak, jak gdyby kaide doé-
wiadczenie losowe mialo jeden, oczywiﬁty model, czesto zresz-
ta nie precyzujac go wyrafnie, Tak postepuje m., in, M. Fis
(4]. :

Moze si¢ wydawaé, Ze w gakresie elementarnego rachunku
prawdopodobierstwa sprawa ta jest ocsywista: w zadaniach do-
tyczgceych rzutéw symetryceznymi monetami, kostkami, czy wy-
ciggania kul z urn naleiy po prostu uznaé wszystkie mozliwe
wyniki za jednakowo prawdopodobne, przyjmujgc tym samym mo-
del klasycszny doSwiadczenia, Oté2 Jest to sgd caXkowicie
bedny. Konstrukecja modelu nawet prostego doéwiadczenia lo-
sowego moze wielu ludziom sprawiaé kiopoty.

Dla przyktadu rozpatrzmy doéwiadcgenie losowe polegaja-
ce na rzucie pary identyceznych, symetrycznych kostek szed-
ciennych, Jezeli na jednej 2z kostek wypadio i oczek, a na
drugiej j oczek, to jest rzeczs sensowng jako wynik tego do-
éwiadczenia uznaé pare liczd /i,)/. Poniewaz kostki sg iden-
tyczne, wige jako zbidr zdarzer elementarnych przy jmiemy
gbiér par nieuporsadkowanych /1,3/ /1,3 = 1,2,...,6/. Par
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takich jest 21. Zgodnie = sugerowans wyie] uwags, Ze w za-
daniach dotyczgeych rzutdw kostkami symetrycznymi wszystkie
mozliwe wyniki naleZy usnaé gza jednakowe prawdopodobne, na-

lezaoby wigc prezyjgé

(v) P9) =gt [t 23)

Fauczyciel powinien wiedzieé, 2e model rzutu pary kostek
szeéciennych okreslony wzorem (1) jest z2y. Powinien jednak
takze wiedzieé, Ze nie ma na to dowodu matematycznego. MoZna
oczywiscie przytoczyé ré2ne argumenty przeciwko modelowi (1).
Gdyby jednak kcgo$ te argumenty nie przekonaly, to pozosta-
taby tylko jedna droga: konfrontacja modelu z rzeczywistosd-
cig - a wige wielokrotne rzuty parg kostek, obserwacja czg-
stosci zdarged (i,)) i poréwnanie tych ezgstoéei s prawdepo-
dobierstwami (1).

Mozna sugerowaé, Ze rzut parg kostek ieat réwnowasiny
dwukrotnemu rzutowl jedng kostks, co prowadzi w naturalny
sposéb do nastepujgcego modelu tego doswiadczenia:

(2) P(1,3) =5z (13 = 1,2,...,6).

Kie dla kazdego ta réwnowaznosé mmei jednak byé oczywista.
Warto moze przypomnieé, ¢e d’Alembert nie uwazal tego rodszas
ju doéwiadczer za réwnowasne /patrz np. L.J. Majstrow [30].
str. 151/.

Oczywibecie bXednosé modelu (1) rzutu parg kostek syme-
trycznych nie wynika z niewladciwego wyboru zdarzerd elemen-
tarnych, ale z niewZasciwego przyporzgdkowania im prawdopo-
dobieristw. Okreélajgc prawdopodobienstwa ggodnie ze wzorem

3é By P RS

(') P(e,3) = {
[ 18 dla 1 £ J,

dostajemy dobry model rzutu parg kostek.
Niestety niewiele jest ksigzek, ktére uwzgledniajg trud-
nodci, jakie moze mieé czytelnik rozwigsujgc zadania doty-

czace rzeczywistych doéwiadezer losowych. Jedng £ nich jest
ksigzka J., Neymana [1{]. Poniewaz autor ogranicza swoje ros-



wasania do schematu klasycsznego, wigc sprawa konstrukeji
modelu doswiadezenia’ losowego sprowadsa sig¢ do wyboru sbio-
ru zdarzel elementarnych., Autor wielokrotnie zwraca uwagg
na wasnosé tej sprawy. M. in. na str. 20 pisze: "Powodem
wielu bzedéw w obliczaniu prawdopodobierstw jest sapomnie-
nie o sbiorze sdargei elementarnych", a na str. 55: "Nie
jest mozliwe przejaskrawienie znacsenia precyzyjnej defini-
¢ji zbioru zdarser elementarnych. Musi ona byé wiadoma przed
preystgqpieniem do rozwigzywania jakiegokolwiek problemu ra-
chunku prawdopodobieristwa." Uogélniajac to na przypadek
schematéw niekoniecznie klasycznych, mozna powiedzieé, e
nie jest mosliwe prszejaskrawienie znacgzenia konstrukeji mo-
delu doéwiadcgenia losowego. Biedy i paradoksy w rachunku
‘prawdopodobieristwa sg wynikiem niesprecysowania, na czym
polega doéwiadcsenie losowe, braku konstrukcji modelu dod=-
wiadesenia lub konstrukcji sZego modelu,

¥Wszystko to naledy wpeié prrysslemu naucsycielowi, aby
nie uczyz pééniej rachunku prawdopodobiefistwa w sposéb bez-
myélny i dogmatycsny i nie dyskwalifikowai ucznia np. za to,
4e sbudowal inny model .probabilistycsny nis oczekiwal tego
naucgyciel, Naleiy uéwiadomié studentom trudnosci naucsania
rachunku prawdopodobiedstwa, wskazal na istniejgce puzapki,
w ktére mogg wpadé oni lub ich ucsniowie, przygotowaé ich
do rzeczowego ustosunkowania sig¢ do tzw. ®"giupich® uwag u-
cznia w rodzgaju: "wypadnigcie orta lub resski nie jest gda-
rreniem pewnym, bo moneta mose zatrsymaé sig na kancie.”

Rogpatrzymy teraz kolejno kilka dalssych spraw.

Zaczniemy od pojecia niesalesnosci. Jak wiadomo, Edarze-
nia ‘1"2"""n nagywa sig¢ nielalegnyli, jeteli dla dowol-
nych 1 15“‘11 4124 soe <ir$no T m 2,3000y0

r
- P .
() r (1(5 1 "’k) _kD 1 (le)
Przy roswigsywaniu gadaid wielu autordw sprawe jednak odwre-

ca i ¢ nieszalesnodci zdarsed /jakoby ocsywistej/ wnioskuje
o speinieniu wszeru L}). Tak postgpujg np. T. Gerstenkorn
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i T, Srédka [5] w przykradsie 4.10.4, usﬁnjgc ga ocsywistg
niezaleznodé wynikéw kolejnych rzutdw kostks.

Poruszona sprawa jest bardso waina i1 wymaga rzetelnego
wyjadnienia, Otéz trzeba odrésnié pojecie niezaleinosSci szda-
rezef od pojecia niesalesnoSci doswiadcszer, Niesaleznodé sda-
rzei jest to pojecie matematyczme, okreélone wzorem (3); nie-
galeznosé gilarzer mosna stwierdzié tylko wtedy, gdy rozkzad
prawdopodobieristwa P jest juz odpowiednio wybrany. Bardzo
waznym pojeciem jest niezalesnoéé doéwiadcged. O nieszalei-
noéci dwéch /lub wieksgzej liczby/ dobwiadczerd méwimy, gdy
wynik jednego z nich nie ma gadnego wpiywu na wynik drugie-
go. Niezaleznodé doswiadészer nie jest pojgciem matematycz-
nym, O niezaleinodci doédwiadczel wnioskujemy w oparciu o pra=-
ktyke i intuicje. Jezeli modelem probabilistycznym pierwsse-
go dodwiadezenia jest trdjka (—Q 1,!1,P1) » @ modelem drugie-
go dodwiadczenia tréjka (le.lz,Pz) i doéwiadczenia te sg
niezalezne /w sensie potocznym/, to jest rzecszg sensowng ja-
ko model dodwiadcszenia Xgcznego, polegajgcego na lgcsne]
/kolejnej ludb réwnoczesnej/ realizacji obu tych doéwiadczerd
preyjaé model produktowy (12,M,P), gdsiefl =S2, x 17,
M=-M xHM, P=P xP, Iatwo udowodnié, Ze w tym modelun
kazda para sdarsei postaci A, x(), (l1e!1) 1 0, x4,
(Lze_nz) stanowi pare zdarseri niezalefnych w sensie defini-
ej1 (3), ten. te

P((L1 x 2,0 (N, = 12)) - P(Ll x 12 2) r(ﬂ, g

Prrzyssly naucsyciel powinien wiedsieé, %e niesalesnoéé
kolejnych rzutéw kostks czy monets Jjest faktem empirycsnym,
a nie matematycsnym i se jego uczed moze mieé watpliwodci ce
do tej niesalesnosci. Warto moze przytocsyé dotycsace te}
sprawy stowa W, Fellera ([3], str. 132): "Zwykly csowiek,

a takse filozof Marbe wierzs, Ze po serii siedemmastu oriéw
reszka staje si¢ bardziej prawdopodobna, Argumentacja ta nie
ma nic wspélnego z niedoskonaloscig fisycznych momet; obda=-
rza ona pamig¢cis przyrode¢ lub, stosujac przyjets przes nas

terminologie, przeczy ona niezaleinoéci statystycsznej kolej-
nych préb, Teoria Marbego nie mose byé obalona prezes logike,
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ale sostata odrzucona g powodu braku poparcia empirycznego.”
Przytoczymy jeszcze stowa A,N, Koimogorowa ([77, str. 13):
".+s Jednym z waszniejszych zadai filozofii nauk przyrodni-
czych /.../ jest wyjasnienie i uscislenie tych przesianek,
przy ktérych mozna jakiekolwiek dane rzeczywiste zjawiska
traktowaé jako niezaleine, Zagadnienie to wykracza jednak
zga ramy tej ksiaski."

Zagadnienie to wykracza takie za ramy kursu rachunku
prawdopodobieristwa na kierunku naaczycielskim, Warto jednak,
Zeby nauczyciel wiedziaX o istnieniu tego szagadnienia i nie
usitowaé przekonywaé swojego ucznia, Ze niezaleznoéé wynikdw
dwéch rzutéw kostks jest faktem dajgcym sig dowiesé matema-
tyceznie.

Przejdémy do kolejne] sprawy. Prawdopodobierdstwo warun-
kowe definiuje si¢ - jak wiadomo - wzorem

def PIANB
*) () 4 HRal (201 4 ).
gdsie P jest prawdopodobierstwem okreslonym uprzednio ma pod-
sbiorach rospatrywanej przestrzeni (). Po wprowadseniu tej
definicji autorsy roswigsujgc szagadnienia praktycszne s regu-
7y nie przejmujmg si¢ jednak wsorem (4) i bez stowa wyjaé-
nienia licsg prawdopodobielistwo warunkowe po prostu traktu-
Jgc warunek jako odrebny sbiér zdarzed elementarnych, nie
méwigc sreszty tego ‘'wyrafnie. W ssczegdlnoéci postepujg tak
przy stosowaniu twierdzenia o prewdopodobierdstwie calkowitym
i twierdzenia Bayesa, T¢ niegzgodnosé obliczania prawdopodo-
biefstwa warunkowego z definicjg mo¢na snaleéé m. in." w ksig-
tkach M, Fisza [4], B.W. Gniedenki [6 1 A, Rényiego [13].

Na prostym, typowym przykiadzie pokas¢ krytykowany prze-
ge mnie sposédb rogwigzywania sadad, a nastgpnie wskasg¢ na in-
ny sposéb, sastosowany w moim podrg¢csnika [B].

Prgykiad 1, Mamy dwie urny s kulami, W pierwssgej urmie
sg 2 biaXe i 8 csarnych kul, w drugiej 6 blaiych i 4 csarne
kule. Z losowo wybranej urny wyciggamy w sposédb losowy kulg.
Jakie jest prawdopodobienstwo, te bedsie to kula biaXa?
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Rozwigzanie 1. Jest powssechnie preyjete rozwigzywanie
tego typu zadad w nastepujacy sposéb. Wprowadimy osnacsenia:

A, - wybér pierwszej urny
12 - wybér drugiej urny
B - wybdr kuli biaZe].

Zgodnie z twierdzeniem o prawdopodobieristwie calkowitym
(5) P(8) = P(4,)P(Blay) + P(4,)2(B4;).

Z tredci zadania wynika, 2e : .
(6) 2(41) - r(xz) -5 P(B|11) - 15 r(nuz) - 'I'g'

a wiec
OEEERCEEER KX 2 ‘

W podanym roswigsaniu 1 nie skomstruowano modelu proba-
bilistycznego rospatrywanego doéwiadczenia losowego, zdarse-
nia okresdla sie w sposéb opisowy, a nie jako podzbiory edpo-
wiednie} przutrleniﬂ. a prewdopodobielistw warunkowych mie
oblicza sig¢ sgodmie s defimicjg (4).

Rogwigzanie 2. Cale opinne‘ doéwiadczenie losowe moina
rosbié na dwa etapy: 1/ wybér urny, 2/ wybér kuli g wybrane]
urny. Jako model doswiadczenia losowege z pierwszego etapu
jest sensownie przyjgé /o ile urna pierwsza i druga sg wy-

_bierane jedmakowo czesto/ pare (1) (.Qvl’” , gdzie _Q1 -
{1,2}, | :

() w presypadku dyskretnej prsestrsemi sdarzer elemen-
taraych 1) w tréjce (—Q ,M,P ) opussczam S - cliazo M ja-
ko oczywiste i pisse krécej ,P).

@ 2y(1)=2(2) = 3
¥ drugim etapie wykomujemy jedno z dwéch doéwiadcsger: wybie- '
ramy kule £ pierwszej urmy lub z drugiej urny, Sensownymi
modelami tych doéwiadczer sz odpowiedmio pary (ﬂ o 1’2”)
i (-92'1’2;2)' gizie (), = b,cl, '

\ 2 8
(8,-’ Py (®) = 15 P (8)= 15
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6 T2\ 4
(9) 212 @) =1, P2l = 1
Zatwo teras = tych trzech modeli ﬁtersyé sensowny model

Qil. P) caXego dwuetapowego doéwiadczenil, prsyj:njqe
£ -.f2 x £), ores

2(1,) 87 2,(1)2y(v) = z 1’6 ’
(19) 2(1,0) 487 2,(1)2y(c) = z : ’ru - 15 »

2(2,0) ‘27 2,(2)2,)5(v) = _ TU Tg

?(2,¢) % 1’1(2)’212(") -3 15

To, e powyiszy model jest sensownym modelem rospatrywanego
dwnetapowego doSwiadczenia, moZna ugasadnié dwojake,

1° Na drodse roswasai dotycsgcych ocszekiwanych cszestodci
posgczegélnych wynikéw przy wielokrotnym povtarzanin dwueta-
powego doéwiadcgenia,

2° Wskazujac na pewne wiasnoéci roskiadu (10), dotycsa-
ce szdarzed A4,, 4, 1 B opisanych v rogwigganiu 1. 0téz zda-
rgenia te majg obecnie postaé:

.{17; ..Qz, -{Z‘gx-ﬂz, -_Q x{b?g

Iorzyntnjqo g definicji (10) rozktadu P na-l?1 x J?z dosta-
jemy begz trudu

(Bf\l1) 2 : 6
2(B1a,) = ..-1,.[1.1.)- 16 »(s )= 15 -
Wzory te sa identyczne ze wzorami (6) prsyjetymi w rozwigsa-
niu 1 jako intuicyjnie oczywiste.

Majgc zbndcwany'-odel(JQ,P) catego dwuetapowego dodwiad-
czenia rogwigszujemy sadanie natychmiast:

P(B) = r( x {b})- P(1,0)+ P(2,b) = 3+ 15+ 3 * 8= 15
Dwuetapowe /i ogélniej wieloetapowe/ doéwiadczenie losowe
motna prredstawié pogladowo prsy pomocy tsw, drzew, Na rysun-
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ku 1 przedstawione jest drzewo 11nutrujqdo rozpatrywvane
przes nas doéwiadczenie dwuetapowe. Pierwssy poziom drzewa
ilustruje doéwiadczenie g pierwszego etapu, a drugi posziom -
dwa doéwiadczenia z drugiego etapu.

Przeprowadgone tu rogwazania mosna bes trudu uogélnié
na dowolne doéwiadczenie dwuetapowe, tréjetapowe, n-etapowe,
czy wreszcie o nieograniczonej liczbie etapéw, Przypadkiem
szczegélnym tego ostatniego doswiadczenia jest Zadcuch Mar-
kowa. Szczegély moina znaleié¢ w moje] ksigice fB].

Vréémy na chwile do prsykradu 1. W sgkole sadania tego
typu rozwigzuje sie sposobem prredstawionym w rozwigzaniu 7"
Nauczyciel powinien jednak zdawaé sobie sprawe s tego, fe
jest to jedynie rogwigsanie skrétowe i fe we wzorze (5) w is-
tocie wystepujs prawdopedobieristwa liczone w cszterech rég-
nych modelach, mimo oznacgzania ich tym samym symbolem P.
Naucgyciel powinien takze wiedzieé, fe stosowanie zbytnich
skrétéw moze prowadzié do biednych rozwiggan, Dla przesiro-
gl mosna np. podaé nastepujace roswigganie zadania stanowig-
cego niewielks modyfikacje zadania rogpatrywanego przez J.
Neymana [11], str. 54. i

Przyktadem 2, Stwierdzono, e obrona prgzeciwloinicza o-
biektu A gestrzeliwuje 50 % pojawiajgcych sig nad nim nie-
przyjacielskich samolotéw, a obrona przeciwlotnicza obiektu
B - 60 % samolotéw, Oblicsyé prawdopodobierdstwo, Ze samolot
nieprzyjacielski wysZany nad oba obiekty zostanie gestrze-
lony.

Rozwigzanie, Oznacsmy gestrzelenie samolotu nad obiek-
tem A przesz Z‘, a gestrzelenie samolotu nad obiektem B przes
Zg+ Zgodnie 3z treécig zadania nalesy przylaé, fe
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P(zd = 0,5, P(znj = 0,6 .
Nas interesuje zestrzelenie samolotu, ktére moze nastapié
bgdZ nad A, bgdZ nad B, a wigc zdarzenie Z,y Zgz. Zdarzenia
Z, 1 2 wylaczajs sig /samolot moze zostaé tylko raz zes-
trzelony/, wiee -

2 P(z,usy) = P(3,) + P(Zg) = 0,5 + 0,6 = 1,1.
Wynik jest oczywidcie bXgdny. Zadanie to jest szczegé-
Towo oméwione w mojej ksigice [3]. Podana tam jest konstruk-

cja modelu probabilistycznego rozpatrywanego doséwiadczenia
losowego.

Przejdémy do pewnych spraw gwigzanych g pojeciem zmien=-
nej losowej. Przypomnijmy definicjg.

Definicja. Niech ({),M,P) bedzie przestrzenis probabilis-
tyczng. Zmienng losowg nazywamy kazdg funkcje x: R, mie-
rzalng wzgledem G - ciata M, Rogk¥adem zmiennej losowej X
nagywamy rozklad Py okreélony na klasie B zbioréw borelow-
skich proste] R1 nastepujgcym wzorem:

Px(l)dsf. P(x-i(l)) = P ({w t wel), () ¢ 1}

dla asdego A € B.

Zmienna losowa X prowadzi wigc od przestirzeni probabi-
listycezne] QJ},H,P) do przestrzeni probabilistyczne]
(R1,B,P . Nalezy zwrécié uwage, £e powszechnie stosowany
gapis P(X ¢A) stanowi jedynie inng postaé bardziej popraw-
nego zapisu Px(‘)'

Autorzy wielu ksigiek rozwigsujac sagadnienia praktyczne
przez gmienng losows rosumiejgq wielkosé liczbowg bedgca wy-
nikiem doéwiadczenia losowego, nie trossczgc sig o sgodnosé
tego terminu = wprowadzong uprzednio definicjg. Naucszycielo-
vi powinno sie to wyjasnié. Sprébujmy wyjasnié, jak np. na-
lezy rozumieé nastepujgce zdanie:

Drugoéé dwiecenia sardwki I gatunku moina traktowaé ja-
ko smiering losowg X o rogkfadzie wykladniczym o wartosci
éredniej 1000 godzin,
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Oté%z sens tego zdania jest w istocie nastepujacy: Dobrym
modelem doéwiadcgenia losowego polegajacego na Swieceniun za-
réwki gatunku I at do jej przepalenia jest tréjka (&',B,P),
gdzie P jest roskladem wyk¥fadniczym o wartosci éredniej 1000,
tgn, rogkladem okredlonym wsorem

(1) P(a) = if £(x)dx (1 €B),

gdzie
0 dla x£ 0O,

(12) A olih YR SN x 50, Loty

Wprowadzenie jaXowego przeksztaXcenia I(&) = x dla
x.eR1 pozwala traktowaé losows diugoéé éwiecenia zardwki ja-
ko zmienng losows w sensie podanej poprzednio definieji.
Rozkradem Py te] zmienne] losowej X jest oczywidcie rozkzad
wykladniczy o gestodeci (12), tzn. ro:klad dany wzorem

(13) Py(a) = B(xed) = 3 { 2(x)ax.

Wprowadzanie tu zmiennej losowej X jest jak widzimy niepo-
trzebne. Traktowanie diugofci Swiecenia fardéwki jako zmien-
nej losowej stanewi jedynie powszechnie stosowany zargon.

Niezaleznoéé zmiennych losowych X i Y okreslonych na tej
samej przestrzeni zdarzen elementarnych () defininje sig
wzorem :

(14) P(I < Xp YL y)- P(I( x)?(!(y).

W praktyce wielu autcréw przez niezaleine zmienne losowe X
i Y rozumie wielkoéci liczbowe begdace wynikami niezaleinie
od siebie przeprowadzanych doéwiadczer losowych, nie trosz-
czac sie o zgodnodé tego z wprowadzong uprzednio definicjs
(14) . Studentowi powinno sig to wyjaénié. Wyjaénijmy, jak
np. nalezy rozumieé¢ naste¢pujgce gzdanie:

Diugodci Swiecenia dwéch zardéwek I gatunku moina trakto-
waé jako niezaleine zmienne losowe X i T o rozktadach wykiad-
niczych o wartodci éredniej 1000 godzin,

0téz sens tego zdania jest w istocie nastepujgoy: Jako



-n-

model dIugoéci éwiecenia pierwszej sardwki przyjmujemy
(&1, B:, P1). gdsie l"I jest roskladem wykladnicsym o gegstoé-

ei £,(x) = f(x)danej wsorem (12). Jake model dZugodei éwie-
cenia drugiej saréwki prsyj.njm(l}. B, P,), gdsie’P, jest
roskradem wykladnicsym o gestoéei f,(y) = f(y) dane) wzorem
(12). Oba deéwiadcsenia csgqstkowe usnajemy sa niesaleine od
siebie /w. sensie potocsnym/. Dlatege jako model dofwiadcse-
nia Xacznego, polegajqcego na fwieceniu obu sardwek, prsyj-
mujemy model produktowy (2%, B%, P), gisie P = P, x Pp, tsn.
gisie P jest roskladem okredélonym wsorem

(15) ) - § qnmes  Gead).
Wprowadsenie w .2 dwéch smiemnych losowych:
X(x,7) = x, I(xy) =7

poswala traktowaé diugodci fwiecenia dwéch sardéwek jake
gmienne losowe. latwo przy tym stwierdsamy, fe te smienne
losowe s3 niesaleime w semsie definicji (14) 1 te roskzad
rx smiennej losowe) X ;ut identycsny s rockladem P,, ros- :
© kXad P! smiennej losowej Y identyczny s roskladem PZ' a ich
roskrad Iacsny Px.r identyesny s roskladem P danym wsorem
(15).

¥Wprowadsenie tu smiennych losowych X i Y jest wXadcivie
niepotrsebne, Traktowanie diugoéci Swiecenia pierwsse]
1 drugiej sardéwki jako niesalesnych gmiennych losowych sta-
nowi jedynie powssechnie stosowany sargon. Ogélnie, jest po-
wssechnie prsyjete traktowanie licsbowych wynikéw niesalet-
nych doéwiadesed losowych jako niezaleinych gmiennych loso-
wych, Sprawa sgedneéci tego s uprzednio prsyjets definicjs
niesaleinoéci smiennych losowych jest - jak widzielidmy -
prosta, wymaga jednak rzetelnego wyjaénienia,

Warto sagsnacsyé, te wielu autoréw rospatruje roskiady na
prostej /lub ogélniej: w B/ wylscsnie jako rosklady smien-
nych losowych /lub ogélniej: wektoréw losowych/, co moim
sdaniem nie tylko jest dydaktyecsnie niewtadcive, ale takse
mote byé mylgce., Jest to sscsegélnie rospowssechniene
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v ksistkach nawigsujgcych do sastosowad, De posytywnych wy-
jatkéw w tym wzgledsie nalety ksiaska S, Zubrsyckiego [16].

Ostatnia sprawa, ktérg chciaibym tu poruszyé, detycsy
wnioskewania statystycsnego. Zaczne ed zacytowania kilka u-
wag R, Bartossyiskiego, sawartych w jego reoensji'f1]z

"Druga uwaga dydaktyczna natury ogélnej dotycsy pejecia
populacji i prébvki. Problem nie jest mose zbyt skemplikowa-
ny, niemniej przeto kryje w sobie réine mozliwodci nieporo-
zumienia, a nawet putapki, przed ktérymi warto ostrzec csy-
telnikdéw, szczegdlnie jesli sg to studenci, i to stykajgcy
sie po raz pierwszy z matematycznymi pedstawami statystyki.

¥V najwigkszym uproszczeniu /zaniedbujac celewo np. za-
gadnienia wyboru schematu eksperymentu, losowaid saletnych,
itp./, problem statystyczny da si¢ scharakteryzowaé naste-
pujgco. Obserwujemy realisacje n-wymiarowe] zmiennej lese-
we) (11,...,15), gdzie wszystkie X, sg niezaleine i majg ten
sam nieznany rogklad F, Konkretne szadania moina fermmlowaé
w rétny sposédb, w katdym jednak przypadku chedszi o te, aby
na podatavic'obsor!leji-11....,1n orzekaé cof o roskladsie-
F /testowaé hipotese, ie F'= P, szacowaé parametry P, itp./.
Twierdzenia statystyki /a wladciwie teorii prawdopedebieri-
stwa/ orzekajg o wiasnedciach prawdopodobienistw pewnych zda-
rzei wyrasonych poprzesz Xyy+009X, dla réinych rozkiadéw F;
stwarza to z kolei mozliwesé budowy postepowar dla wniesko-
wania- 0 niesnanym rozkradsie F.

Praktyk, ktéry chece stosowaé metody statystyki matema-
tyczne)j dla roswigsania okreélonego zagadnienia, musi wobec
tego zinterpretowaé je w taki spesédb, aby wyniki obserwacji
‘mogna byXo usnaé ga realisacje¢ n-wymiarowe] zmiennej losowe)
(11,....In), a podstawowe pytanie empirycszne stale sie pyta-.
niem o rozkzad P.

¥ wielu sytuacjach takg interpretacjq usyskuje sie¢
w sposéb naturalny, wprowadsajac pojecia populacji i prébki.
Pojecia te wywodzg si¢ sapewne £ czaséw, gdy sastosowania
statystyki dotyczyly giéwnie zagadnier demografii, Wydaje
si¢ jednak, #e tradycyjne ujmowanie katdego problemm statys-
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tycznego w terminach populacji i prébki /saiia:t przedsta-
wienia go bezpoérednio w terminach gmiennych losowych/ nie
jest najszczedliwszym dydaktycznie rozwigzaniem i mote w e~
fekcie przyniedé wigcej szkody niz posytku; w wielu sytua-
cjach interpretacja w terminach populacja - prébka jest na
tyle nienaturelna, 2e powoduje trudnodci w zrozgumienim isto-
ty zagadnienia,"

Do tych uwag chciaXbym dodaé nastepujgce. Naleiy uwypu~
k1ié, 2e wspomniane wyiej zagadnienia statystyczne detycszg
w gruncie rzeczy pewnego doswiadczenia losowego, ktérego
losowy wynik traktuje sie¢ jake zmienng losewg X. Wynik
n-krotnej realizacji tego doswiadcsenia traktuje sig jako
ukad (11,...,In) n niezaleinych zmiennych lesowych o rog-
kZtadzie identycznym jak X. Resk¥ad zmiennej losowej X to po
prostu model rozpatrywanego dosSwiadczenia losowego. Testowa-
nie hipotezy dotyczacej rozkadu zmiennej losowej X te kon-
frontacja hipotetycznego modelu =z rzeczywistodeiag /z n-krot-
ng realizacjg doéwiadczenia losowego/. Sgacowanie parametru
rogktadu zmiennej losowej X to wybér odpowiednie] wartoéci
parametru G, od ktérego zalety sugerowany przes nas rosklad
gmienne] losowej X; inaczej méwige - to wybdr odpowiedniego
modelu doéwiadczenia spoérdéd jedneparametrowe] rodsiny mode-
1li, Warto prezy tym zauwatyé, 2e nie zawsze zagadnienie pow-
szechnie nazywane szacowaniem parametru B istotnie polega
na sgacowaniu prawdziwej, niesznanej wartodci 8. Np. trudno
byZoby sprecyzewaé, co nalety rosumieé przes braudniwq war-
toéé paremetru a rogkXadu wykadniczego usnanego za wlasdci-
wy model dIugodci éwiecenia fardéwki danege typu. Chedei tu
po prostu e to, aby usnawsszy - na podstawie praktyki - roz-
k¥ad wyktadnicezy za wladciwy typ rozkiadu, wybraé jeden
g nich, odpowiadajacy wybranej jakod na podstawie danych
doswiadczalnych wartodci a, Podobnie trudno byioby sprecy-
zowaé, co nalezy rozumieé przez prawdsziwg wartos¢ parametru
p rozkradu dwupunktowego stanowigcego model rzutu monets.

Naszkicowane wytej podejécie do wnioskowania statystycez-
nego sastosowaiem w mojej ksigtce [é].
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Sprawy porussone przesze mnie w tym referacie s3 proste,
ale nie moina ich lekcewasyé, Trzeba je choé ras prredsta-
wié jasno, s pelng écisZoécig. Potem moina stosowaé pewne
uproszcgenia, Pedantyzm i sbytni formalizm na dalszy mete
mogy zaciemniaé istote zagadnienia, ale niedoméwienia mogs
grobié duso wiece) szkody.

¥ moim referacie skupilem si¢ w zasadzie na sprewach
dotyczgcych naucgania rachunku prawdopodobieristwa na kie-
runku nauczycielskim, Wydaje mi sie¢ jednak, 2e wiekszoéé
podanych tu uwag odnosi sie¢ takie do kazdego kursu rachun-
ku prawdopodobieidstwa nawigzujacego do zastosowar, Twier-
dze, e dla gzastosoward, a takie dla celdéw nauczania rachun-
ku prawdopodobiefistwa w szkole nie jJest niezbedna snajomoéé
gaswansowanej, abstrakcyjnej teorii. Checias, rzecs prosta,
mozna si¢ spotkaé 'z réinymi opiniami na temat stosowalneéci
tego czy inmego dszialu teorii prawdopedebiefdstwa. Np, W, Fel-
ler [3] na str. 137 pisse, e "siabe prawo wielkich licsb ma
bardzo ograniczone sastosowanie i powinne byé zastgpione
przes dokladniejsse i uiytecsniejsse mocne prawo wielkich
liesb,* Natomiast W.N. Tutubalin (14| na str. 164 wyglassa
opinig przeciwng: ... jest watpliwe, aby twierdzenia typu
mocnego prawa wielkich licsb mogly = aplikacyjnego punktn
widsenia daé wigcej nit swykXe prawo wielkich licszb."™ Podob-
ng opinie¢ wygiassza B.L, van der Waerden [ 1 51 w paragrafie 24,
W kazdym razie jest dla mnie ocsywiste, £e dla celéw nauncza-
nia w szkole ores dla celdw aplikacyjnych waZniejsge nii pe-
dantycegne dowody twierdserd w ramach dowelnego modelu probabi-
ligtycznege jest wyrobienie n siuchacgy intuicji 1 umiejet~-
noéci wadciwego doboru modelu do danej sytuacji praktycznej.
Przy sbyt abstrakcyjnym podejéciu od samego poczgtku wykra-
du rachunku prawdopodobielistwa traci si¢ z pola widzenia dod=~
- wiadcgenia losowe, Wydaje sig, fe rechunek prawdopodobief-
stwa nie powinien byé wykiadany w oparciu o ogélng teorie
miary, jako je) zastosowanie, ale odwrotnie: ogélna teoria
miary powinna byé wykladana jako unogélnienie znanych jut stu-
dentowi szczegélnych miar, takich jak miara Lebesgue’a cszy
prawdopodobiedstwo, Elementarny rachunek pnvdopédobhﬁlm
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moze i powinien byé wykZadany przed ogélng teorig miary.

I tak, o ile mi wiadomo, jest na kierunku zastosowarl mate-
matyki Uniwersytetu Wrociawskiego, gdszie na 3-cim i 4-tym
semestrze wyktadany jest Wstep do rachunku prawdopodobiefi-
stwa, a na 4-tym i 5-tym semestrze odrebny wykiad z Rachun-
ku prawdopodobieristwa. Podobnie moina by srobié na kierunkm
naunczycielskim, choé sadze, e moina by sig obyé bes tego
drugiego wykiadu, wigcszajgc elementy abstrakcyjnego rachun=~
ku prawdopodobierstwa do wykladu ze Wstepu do rachunkm
prawdopodobieristwa, albo nawet do wykladu £ ogélnej teorii
- miary. Nie wyobratam sobie natomiast, aby naucsyciel még2
dobrze uczyé rachunkm prawdopodobieistwa bes wysiuchania wy-
kXadu ze Wstgpu do rachunku prewdopodeobiefistwa, szczegéowo
omawiajgcego poruszone tu prseze mnie sprawy, '
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THE EDUCATION IN THE PROBABILITY THEORY
POR STUDENTS AND TEACHERS A MATHEMATICS

Summa ry

Some critical remarks concerning many books en probabi-
lity theory are given, For instance, the use of the notion
of conditional probability and that of independence of events
is in those books not consistent with definitions of these
notions, Te avoid these defects it is necessary to make
a distinction between rendom experiment and its probability
model, In author’s opinion the teaching of probability the-
ory should be based on the construction of probability mo-
dels,



OB OBYYEH/M TEOPW/ BEPOATHOCTE/ CTYIEHTOB ¥ YUWTEJNE/ MATEMATVKM

Comepxanne
B paGoTe mpEBENEeHO HECKOJNBKO KDATHYECKHEX 3aMevdaHmii 0 RHArax
oo reopﬁz BepoATHOCTe#. B WACTHOCTE HCOONH30BAaHAE MOHATAA yCAOBHOH
BEPOATHOCTE ¥ HE3aBACHMOCTA COGHTA! He COrJAcOBAaHO B STHX KHArax
C OmpeneNeHAAMA ITAX MOHATRA. UTOOH E3GeXaTh STHX HEXOCTATKOB,
HyXHO pa3/muarh CcAyJallHoe HCHHTAHMEe # ero BEpOATHOCTHYD MONEIE.
[lo MHGHZI &BTOpa OOCTPOEHEE BEPOATHOCTHHX Momene# — 8TO OCHOBA o0y-
UeHAS TEOPAM BEPOATHOCTSH. '



