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ZASTOSOWANIA RACHUNKU PRAWDOPODOBIENSTWA

1. Watep

BRachunek prawdopodobieristwa jest niewgtpliwie przedmio-
tem, ktéry sprawia szczegdlne trudnosci zardwno studentom
jak i wykradowcom i to nie tylko na specjalnoéci nauczyciel-
skiej. Sgdzg, 2e giéwnym ZrédZem tych trudnodci sg kXepoty
gwigzane z dopasowaniem odpowiedniego modelu probabilistycz-
nego do konkretne) sytuacji praktycznej przy prébach zasto-
sewania teorii. MoZna wprawdzie na zajeciach z rachunkm
prawdopodobieristwa ograniczyé gakres omawianych przykladéw
do banalnych gadah z monets, kostks do gry i losowaniem kul
g urny, ale wtedy trudno jest uzasadnié potrzebe i znaczenie
teorii, ktérej zakres zastosowan ciggle si¢ rozszerza wysu-
wajge jg bez watpienia na czolowe miejsce wéréd résnych dys-
cyplin matematycznych ze wzgledu na uzytecznosé¢ dla innych
dgia¥déw nauki i gospodarki, Te¢ role rachunku prawdopodobier-
stwa powinien rozumieé naucgyciel matematyki, ktdry zgodnie
z nowymi tendencjami w nauczaniu matematyki bedzie mumsiax
przekazywaé uczniom elementy prebabilistyki Jjus w mXodszych
klasach powszechne] sgzkoly dziesigcioletnie]. :

Przyszlego naucszyciela najlepiej moina do tego prazygoto-
waé dajgc mu obek kursowego wykadu z rachunku prawdepodo-
bierstwa dodatkowg mozliwesdé peznania zastosowai tej dysey-
pliny na cdpowiednio ustawionym wykiadzie menegraficznym.
WysIuchanie takiego wyktadu oprécz rogszerzenia horyzentéw
stuchacza powinno takze untrwalié i pogig¢bié zrozumienie ma-
terialu £ wykadu kursowego.



Autor referatu ma jut pewne doswiadczenie w prowadzeniu
‘takich wykadéw na Uniwersytecie Wroctawskim a celem niniej-
szego wystgpienia jest przedstawienie kilku tematéw, ktére
mozna w sposéb przystepny wyXozyé na specjalnoéci nauczy-
cielskiej. Prezentowane tu tematy mogg byé punktem wyjécia
do specjalnie ukierunkowanych prac magisterskich.a siucha-
cze bedg je mogli wyko;zystaé w przyszie) pracy naucgyciel-
skiej takze przy prowadzeniu zajeé fakultatywnych i kétek
matematycznych,

2, Teoria gier

Grq dwuosobows G o sumie zero nazywamy tréjke
G ={X, Y, K},
gdzie:

X jest zbiorem strategii I gracza;

Y jest zbiorem strategii II gracza;

E: X x Y —-=R jest funkc)g wypZaty I gracza /jest to fun-
kcja, ktéra odwzorowuje iloczyn kartezjaiiski gbioréw X, Y do
zbioru liczb'rzocsyv{atych R/.

Rozgrywka w tak okreélonej grze polega na tym, e kazdy
£ graczy wybiera niasa;etn§o strategie ge zbioru swoich
strategii 1, jesli gracsz I wybral strategie x ¢ X a gracz II
strategi¢ 'y € ¥, to w wyniku rozgrywki gracz I otrzymuje od
gracza II wypiate K(x,y). Jezeli K(x,y)< 0, to ujemng wypia-
te nalety‘rozulieé-jako.uyplatg -K(x,y) w przccivny-'kierun-
ku /gracs I praci gracgowi II/.

Z punktu widgenia gracza I interesujgca jest wielkodé

(1) sup inf K(x,y) = Y,

‘xex yeY
gwana dolns wartoécig gry. Jezeli y ma wartoséé skoicgons, to
dla katdego .€>0 istnieje strategia I gracza x(€) € X ta-
ka, ze

V K(z(e),y) = ¥ -€.
yeY ] P
Wybierajac taks strategig gracs I mote sobie zagwarantowaé,
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 %e bez wzgledu na wybdr strategii II wypiata nie bedzie niz-
sza niz v - €.

Gmcza X utemau;la natomiast wielkesé

(2) inf sup K(x,y) = ¥
- yel xeX

gwana gérng wartodcig gry. Jeseli ¥ ma vartoéé skoficzong, teo
wéwezas dla kazdego €>0 gracz II znajdzie strategie y(e)e T,
ktéra gwarantuje, %Ze bez wzgledu na wybdr strategii I gracza
wyptata nie bedzie wyzsza nis V + € csyli, e

V K(x,7(E)€ 7V +€E.

xeX

Zatwo udowodnié, Ze nieréwnosé
(3) VLT
speiniona jest nawet wtedy, gdy Jjedna z tych wartodei, lub
obie, majg wartesci nieskorczone., Jeieli relacja (3) speinio-
na jest jako réwnosé, to méwimy, ze gra jest zamknigta & wsodl-
ng wartosé :

VY® ¥= ;

nagywamy wartedcig gry.

Jezeli gra G ma skerczeng wartosé v, te kaqu strategie
I gracza X €X, ktéra spetnia warunek.
(4) V . k(%53) ¥
yeY

nagywamy optymalna strategig I gracza. Podobnie katdg stra-
tegie II gracza y€Y, ktéra speinia warunek

\ 4 K(I,f) <V

xeX

nazywamy optymalng strategig II gracza. Ogznaczmy przez XcX
oraz YcY gzbiory optymalnych strategii odpowiednio I i II
gracza /mogg to by¢é sbiery puate/ Jezeli obaj gracsza majg
optymalne strategie: xex, yel’, to:
kres gérny w wyrazeniu (1) jest osiggniety dla x =
kres dolny w wyrazeniu (2) jest osiggnigty dla y =
K(x,7) = v

Vv V k(x5 < k(%7 < k(7).
xeX yeY
Ostatnigq relacje przyjmuje si¢ jako definicje punktu siodXo-

wego: para strategii eptymalnych X,y tworszy punkt siedZo-



vy funkcji wyptaty K(x,y).

Ograniczymy teras nasze rozwazania de specjalnego typu
gier dwunosobowych o sumie zero, & mianowicie do gier macie-
rzowych, Niech A = {a“} bedzie macierzg formatu n x m o e-
lementach rzecsywistych. Grg macierzowg o macierszy wypiat A
nazgwiemy gre G - {I, 7, K}, w ktérej: |

zbidér strategii I gracza X jest sympleksem n-wymiarowym
n

(5) x-{x-(x1,12.....1n) : ;in ;0' E 11-1},

zbidér strategii II gracza Y jest sympleksem m-wymiarowym

' n

(6) T = {y - (y1,12,...,y.) s Y JJ z 0, ;z'_: y:_- 1}

funkc ja wyptaty K ma postaé

(1) K( e = T
x,y) = Ay = a, .x.y..
: =1 31 W3

Tak zdefiniowana gra macierzowa jenfb domknieta i ma nie-
puste gbiory optymalnych strategii obu graczy /jest to tak
zwane twierdsenie minimaksowe/.

Zwréémy teraz uwage na fakt, Ze w grze macierzowej kaZ-
dg strategie I gracza x€X moina interpretowaé jako roszkzad
prawdopodobiernstwa zmiennej losowe] o wartosciach ge zbioru
F={1,2...,0}, a 2biér strategii I gracza X jest zbiorem
wszystkich takich rogkradéw, Podobnie kaidg strategig II
gracza y €Y mozna interpretowaé jako rozkfad prawdopodobier-
stwa zmiennej losowej o wartodciach ze zbioru M = {1,2,...,
m}, & zbidér strategii II gracza Y jest zbiorem wszystkich
takich rosk!:addv. Przy takiej interpretacji strategii obu
graczy funkcje wyptaty K mozna przedstawié jako wartodé o-
czekiwang losowo wybranego elementu macierzy 4

K(x,y) = E(a E’?);

gdzie losowy wskaénik § ma rozklad prewdopodobiedstwa x,
losowy wskainik R ma roszkzad prawvdopodobieristwa y i smien-
ne losowe § ,n s niezaleine,
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* Sympleksy (5) i (6) sg zbiorami wypuklymi w n-wymiarowej
lub m-wymiarowej przestrzeni euklidesowe), rozpigtymi na wer-
sorach ukZadu wspéirzednych, Wersorom odpowiadajs rozkiady
o masie prawdopodobiedstwa skupione) w jednym punkcie a od-
powiednie strategie nazywamy strategiami czystymi.

Pierwszy gracz ma n strategii czystych:
i )
1) - (11( )’ 12(1 preey In‘i))’ i= 1,2,...11,

dzie
: 1.dla § = 1.
Drugi gracz ma m strategii osyatych:

. (11)

!u - (7'1 2 T2  seeey Yy J=12,00.ym,

(J]
T 1dla 1 = j.

Poniewa: funkcja (7) jest liniowa ze wzgledu na kaidg ze
zmiennych, wiec w grze macierzowej warunek optymalnosci (4)
strategii X € X spetniony Jest vtedy i tylko wtedy, gdy nie-
réwnoséé.

K(x,y) = v
spetniona jest dla kazdej z m strategii czystych II gracza,
czyli gdy speinione s3 nierdwnosci

Y 22l IN? (2 - B '
(8) za(y)* = (::JL)j . 121 a,E > dla = 1,2, .0.,m.

Zbiér X optymalnych strategii I gracsa jest wigc csescig
wspélng sympleksu X i m péiprsestrzeni (8). Jest to wigc
wielodcian wypukly /ktéry moie sig¢ redukowaé do jednego pun-
xtu/. '

Podobnie gbiér Y optymalnych strategii II gracza Jjest
wielosScianem wypukiym: czescig vapélnq sympleksu Y i n péi-
przentrseni

(1) =T 2 -
< Ay = (Ay )1 - 32% 8474 <V dla i = 1,2,...,0.
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Tak wiec teoria gier macierzowych sprowadza sie do bada-
nia wielo$cianéw wypukiych. Zagadnienie wyznaczenia wartosd-
ci gry i optymalnych strategii obu gréczy mozna sprowadzié
do rozwiggania pewnego zagadnienia z programowania liniowe-
go. Tutaj chcemy jednak gwrécié¢ uwagg na iteracyjna metodg
przyblizons, ktéra polega na konstrukcji ciggu fikeyjnych
rozgrywek {Rk}‘ W rozgrywkach nieparzystych R, _, (8 = 1,2,

...) pierwszy gracz wybiera strategig czysts
(1g) _
x 2 najkorzystniejsza dla niego /to znaczy dajgcy maksy-

malng wypXatg V / przeciwko znanej strategii y(s) drugiego
gracza, W rozgrywkach parzystych st (8 = 1,2,...) drugi
gracz wyblera strategieg czyatq (Jg) najkorzystniejszg dla

niego /to znaczy dajacs nininalnq wyptate v,/ przeciwko zna-
nej strategii x(s) pierwszego gracza. Ciggi strategii {x(si},
{y(8)}, ciagi optymalnych wyboréw {15}, {3g) 1 ciagl wypiat
{Vs}s {va} sg wyznaczone przy pomocy nastepujgcych wezordéw
rekurency jnych:

y(1) = dowolny ustalony element sbieru ¥,

n
[1’(1)"]11 - mex [y n?], = max E a;75(1) =V,

x(1) = x(11?, ;
[I“)‘]; - nin [xmA]j . nin 12'_: a;x;(1) = vy,
(3g)

y(e+1) = === y(o) + 'E%T‘ ¥y o

[4y (s+1)® ?] = e
y(s41)7]y = mex [Ay(een)7]; = ma 2 a7yt

s v'a-l-‘l'
(1l+1)

x(8+1) = -:"71— x(8) + -sl"l- x ’
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[x(s+1)1]:.+1 B ngn [;(s+1)Ajj = n%n EE; aijxi(’+1) =

* Vae1®

- e & & » » @ . = @

W powyzazych wso:ﬁch ekstrema moga byé osiggnigte dla kilkum
résnych wartodci wskasnika i lub j. Aby wybér i__, lub J__,
byz jednoznaczny naleiy wtedy przy jaé dowolns dodatkows re-
gute postepowania /mp. wybiereé minimalny wskafnik realizu-
jgey dane ekstremum/. |

Zauwazmy, e skonstruowane tutaj strategie x(s) s3 stra-
tegiami empirycznymi, ktérych skiadowe sg czestodciami wy-
boru poszczegélnych strategii czystych pierwszego gracza
w dotychczasowych rozgrywkach nieparsystych. Podobng inter-
pretacje majs strategie y(s), z tym jednak, Ze nalezy tu
réwniez uwzglednié wpiyw dowolnie ustalonej strategii wyj-
dciowej y(1). Tak wiec w kolejnych rozgrywkach nastgpuje
proces wzajemnego uczenia sig przeciwniiév.

Zatwo zauwaiyé, ze dla kazdego 8 zachodzg nierdéwnodci

vo<ve V.

Jeéli wiec dla pewnej pary wskaZnikéw 8, 8, zachodsi réw=-
noéé,

(9) "1 - ?,29
to wspélna wartodé (9) jest wartodecia gry. Nieco trudnie]
udowodnié, Ze oba ciggi {V,} i{v,} sa zawsze zbleine do war-
todcli gry

(10) lim V, = lim v, =V,
8-+00 8-»00

Elementarny, choé nieco ucigzliwy dowéd tego twierdzenia
mosna znaleZé w ksigsce S. Karlima ([3], tom 1, § 6.6).

W podanym tam dowodzie sg niestety bedy (w dowodach lema-
téw 6.6.1 1 6.6.3) , Jednak caly dowéd moina bes trudnodci
naprawié, -

Ze zbietnofci (10) wynika, se jesli istmiejq grenice
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ciagéw empirycznych strategii {x(s)} i {y(s)}, to sq one
strategiami optymalnymi

T = 1lim x(8) € X,
B-+0

yo= lim y(s) € 7.
8
Ciagi {x(8)} 1 {y(s)} moga byé rogbiezne, ale poniewaz

83 ograniczone (x(s8)e X, y(8)€ Y), wi¢c mozna g nich zawsze
wybraé podciggi gbiezne, Kazdy punkt skupienia ciggu {x(s)}
jest optymalna strategia pierwszego gracza a kazdy punkt
skupienia ciggu {y(s)} jest optymalng strategia drugiego
gracza, Jezeli gbiory 4 83 Jjednopunktowe, to ograniczo-
ne ciagi {x(s)} i {y(s)} majs tylko po jednym punkeie sku-
pienia a wigc 85 gbiezne.

3, Teoria niezawodnoéci

Niech ¥ bedzie zmienng losowy, ktéra przyjmuje tylko
wartodci nienjemne. Jedli P(t) oznacza dystrybuante zmien-
nej losowej ¥, to warunek nienjemnodci mozna zapisaé w pos-
taci réwnoéci

F(0) = 0,

Zmienng losows ? bedziemy tu 1nterpratowali jako czas
pracy losowo wybranego elementu uatalonego typu /np. lampy
elektronowej/ od chwili wXgczenia do eksploatacji do momen=-
tu awarii tego elementu. Funkcje .

P(t) = 1 - P(t) = Pr{F > t},
to jest prawdopodobierstwo, e element bedzie bez awarii
pracowal do chwili t nazywamy funkcjg niesawodnosci.
Jezeli istnieje gestodé rozktadu prawdopodobierstwa
£(t) = P/(t),
to mozemy zdefiniowaé wielkosé
i A Rt [
P(t) 1 = F(t)

nazywans intensywnoscis awarii. Naswe te uzasadnia wsér

r(t) = -



(przy h=0)

Pr{t < <t h | E 2 t}= £(t)* h + o(h),
ktéry oznacza, e prawdopodobieristwo awarii w przedsiale
(t, t+h) elementu, ktéry nie ulegt awarii do momentu t z do-
kYadnodcia do maXych rzedu wyZszego niz h Jjest réwne iloczy-

nowi intensywnosci awarii f(t) w poczgtkowym punkcie prze-
dziatu i dXugosdci przedziaXu h.

W teorii niezawodnodci szczegélng role odgrywa wykiadni-
cza funkcja niezawodnosdci

1 dla t <0,
k1) Bae -{e-ht dla t > 0,
Dodatni parametr A jest tu intensywnoscig awarii
£(t) = A,

niezalezng od czasu t. Funkcja (11) jest jedyns funkcja nie-
gawodno$ci majaca statg intensywnosé awarii, Jest to réwniez
jedyna (1) funkcja niezawodnosci speiniajaca warunek

(12) V YV Pxsy) = P(x)R(3).
x20 y30
Ta wlasnosé funkcji niezawodnosci nazywamy brakiem pa-
mieci, bo prawdopodobierstwo bezawaryjnej pracy elementu
v przedziale [x, x+y) pod warunkiem, Ze nie byXo awarii
przed momentem x zalezy wtedy tylko od diugoéci przedzialu
y @ nie od poXozenia tego przedzialm

Pr {¥ > x+¥|§ > x} = P(x+3)/P(x) = P(3)

(P(x) > 0).
Innymi sXowy element, ktéry pracowal bezawaryjnie do momen-
tu x jest tak samo dobry /z punktu widzenia dalszej jego

N\

(1) Jeéli uméwimy sie, e funkcja niesawodnodci

1 dla t £ 0,
P(t)-{
c 0 dla t > 0;

jest .takie wykZadnicza o intensywnosci awarii A = + oo.
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pracy/ jak nowy element, ktéry w chwili x zostalby wigczony
do eksploatacji.

Zastepujac w (12) znak réwnoéci odpowiednim znakiem sia-
bej nieréwnosci otrzymamy definicje dwu klas funkcji nieza-
wodnosci: :

Funkcja niezawodnosci P(t) jest klasy NBU (%) wtedy
i tylko wtedy, gdy i
(13) VvV V Pxty) = P(X)E(Q).

xz0 y30 :

Funkcja niezawodnodci P(t) jest klasy WU () wtedy

i tylko wtedy, gdy

V V P(x+y) = P(x)R(y).
x30 y20

Wykadnicze funkcje niezawodnodci i tylko takie naleis
ednoczeénie do obu zdefiniowanych klas NBU i KWU. Funkcja
niezawodnodci

1 dla t <0,
P(t) = -tz
e dla ¢t > 0

jest przykladem funkcji niesawodnodci z klasy NBU., Wypukia
kombinacja liniowa

(2) NBU jest krétem angielskiego swrotu "New Better than
Used® /nowy element lepszy od uiywanego/ a usprewiedli-
wieniem tej nazwy jest fakt, se dla P(x)>0 z (13) wyni-
ka nierdéwnosé ;

Pr{F 2 x+y|F>x} € Pr{fF> 7}
a wiec element, ktéry jui pracowal przez czas x ma mniej-
sze szanse bezawaryjnej pracy v odcinku czasowym o diu-
godci y nig element SwieZo itqcsony do ‘eksploatacji.

(3) FWU jest skrétem gwrotu "New Worse than Used"™ /mowy e-
lement gorszy od utywanego/.
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dwu wykladniczych funkcji niezawodnodci P, (t) 1 th (t)
: : 1
nalezy do klasy EWU,

Dla funkcji niezawodnodci rézniczkowalnych /tj. majacych
intensywnoéé awarii/ przynaleznoéé do klasy NBU jest'révno-
wazna z faktem, Ze intensywnosdé awarii jest funkcjg niemale-~
jaca a przynaleznoéé do klasy NWU jest réwnowazna z faktem,
e intensywnoéé awarii jest funkcjg nierosngcg.

Empiryczne wyzhaczenie funkcji niezawodnodci danego ele-
mentu w ustalonych warunkach eksploatacji jest na ogéxr trud-
ne i wymaga kosztownych i d¥ugotrwaiych badarn elementéw, Nie=-
kiedy jednak mozna Yatwiej ocenié pewne parametry statystycz-
ne interesujacego nas rozktadu prawdopodobierstwa /np, éred-
ni czas bezawaryjnej pracy elementu/ a z rozwazard teoretycz-
nych mozna przyjaé, ze funkcja niezawodnosci nalezy do jed-
nej ze zdefiniowanych tutaj klas, W takich przypadkach moz-
na wykorzystaé oszacowania rnnkcji niesav0dnoéci bedgce tresd-
cig nastepujgcych twierdszen:

TWIERDZENIE 1, Jeseli funkcja niezawodnodci P(t)naleiy do
klasy NBU i /La'o jest Srednim czasem bezawaryjnej pracy e-
lementu

@
= E( = P(x)dx,
P §) é (x)dx

to speinione sg nierdwnoédci
e dla t <
r(t);{ 7

(14)
dla t>pM 5
1 dla tgp,
) P(t) <
u3) ( {e"t dla t>um,

gdzie w = w(t!);}. jest pierwiastkiem réwnania
jﬁ
-WX
e d!- .
0 o
TWIERDZENIE 2., Jezeli funkcja niezawodnodci P(t)nalezy do

klasy NWU i p > 0 jest Srednim czasem bezawaryjnej pracy e-
lementu, to dla dowolnego t > O spelniona jest nierdwnosé



N

(16) 0 < P(t) < .
b t
Oszacowanie od doiu (14) w twierdzeniu 1 zostaXo podane
przez A,W, Marshalla i F., Proschana [8]. Oszacowanie od géry
(15) w twierdzeniu 1 oraz oszacowania (16) w twierdzeniu 2
zostaly znalezione przez A. Korzeniowskiego i A, Opawskiego
[6]. Dowody twierdzei sa elementarme.

Teoria niezawodnosdeci zajmuje sie¢ takze warunkami wradeci-
wego funkcjonowania systeméw ztoZonych z wielu réinych ele-
mentéw., Do okredlenia niezawodnosci systemu nie uyitarcza
zna jomoséé niezawodnosci elementéw skXadowych systemm., Po-
trzebne s3 do tego Jeszcze dodatkowe informacje dwu rodza-
jéw: o wzajemnych zaleznodciach miedzy funkcjonowaniem po-
szczegélnych elementéw i o strukturze systemu.

Z matematycznego punktu widzenia najprostszy Jest przy-
padek systemm, w ktérym czasy bezawaryjnej pracy.wszystkich
elementéw skXadowych sg niezaleZnymi zmiennymi losowymi,
Przyjecie takiego zalozenia wymaga oczywiscie technicznego
ugasadnienia lub empirycznego potwierdzenia przy pomocy od-
powiednio zaplanowanych badan testowych.

Méwige o strukturze systemu mamy tu na mysli opis warun-
xéw, przy ktérych system jest zdatny do precy. Zakradamy
tutaj, Ze podobnie jak kazdy z elementéw skzadowych réwniez
i system znajduje si¢ zawaze w jednym z dwu mozliwych sta-
néw: stan sprawnosci i stan awarii, przy czym stan systemu
jest deterministycznie wyznaczony przez stany elementdw
skladowych, Przy tym zaXoZeniu strukture¢ systemu opisuje
dwuwartoéciowa funkcja X okreslona na zbiorze wagystkich
podzbiordéw gbioru elementéw E

& : 2% > {o,1}.
Dla dowolnego podzbioru A< E réwnosé @(L)- 1 oznacza, ze
system jest sprawny, JjeZeli elementy nale2gce do podzbioru
A 83 sprawne a elementy naleigce do dopeinienia A= E\A u-
legry awarii. Zerowa wartodé X(A) = O oznacza awarig syste-
mu, w ktérym elementy nalezgce do podgbiorm A i tylko te e~
lementy sz sprawne.
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Dwa skrajre przypadki funkecji )ﬁ definiujg najprostsze
systemy:

(a) System szeregowo poXgcsonych elementéw o funkeji

1 A= E,
(17 7.(1).{ 2
0 gdy A # B,

Taki system jest sprawny wtedy i tylko wtedy, gdy wssystkie
jego elementy sa sprawne,

(b) System réwnolegle poXgczonych elementéw o funkeji

1 gdy A 4 8,
(18) 2‘(1)-{0 e

Taki system ulega awarii 3odynio v preypadku awarii wesyst-
kich jego elementéw.

¥ przypadku nioulotnoici funkejonowania n elementéw
skZadowych o funkejach niesawodnodci P, (t)y, 1= 1,2,..0y0,
funkcja niezawodnodci P(t) systemu (a) jest ilocsynem
P(t) = Py (£)Py(t) . . o B (t),

natomiast funkcja niezawodnoéél systemu (b) jest dopeinie-~
niem iloczynu dopeinien

P(t) = 1 - [1 -2t -2, (0)]. ..

O -2(0)].

¥ wielu wystepujacych w praktyce systemach funkeja ¥(A)
jest nierosngca, to snacsy dla dowolnych podgbiordw Ay, Azc E
spelniony jest warunek

A, € A =pU(4,) > 2(4,).

Systemy o tej wiasnoéci nasywamy systemami monotonicsnymi.
Jeseli monotoniczny system snajduje sig w stanie awarii, to
dodatkowe awarie jego elementdéw nie mogg przywrdécié stamu
sprewnoéci systemu. Monotonicsnymi sq w azcsegélnodci syste-
my opisane funkcjami (17) 1 (18).

Kazdy podsbiér ACE, dla ktérego ¥(A) = O nazywamy sbio-
rem krytycznym, ¥ systemach monotonicsmych katdy nadsbiér
gbioru krytyesnego jest réwniet zbiorem krytyceznym., MoZma
wtedy wprowadzié interesujgce pojecie minimalnych zbiordw
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krytycznych, Podzbiér A CE elementéw systemm monotonicsnego
nazywamy minimalnym zbiorem krytycznym wtedy i tylko wtedy,
gdy:
(i) A jest zbiorem krytycznym;
(11) 2adem podzbidér wiadciwy gbioru A nie jest
gbiorem krytycznym.r

System réwnolegle poXgczonych elementéw ma tylko jeden

zbidér krytyczny /bedacy oczywidcie minimalnym zbiorem kryty-
cznym/, Jest nim gbidér waszystkich elementdw E.

W systemie szeregowo poigczonych elementéw minimalnych
zbioréw krytycsnych jest tyle, ile jest elementdéw. Sg nimi
wszystkie podsbiory jednoelementowe sbiorum E.

4, Teoria punktowych proceséw stochastycznych

Punktowym nasywamy proces stochastycesny X(t), t & O,
ktérego realisacje sg funkcjami przedgiazami staiymi, majg-
cymi w dyskretnych punktach Jed‘.atkowe przyrosty skokowe.
Proces X(t)moze byé np., modelem matematycznym przejazdu po-
jazdéw przez ustalony punkt obserwacyjny na drodze, X (t)
jest wtedy licsbg pojazdéw, ktére minely dany punkt od po-
czatku obserwacji (t=0) do momentu t. Przykfad realizacji
takiego procesu pokasany jest na rys, 1.

Punkty nieciggXoéci: 11, Tps e+ 83 momentami przejazdu
kole jnych pojazdéw przez punkt obserwacyjny. Poniewaz w pun-
ktach nieciggXodci skoki sg jednostkowe, wiec jedli prsyj-
miemy, 2e X(0) = O, to ciqg'{ti} punktéw nieciggXoéei carko-
wicie wyznacza prszebieg procesu. Punktowy proces stochasty-
czny mote byé réwniet opisany przez ciag {F,} odstepéw mie-
dzy kolejnymi punktami nieciggXodci. W omawianym tu przy-
kadzie 53 to odstepy czasowe miedzy prrejazdemi kolejnych
pojazdéw /3 wyjgtkiem odstepu ¥, migdzy poczatkiem obserwa-
¢ji 1 przejazdem pierwszego pojazdu/.

Szczegdlnym przypadkiem punktowego procesu stochastycz-
nego jest proces odnowy, to jest proces, dla ktérego odstepy
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fi 8a niezalesnymi gmiennymi losowymi ¢ jednakowym rozkla-
dzie praudopodobiaﬁstwa(‘). ¥ dalszych rozwazaniach ograni-

czymy sie¢ wiasnie do proceséw odnowy i to do szczegdlnego
przypadku takich proceséw z czasem dyskretnym, Bedziemy za-
kXadali, ze ﬁieciﬁgloéci procesu X(t) mogg wystepowaé tylko
w punktach o odcigte] catkowitej a odstepy '?1 majg rozkrad
dyskretny : =
(19) pJ-Pr{?i-J}l : J=12...
Wygodnym narzedziem do operowania takimi rogkfadami jest
funkcja tworzgca

(20) @(s) = B(sF) = 32.; p,!j-

Nie bedziemy tutaj prsypominali wzasnodci funkeji two-
rzgce), bo wchodzi to w gzakres kursowego wykladu rechunku
prawdopodobiestwa. Chcemy natomiast pokazaé na prostym
preyktzadzie zastosowanie pomysiowe] metody roswigzywania _
wielu zadad /zwigzanych nie tylko z procesami odnowy/, ktéra
polega na nadaniu funkcji tworzgcej pewnej dodatkowej inter-
pretacji orez sprowadzeniu gzadania do modelu bZgdsenia przy-
padkowego w sieci.

W przedziale 0 < s « 1 ,argument funkcji tworszgcej (20)
mose byé interpretowany jako prnvdopodobioﬁstvo(s). Roswazmy
cigg zdarzed losowych Ak,k = 1,2,..., niezaleinych miedsy so-

(4 Zrezygnujemy tutaj z nieco ogélniejssej definicji dopu-
szczajgce] odmienny rozk¥ad pierwszego odstgpu '§1.
¥ naszym prsykiadzie osnacza to, Ze rogpoczynamy obser-
wacje w momencie przejagdu pojazdu przez punkt obserwa-
cyjny /pojazdu tego nie liecsymy/.

(5) Szereg potegowy w (20) jest zawsze zbiefny w prsedziale
|s) £ 1, ale snajomoéé funkcji @(s) w dowolnym podprze-
dgiale o dodatniej diugodci wysznacsa jednosnacznie fun-
kcje tworzgca w calym przedsiale gbiesnodci.
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ba a takZe niezalesnych od przebiegu interesujgcego nas pro-
cesu odnowy. Zdarzenia 4, majg jednakowe prawdopodobieristwa

Pr{Ak} -8 s - e

Iloczyn p_‘.,s3 pod znakiem sumy (20) moze wige byé interpreto-
wany jako prewdopodobielistwo, e zmienna losowa ¥, = 1’1 -
- 1:1-1 przyjmie wartoéé j a jednoczeénie zrealizuje sie¢ zda-

rzenie

A A

T

fa
T .+1 1

ﬂo-.nl -
4 =1 +2 "1

Funkcja tworzgca bedzie wtedy prawdopodobierstwenm
(s) = Pr n Aeee N
oL {":1_1“ ‘_1:1_14-2 ‘1:1}

realizacji odecinka ciggu zdarged A, o losowym pocsgtku

T’i-?” i losowej d¥ugodci fi. Jetell wrécimy do przykZadu
z obserwacjg pojazdéw na drodze a zdarzenie A, bDedziemy in-
terpretowali jako fakt, 2e "w chwili t=k nie nastapi awaria
urzgdzenia rejestrujacego przejazdy®, to dla ustalonego s
wartoéé funkcji tworzacej @(s) bedzie prawdopodobielistwem, Ze
nie bedzie awarii w calym okresie czasu migdzy dwoma kolej-
nymi prezejazdami pojazdéw. .

Sformulujemy terez nastepujace zadanie. Niech (T,) be-
dzie ciagiem momentéw prezejazdu pojazdéw na drodze tworszgcym
proces odnowy o gznanym rozkadzie odstepéw (19). Z ciggu
{T,} wybieramy podcigg {w,} momentéw przejazdu pojazdéw, po
ktérych nastepuje odstep § nie krétssy niz ustalona liczba
naturalna d, Takie momenty moga nas interesowaé np. ze wzgle-
du na mozliwoéé przejécia pieszych przez droge. Podciag {_wi}
takze tworzy proces odnowy /jeéli poczgtek obserwacji.prze-
suniemy do pierwszego zaobserwowanego momentu w,/. Nowy pro-
ces odnowy nazywany jest rosrzedzeniem wyjéciowego procesu.
Nalezy znalef£é rozklad odstepdw Ry miedzy kolejnymi punkta=-
mi nieciggXoéeci w rozrzedzonym procesie odnowy.

Niech W (8) bgﬁ:.te mkch tworzgca odstepdw n,. Zgod-
nie z podang uprzedrio interpretacja fumkcji tworszgcej (s)
jest /dla 0 < 8 < 1/ prawdcpodobiedistwem nie wystgpienia a-
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warii w odstepie migdzy sgsiednimi punktami rozrzedzonego
procesu odnowy. Prawdopodobieristwo to mozemy obliczyé jako
prawdopodobieristwo dojécia od stanu "POCZATEK" do stanu po-
ch¥aniajgcego "KONIEC" w bigdzeniu przypadkowym po sieci
pokazanej na rys, 2. W sieci te] jest jeszcze inny stan po-
chl&niu.ja;:y "AWARIA", a przy skierowanych Iukach podane sg
odpowiednie prewdopodobierstwa przejécia,

Sprébujmy teraz wyjasnié rys. 2, Jesell w jakiejé chwi-
11 saobserwowaliémy punkt W, pirocesu rosrzedzonego, to zgod-
nie z jego definicja wiemy, Ze punkt ten pokrywa sig¢ = pew-
nym punktem "k procesu wyjéciowego i odstep F, .4 = “kﬂ - Ty
jeat niekrdétssy nis d. Warunkowy rozkiad dhgoici tego od-
stepu jest dany wsorem

P"{ﬁm = 3 §pyy 29} = —4— ¥ e s 5o

gdsie e
By = Pr{fy, <d}= ij Py
Prawdopodobierstwo, 2e do momentu 'f'kﬂ nie nastgpi a-
waria /to jest prewdopodobiejistwo przejécia od stanu 1 do
stanu 2/ jest rdéwne
1 - 3

2Py
1= Pd J=d

Py2

a prawdopodobieiistwo wystgpienia awarii Py3 /*.:o jest prawdo-
podobierstwo przejécia od stamu 1 do stanu 3/ jest dopeinie-
niem do jednoéci prawdopodobierstwa Pyoe

Punkt 1'1:4-1 pokrywa si¢ s punktem W, , procesu rosrze-
dzonego wtedy i tylko wtedy, gdy :@wn:l.ot pnastepny odstep
?k-rz - "th "Ukﬂ jest niekrétszy nis d, Odpowiada temu

przejécie ze stanm 2 do stanu 5, a prewdopodobierstwo tego
przejécia jest réwne
Py v b =Ryt
Jegzeli odstep Fnz jest krétszy nis d, to nalesy ros-
patrsyé dwa motliwe przypadki:
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w przedziale (tk+1' 'tk+2] nie nastapi awaria /odpowia-
da to przejéciu ze stanu 2 do stanu 4/;

w przedziale tym nastapi awaria /przejécie ge stanu 2
do stanu 3/.

Pierwszy = tych dwu przypadkéw ma prawdopodobieristwo

d-1 3
p24-ZPJS
J=1
a drugi prewdopodobienstwo
d-1 j
Pos = d"Pz4'Pd'j_Z1PJ"

Po dojéciu do stanu 4 musimy badaé nastepny odstep mig-
dzy pojazdami, co odpowiada cofnigciu sig do stamu 2 /z prew-
dopodobierstwem p,, = 1/. Dojécie do stanu 5 ogznacza nato-
miast, Ze osiggne¢lisdmy juz nasiepny punkt_u&+1 procesu ros-
rzedzonego i nie nastapita awaria, Stad z prawdopodobier-
stwen Pgg = 1 przechodzimy do interesujgcego nas stamu po- |
chaniajgcego "EONIEC®,

Prawdopodobieristwo dojscia od stanu "POCZATEK" do stanu
"KONIEC", czyli wartoéé funkcji tworzgcej y(s) odstepéw mig-
dzy punktami procesu rosrzedzonego obliczamy £ wzorm

2
y(8) = p12p25(1 + Py + Py * pg4 + aqe) ™

PR s i B
1 =pyy
[: ]
"3 : P EEE pigj i Unsiy : i
. TP el L
3=1
2 3
28 Pys
a-1 s
1':?:’
J=1
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2 gl
‘P(’) *» Z pJ'

=1

2 =1 :
R e W
=1 3

Szereg potegowy w pierwszym wierszu powyiszego raclunku od-
powiada wykonaniu 0,1,2,3,... cykli 2->4 —»2 przed ostate-
cznym przejéciem ze stanu 2 do stamu 5.

Metoda obliczania funkcji tworzgcych poprzez nadanie im
interpretacji probabilistycznej zostata zastosowana po raz
pierwszy przez J.T. Runnenburga [11]. Interesujgce przykiady
zastosowania tej metody w potgczeniu gz metods graficzng bia-
dzenia przypadkowego w sieciach gawiera ksigika L, Ride’ go
(10] o rozrzedzaniu proceséw odnowy.

5. Zakoliezenie

Po przedstawieniu wybrenych tematéw z zastosowasd mate-
matyki zastanéwmy sie jeszcsze, jakie korzysci moze daé stu-
dentowi zapoznanie sie ze wskazang tu tematyks. Méwige o ko-
rgysciach mam tu na mysli prgede wszystkim rozssersenie
i lepsze przyswojenie podstawowego materialu gz kursowego wy-
kXaduv rechunku prewdopodobiefistwa. Jedna z trudnodci waé-

" ciwego przyswojenia teorii jest zwykle spowodowana niedosta-
"tkiem interesujgcych przyktaddw. Zagwycszaj wyklad kursowy

i éwiczenia z nim gwigzane opieraja si¢ do zmudzenia na kil-
ku podstawowych rozkladach prawdopodobieinstwa., W teorii gier
wprowadza sie natomiast w paturalny sposédb gbidér wszystkich
rozktadéw prawdopodobierstwa na zbiorze o skolczonej liczbie
elementéw. W gbiorze tym szuka sie¢ roskladéw optymalnych ze
wzgledu na sformulowane kryterium /strategie optymalne/

a iteracyjna metoda przyblisona dostarcza interesujacych
preyktadéw zbieznodci rozkladéw prawdopodobiefistwa, W teorii
niezawodnodéci wystepuje problem szacowania funkcji niezawod-
noéci /a wiec podrednio takze dystrybuanty/ w réinych kla-
sach rogkladéw nieunjemnych gmiennych losowych., Opis struktu-
ry sXotonego systemu jest dobry ilustracja konstrukcji odpo-
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wiedniej przestrzeni probabilistycznej. Interesnjace moze
byé takze przeéledzenie podobieristw /i réznic/ miedzy gbio-
rami krytyceznymi w teorii niezawodnosci i zwycieskimi koa-
licjami w teorii zgromadzer gXosujacych /patrz np. rozdziax
"Voting coalitions™ w ksigice Kemeny’ego i wspétautoréw [4]
Iudb. artyku? Steinera [12]/. W pokazanym fregmencie teorii
proceséw punktowych siuchacz oswoi sig¢ dobrze z wainym na=-
rzedziem dyskretnego rachunku prawdopodobiedstwa jakim jest
funkcja tworzaca. Pokazane tam metody rachunkowe pozwala jg
w prosty sposdb rozwizzaé wiele interesujgcych zagadnied

z réznych dziedzin saatogovaﬁ.

Czytelnikowi, ktéry chciaXby blizej zapoznal sig z oma-
wianymi tutaj teoriami moge polecié dodatkowg lekture. W za-
mieszczone] nige} bibliografii zebratem oprécz pozycji cy-
towanych w tekécie réwniez podstawowe pogzycje ksigZkowe.
¥ybierazem przy tym literature dostepng w Eezyku polskim,
ktéra napisana jest w miare przystepnie i powinna byé Zatwa
do odszukania w krajowych bibliotekach nateiatycznych.
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Rys. 1. Przyktad realiszac)i punktowego procesu stochastycznego.
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APPLICATIONS OF THE PROBABILITY THEORY

; Summa ry

Probability is certainly one of the chapters of mathe-
matics which create special difficulties for both students
and teachers at any level of mathematical instruction. The
main source of the difficulties lies perhaps in finding
appropriate probabilistic models when the theory has to be
applied to préctical problems. Teaching probability we may
of course restrict ourselves to trivial examples and prob-
lems with coins, dyes, balls and cards but then it is dif-
ficult to show the proper role and importance of the theory
now widely applied in many fields of science and hnm
activity. This significance of probability has to be under-
stood by the teachers of mathematics. According to the new
trends in mathematical education they will soon teach'the
elements of probability starting from junior classes dr the
elementary school, In this paper author wants to give 'exam-
ples of such topiecs in a.ppli.ed probability: the theory of
strategic games, reliability and stochastic point processes;
which may well illustrate the role of probability and which
may be taught with reasonably simple mathematical apparatus.
Those topics may be included into special eourses for tea-
chers or even presented as a aditional material to more
advanced students in secondary schools.
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[IpnveEeRnA TeopHM BEpPOATHOCTER

Pesmme

Teopns BeposTHOOTe!! ABARETCA OnHOR H3 TeX IiaB MaTeMa-
TEKE, ROTOpHE BHSHBENT 0COCHE SaTPYRHSHMA TAK CTYJAEHTaM, Kak
7 npenoxasaTeNAM HA BCAKOM YDOIHE MaTeMaTHYecroll axyramun.
TnaBHan npuevHa 3THX 3aTPYAHEHER IO BRIVMOMY COCTOHT B HAXOX-
IeHNN COOTEETCTBEEHHX BEDORTHOCTHHX MONenel B Ciydae MOMNT-
KU NPVMEHEHV# TEODUF K DENERMY OPAXTWYECKEX 3afad. llpemo-
JlaBas Teopup BEePOATHOCTe! MOXHO KOHEYHO PACCMATDXEATE TONB-
KO TPUBRIBHHE ODH/6PH C MOHETaMM, WIDATLHEME KOCTAMH, Wapa-
ME B YDHE X ROJOHEMM KapT, HO TOrfNA TepAeTca ocolas Dok
R SHAYEHEE TEOPUH, KOTOPAA CerofRA YONemeo NDUMEHRETCH B
MHOTHX HAYKAX W NOJAEX NEATENBHOCTH YEJOBEKA. sHAYEHUHE Teo-
pEE BepoaTHOGTER XOaAXHO CTATE Z3BECTHEM JUETENAM MaTeMaTH-
KE TAR KAK COIJIACHO HOEHM TERNEHIVAM MATEMATHIECKOrO olpa-
S0BAHEA OHM CKOpPO GyINyT IpemofaBarh 9j]6MEHTH BEDOATHOCTH
EaYERAR C NMePBHX RJACC HAuamsHOR mKOMM. B RacTosmed cra-
TEE ABTOD XOuUEeT NPEBECTH NPEMEDPH TEKHMX Eanpasjexull- mpuMe-
HaemoR TeopEm BePOATHOCTEH!: cTpaTerwvyecKueé HIDH, Balexs
'ROCTH, TOYEUHHE oroiacmecxne IIPONECCH; KOTOPHE MOTYT
yR23aTh Poxb 2ToR TEODEM ¥ XOTOPHE MOXHO H3JOXNTH ynorpesd-
nfA CPABHUTENBHO HpocTOof mMaTemaTEYecKER apapaT. OTE NpO-
GaeMH JerX0 BRADYATE B ;:porpm CHEIEANEHOrO Rypca ILIs
yurTeneft, a Jaxe WCMOJB30BATH RAK NOGEBHTEISHER MATEDEAX
LIA OTIMGADIMXCA YYEHMKCB CpemHel! mROMH. '



