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CO Z RACHUNKU PEAWDOPODOBIEﬁSTHA DLA UCZKNIA?
JAKI RACEUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA DLA FAUCZYCIEILA?

1. Wprowadzenie

0d kilku lat rachunek prawdopodobienstwa stax si¢ in-
tegralng czeécig matematyki wyzszej w wykladzie uniwersytec-
kim, Wykiad rachunku prawdopodobierstwa wszedl jako obowigz-
kowy na kierunku nauczycielskim w uniwersytetach i w wyz-
szych szkotach pedagogicznych. Prawie réwnoczesnie rachunek
prawdopodobierstwa stal sig fragmentem szgkolnej matematyki.

Probabilistyka weszXa do polskiej szkoXy stosunkowo
pééno. PéZno, bo dopiero w drugiej poZowie XX wieku, ByZo
oczywiste, ze trudno bedzie sobie wyobrazié nowoczesng 8zko-
e z nowoczesnym programem matematyki bez rachunku prawdopo-
dobieristwa,

Progrem matematyki przewidziai na realizacje¢ haseX pro-
babilistyceznych ostatnig klas¢ liceum i technikum, a wigc
i 2 tego powodu rachunek prawdopodobierstwa pojawil sieg
w szkole stosunkowo péZno,

Nauczyciele nie byli w nalezyty sposéb przygotowani do
naucgania rachunku prawdopodobierstwa. Trudno sig temm dzi-
wié, Wiekszoéé z nich nigdy w trakcie swoich studidw proba-
bilistyki nie spotkaza, Pierwsze lekcje z rachunku prawdo-
podobiernstwa w szkole byiy czg¢sto pierwszym spotkaniem
z problemami probabilistycznymi zardéwno dla ucznia, jak i dla
jego nauczyciela,

Nauczanie arytmetyki, algebry, geometrii czy nawet ana-
lisy nie napotyka na tak specyficzne trudposéci, jakie towa-



- 112 -

rzyszs nauczaniu rachunku prewdopodobierstwa., Brak doswiad-
czenia w nauczaniu probabilistyki na posiomie szkolnym, brak
wypracowanych koncepeji dydaktycznych, a przede wszystkim
brak podstaw intuicyjnych ueznia - to gtéwne powody tego,

3e obecna koncepcja szkolnej probabilistyki nie zdaza

w praktyce egzaminu, |

. Rachunek prawdopodobieistwa wszedk do szkoly jako prawie
oddzielny przedmiot, z oddzielnym podrgcznikiem, w ktérym
zaprezentowano material w prawie do perfekcji sformalizowa-
nej postaci, jako fragment teorii miary. :

MXodzie2 nie lubi rachunku prawdopodobierstwa. Probabi-
listyka w obecnym ksztateie stara sie dla umecgznia abstrakcyj-
n3, niestrawng i powszechnie nielubiang dziedzing dziwne],
nietypowej matematyki. Swiadczg o tym egzaminy wstepne na
wyZzsze uczelnie. Reakcja absolwenta obecne] szkoly érednie]
na najbardziej nawet banalny problem probabilistyczny posta=-
wiony przy egzaminie wstepnym daje wiele do mySlenia. Za-
dari z rachunku prawdopodobieristwa najczedcie] nawet nie pré=-
buje sie przy tym egzaminie rozwigzywaé. :

Co jest powodem takiego stanu rzeczy?

Pewng teori¢ moZna w trakcie nauczania narzucié, jako
teorie aksjomatyczng. Tak witaénie grobiono w szkole z rachun-
xiem prawdopodobieristwa. Ow rachunek mia staé sig w ten
sposéb kolejnym po geometrii przyktadem teorii zbudowane]
na podstawach aksjomatycznych. Poniewaz sensowna dyskusja
nad aksjomatyczng konstrukcjg danej teorii jest mozliwa do~-
piero na péinym etapie nauczania, zatem miejscem na leke je
z rachunku prawdopodobiefistwa stata sig dopiero estatnia
klasa liceum,

Czy jednak takie umiejscowienie rachunku prawdopodobien-
stwa w szkole pozwala na taks dyskusje? Spéjrzmy, jak wy-
glada sytuacja w przypadku geometrii, Od wczesnych xlas
szkoxy podstawowe] uczei spotykaz problemy geometryczne,
mierzyk, rysowax, konstrmowal, obserwowai i opisywai rézne
twory geometryczne. Przez te diugie -lata ksztazcono intui-
cje geometryczne ucznia. Uczend przez te - czasem bardze lu-
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éne - kontakty z geometrig nabywaz "ogtade geometrycznay".
Szkota przez te kontakty "wychowywaia go geometrycznie®,

Rachunek prawdopodobiernstwa pojawil sie¢ w szkole nagle
/bez wezedniejszych luZnych kontaktéw z problemami probabi-
listycznymi/ w postaci teorii sformalizowanej. Nauczanie
probabilistyki, ktérej brak podstaw intuicyjnych spowodowa-
¥o trudnosdci, jakich nie zna nauczanie 2adnego innego frag-
mentu matematyki. )

 Faucszanie rachunku prawdopocobiefistwa wg obecnej konce-
pcji realizowanej w liceum daXoby wZasciwy efekt, gdyby po=-
przedzato je wezedniejsze spotykanie probleméw probabilis-
tycznych juz od klasy IV szkoly podstawowej poczgwszy. Ak-
sjomaty byiyby wéwczas naturalnymi dla-ucznia wnioskami-

z czynionych wezeénie] speinlacji mySlowych, eksperymentdéw,
dociekand i obserwacji.

Warto tu podkredlié, Ze zgodnie z najnowszymi tenden-
cjami dydaktykéw rechunku prewdopodobielistwa, formalizacje
probabilistyki w szkole nalezy uznaé za rzecz drugorzedng.
0 wiele wainiejsze zZnaczenie przypisuje sie ksztaiceniu
intuicji probabilistycznej.

-

2. 0d kiedy i jaka probabilistyka w szkole?

Z uwagi na specyfike rachunku prawdopodobiedstwa jego
pauczanie nie jest *atwe. W nauczaniu rachunku prawdopodo-
bieristwa uczestniczy inny typ myslenia od tego, do Jakiego
przywyklidmy i jaki z powodzeniem stosujemy przy nauce in-
nych fragmentéw matematyki. CaXa szkolna wiedza skierowana
jest w przeszosé, Rachunek prawdopodobieistwa przestawia
myélenie ucznia w kierunku przyszioéci,

Nauke rachunku prawdopodobielistwa moina rozpoczynaé jus
w klasie IV szkoly podstawowe]. Obseruacjg zjawisk natury
losowe] w otaczajace] ucsnia'rzaczyviatoééi, proste gry lo-
sowe pozwolg uczniowi poprzesz zabawg 1 rozrywke dostrzegaé
problemy probabilistyczne., Na tym etapie wystarcza pordéwny~-
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wanie ssans zajécia réznych zdarger. Tym pierwszym spotka-
niom ucznia z probabilistyks powinny towarzyszyé doswiad-
czenia probabilistycznie réwnowazne. Uzycie tu kostek, ru-
lek i urn z kulami, bgdZ krazkami zachowujacych sig tak sa-
mo pozwoli wydobywaé ze zjawisk losowych ich istotg. Rzut
monetg, rzut kostks, w ktérej trzy scianki sg biaze, a trazy
czarnme, obserwacja, czy przychodzgce na dwiat dziecko jest
chXopcem, czy dziewczynks - to przyktady takich wtasnie do-
éwiadczed réwnowaznych probabilistycznies

Ogromnie wazng rolg w nauczaniu rachunku prawdopodobier=
stwa odgrywa symulacja probabilistycszna. Spoérdd wielu je]
-form najbardziej snang jest czytanie z tablic liczdb loso-
wych. W poczgtkowym okresie nauczania wystarczag zestawy
liczb losowych, ktére skonstruuje sobie uczed sam z ponbcq
np. dwndziestoécianu foremnego, z odpowiednio ponumerowany-
mi Sciankami /eyfremi 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9/. Péiniej frag-
ment tablicy liczb losowych cytowany z gotowych tablic liczd
losowych powinien stanowié nieodigczng pomoc na lekcjach ma-
tematyki, tak, jak linijka, czy cyrkiel. :

Symulacja # pomocg liczb losowych pogwoli nie tylko za=-
stepowaé jedne doéwiadczenia innymi /mp. wielokrotnmy rzut
monety czytaniem kolejnych cyfr losowych z tablicy liezb
losowych i interpretowanie cyfry parzystej Jjako oria, nie-
perzystej --jako reszki/, z pomocy symulacji bedziemy sza-
cowaé szanse zajécia pewnych zjawisk, bedziemy symulowaé
losowe, nietendencyjne rozmieszczenie elementéw w pewnych
komérkach /szufladach/, czy teZ w sposéd nietendency jny
pobieraé prébq reprezentatywng z danej populacji skoliczone J,

Warto tu przytoczyé kilka konkretnych przykadéw, ktére
scharakteryzujg typ probleméw omawianych w szkole z usyciem
symulacji. P :
Przykad 1., Weimy prostg gre losowg. Rysunek 1 przedstawia
biesnie, na ktdérej z udzialem przypadku /a écidlej: pewne]

préby Bermoulliego/ odbywaé sie beda wydcigi. Niech dwa po-
stawione na starcie pionki warcabowe oznacgzaja dwu Scigajg-
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cych sig¢ biegaczy. Niech to bedzie Jaé i Max-

Meta
3 3 gosia. g
> | 2 Jakg prébe Bernoulliego uzyé do tych wyscigéw?
1 3 Proposycje mogg wyjéé od ucznia, Oto przykiad
M stazt | 3 Jednej: Z okna klasy widat kiosk Ruchu. Raz

: kupujgcym Jest meZczyzna, innym razem kobieta,

Rys. 1 Kolejni klienci podchodzg do kiosku zupelnie
przypadkowo. Przyjmijmy, ze gdy kupuje w kiosku kobieta - to
krok w kierunkun mety robi Margosia, gdy jest to mezcszyzna -
robi to Jas, '

Aby nie biegaé od okna do planszy z biesnig moina naj-
pierw zarejestrowaé ciqg-/i to d¥ugi!/ kolejnych klientéw
tego kiosku. Rejestrujmy: 1 - gdy jest to mezczyzna, O - gdy
jest to kobieta, Tak ofo ucszesd otrzyma pierwszy zestaw liczd
losowych o bazie O-1 /niejednorodnych/. Cigg ten pozwoli na
kilkakrotne powtérzenie te] gry. Przypusémy, Ze dostalismy
cigg 1110100001100001101100100. Tep cigg - to jakby pierwszy
tablica liczb losowych wygenerowana przez podchodzgcych do
kiosku klientdw.

Rogszyfrowanie tego, jak toczyé sie bedzie 6w wysdcig,
gdy cyfry O i 1 tak oto w sposéb przypadkowy pojawialy sig
jedna za drugs, da ciekawy sposéb zakodowania przebiegu te}
gry oraz jej wynikdw.

Poniewaz trudno zbadaé zwycsdje i "charakter®™ tak powsta-
jacego ci,gu eyfr osowych uiyjmy teraz do gry monety.

Niech orzet oznacza 0, reszka - %0 1, Zwyczaje tak pow-
stajgcego ciggu zer i jedynek uczed z tatwoscia dostrzeze.
Ten bieg /tg¢ gre/ uczell uzna za sprawiedliwg.

W grupach dwuosobowych moZna - rzucajgc takg samg mone-
tg - powtdérzyé t¢ grg wiele razy. Na podstawie tak otrzyma-
nej duzej liczby wynikéw mozna dokonaé préb szacowania szan-
gy wygrania biegu przez kaidego z zawodnikéw. Miarg tej szan-
sy bedzie odpowiednia frakcja.

22+wo teraz rogzstrzygaé inme problemy natury kombinato-~
ryczr . . takie np. jak: na ile réznych sposobdéw moze tocrvé
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sie 6w wyécig? Jak diugo trwa w kazdym przypadku ten bieg?
/Warto zarozyé, Ze kolejne préby wykonywane s3 w kolejnych
jednostkach czasu, czas jako parametr powinien towarzyszy¢é
doéwiadczeniom od samego poczgtku nauki, Doswiadczenia sta
ja sie wéwczas prostymi procesami stochastycznymi/.

Przypisywanie kazdemu wynikowi tego biegu czasu Jego
trwania - to prosty przyklad zmiennej losowej bgdgce] tzw.
czasem blgdzenia przypadkowego. Szacowanie éredniego czasu
trwania tej gry za pomocy Sredniej arytmetycznej tak otrzy-
manych w klasie wynikdéw pozwoli wprowadzié ucznia w trudne,
a jakze wazne pojecie nadziei matematyczne].-

Przyk¥ad 2, Siedmiu myéliwych udato sig na'polowanie na ka-
czki, Ukazazo sig¢ stado 6 kaczek. Kazdy z mysliwych upatrzyz
jedna, do ktérej wystrzelil /gzakladamy, e jest to dobry
strzelec/. Mysliwi nie zdoXaja ﬁstalaé, ktéry do ktérej ka-
czki celuje, zatem niektére = Kaczek moga ujéé cato, inne
zostaé trafione kilkakrotnie. Polowanie to moina symulowad
siedmiokrotnym rzutem kostks szestiemnng. Ponumerowawszy ka-
czki a takze mySliwych mozemy traktowaé liczbe oczek otrzy-
mang w k-tym rzucie /k=1,2,3,4,5,6,7/ Jjako kaczkg, do ktére]
celuje k-ty mysliwy. Wielokrotnme powtarzanie siedmiokrotne=-
go rzucania kostka do gry da wyniki wielu powtérzer tego po-
lowania. Problemy, ktére mozZna z pomocg otrzymanego drogs
symulacji materiaXu rozstrzygaé - to: ocena szansy trafie-
ria w konkretng kaczkg, problem éredniej liczby kaczek,
ktére przezyjs, ocena sgansy wybrania przez wszystkich my-
éliwych tej samej kaczki itd.

Przykzad 3. W kawal ciasta wsypano bakalie, a wéréd nich
100 rodzynkéw i po dok¥adnym wymiesgzaniu upieczono zed 100
babek, Rodzynki trafiaXy w poszczegdélne babki przypadkowo.
Interesujace wydaje sig oszacowanie rozkadu liczby rodzynkéw
W tych badkach. Wypiek, o ktérym tu mowa moina symulowac

z pomocz tablic liczb losowych. Liczby losowe wygenerujg
przypackowe rozmieszczenie stu rodsynkdéw w stu babkach,
Babki mozna zakodowa¢ parami ze zbioru

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9.3 = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9) .

Zbiér ten moina przedstawié¢ geometrycznie tak, jak na :10.2.



Otwérzmy tablice liczb loso-
wych 1 zaczynajgc czyta-
nie kolejnych cyfr od do-
wolnej kolumny i dowolne-
go wiersza,laczmy kolej-
ne cyfry w pary. Para
cyfr 1) niechaj oznacza,
%2e w babke o wspbirzed-
nych ij trafia rodzynek
/11‘3 = 0,1,2,3,4,5,6,7,
8,9/. Czytanie stu ko-
_ lejnych par Jest symmla-
v Ere - T ShT BRI T S e cja losowego rozmiesz-
Rys. 2. .-} czenia stu rodzynkéw
'w stu babkach, Powtarzanie takiej symmlacji w grupach ucz-
niowskich pozwoli dostrzec pewns prawidXowosé rozkradu licz-
by rodzynkéw w babkach, Z pomocy tego materialu mozna sza-
cowaé prawdopodobierstwo, Ze babka z takiego wypiekum bedzie
babkg bez rodzynkéw, z Jednym, dwoma, 2z co najmmiej trzema
rodzynkami itd, - %
Przyktad 4, Partia 2000 telewizoréw powinna zostaé dokad=-
nie przebadaﬁa pod wzgledem jakosci, Babanie cale] partii
jest niewskazane /bo czasochXomne i zbyt kosztowne/., Poja-
wia sie problem, jak w sposéb nietendencyjny pobraé z te]
partii towaru prébg 50 ssztuk, ktére to sztuki poddane zo-
stang dokicdnej komtroli. Nietendencyjnosé wyboru tych 50
sztuk pozwala uznaé te¢ prébe za "podobng®™ do cazej partii
towaru. Losowy wybér 50 elementowe] préby wygeneruje symu-
lacja z pomocg tablic liczb losowych. Ponumerujmy telewi-
zory od 0000 do 1999, Z tablic liczb losowych czytajmy cy-
fry losowe blokami czterocyfrowymi, skresliwsszy te czwdrki,
ktére rozpoczyna cyfra wigksza od 1. Otrzymane tg droga
czwérki - to numery telewizordéw, ktdére zostaja wybrene do
szezegbtowej kontroli. Czytanie kontynuujemy do momentu o-
trzymania 50 réznych lub nie w zaleznodci od tego, czy cho-
dzi o pobieranie bez zwracania, czy tes sze gzwracaniem, czwi-
rek takich cyfr losowych.

O = WU o~ WY
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~ Wydaje sig by¢ wainym 3 dydaktycznego punktu widzenia
problem oceny przypadkowosdci, nietendencyjnosci pobierania
w inny sposéb préby. Oto konkretny przykiad takie) oceny:

Faleiy dokonaé weryfikacji szasadnoSci przydziaiu sty-
pendiéw studentom-na danym wydziale. Szczegbélowe sprawdze-
nie dokumentacji ma dotyczyé 30 % przypadkowo wybrenych stu-
dentéw. Zaproponowano nastepujacy sposéb pobierenia tej 30 %
préby: Jeéli dany rocznik liczy 100 studentéw wybierze sig
teczki 30 pierwszych wg alfabetu studentéw. Pytanie - czy
jest to rzeczywiscie wybdr nietendency jny? Uczeri powinien
dostrzegaé mankamenty takiego pobierania. Komisja przyzna-
jaca stypendia moga to robié wg kolejnodci alfabetyczne].
Przy pierwszych pobieranych wg alfabetu dokumentach prze-
gladala dokumentacjg skrupulatnie i éwiadczenia przyznawa-
*a zgodnie z przepisami. Stopniowo jednak z powodu wielu
przyczyn /np. zmeczenia!?/ nastepne teczki z dokumentami
przegladane byty mnie] dok%adnie.

Nietrudno o inne przykady pobierania préby, ktére wy-
daja sie byé nietendencyjne, choé takimi w rzeczywistodeci
nie sg. Umiejetnodé oceny przypadkowosci wyboru - to wainy
fragment ksztaXtowania probabilistycznej ogiady ucznia .

Wazne dla ksztalcenia intuicji probabilistycznej ucz-
nia sg te fragmenty symulacji, ktére sa bliskie problemom
uéznia, a wiec np. sprawa szacowania pél réznorakich figur
praskich, tzw,., metodg Monte Carlo. Sporzadzony przez ucznia
xwadrat jednostkowy /mp. na papierze milimetrowym/ z narzu-
cong nai "chmurks punktéw losowych" moze s¥tuzy¢é - podobnie
jak linijka - do wymierzania pél figur pzaskich zawartych
w tym kwadracie /a umieszczonych np. na przezroczystej foli,
ktéra mozna na éw kwadrat naktadaé/. Chmurka np. 300 pun-
ktéw rzﬁconych na 6w kwadrat z pomocg tablic liczb losowych
pozwala na stosunkowo dobre oszacowanie nie tylko pela fi-
gury, ale takze liczby Jr '. Pozwoli ma to oszacowanie uzy-

cie ko¥a o Srodku w érodku tego kwadratu i promieniu % 7

0d poczatkéw obcowania ucznia z doswiadezeniami losowy- -
mi nalezy usywaé do opisu przebiegu tych doéwiadcses drzewek.
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Drzewka te mozna traktowaé péZniej jako labirynty. Przebieg
doswiadczenia interpretuje sig wéwczas jako biadzenie prazy-
padkowe po tymze drzewku-labiryncie od startu, do ktdregoé
s jego wierzchotkéw, na ktérym "wisi"(niby owoc)zakodowany
w specyficzny sposéb wynik tego doéwiadczenia,

Bxgdzenia przypadkowe, Jjako specyficzne prz}klady do-
éwiadcgeli, odgrywajg w nauce rachunku prawdopodobierstwa
ogromng rolg. BXgdzeniami przypadkowymi sg - tak przeciez
bliskie uczniowi - gry losowe. Przy grze w Chificzyka pionek
gracga przemieszcza sig¢ 3 jednego pola w inne w zaleznodci
.od przypadku.. '

~ Dyskusja nad prostymi bigdzeniami przypadkowymi pozwala
wprowadzaé prosty algorytm stutgcy do-znajdowania wartodci
prawdopodobiefistwa dla zdarzed zwigzanych g przestrzeniami
dyskretnymi /co najwyzej przeliczalnymi/, Algorytm ten sta-
nowi istote abaku probabilistycznego Engla. Bez tego abaku
trudno dzié wyobrezié sobie nowoczesny program szkolnej
probabilistyki.

Uzycie drzewek i zajmowanie sig¢ bigdzeniami przypadko-
wymi i abakiem w pobsqtkach nauczania rachunku prawdopodo=-
bieristwa pozwala omawiaé juz bardzo wczesnie, tak zdawaloby
sig na pozér trudne schematy doswiadczalne, jak schemat
Bernoulliego, jak powtarzanie danej préby Bernoulliego do
momentu pierwszego zajécia sukcesu itd. Schemat Bernoullie~
go staje sie¢ przy odpowiedniej interpretacji bigdzeniem
przypadkowym po labiryncie bedgcym kopia deski Galtona,

Zmienna losowa moze /i powinna!/ towarzyszyé na lekcji
rechunku prawdopodobieristwa od samych poczgtkéw. Zmienna lo-
sowa - jako prosty i naturalny sposéb kodowania wynikéw da-
nego dodwiadczenia gz pomocg licgb -- powinna byé w nauce
o funkeji ciekawym przyktadem funkcj]i o wartoéciach lics<
bowych, _ S

Wygrana w grze, w ktérej zdobywa sig, lub przegrywa
punkty, liczba sukceséw w schemacie Bernoulliego, czas
trwania blgdzenia przypadkowego, czas oczekiwania na pierwszy
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sukces, liczba ssztuk wadliwych w prébie - to naturalne przy-
k¥ady zmiennych locsowych, ktére powinien uwzgledniaé szkol=-
ny rachunek prawdopodobierstwa.

Czas oczekiwania na pierwszy sukces - to zmienna loso-
wa o nieskoficzonym gbiorze wartosci. Wprowadzenie przestrze~
ni przeliczalnych w szkole bezposrednio po wprowadzeniu
w analizie ciquw nieskoliczonych naleiy uwazaé za wrecz ko-

nieczne.

Przestrzenie nieskoiczone spotyka uczei wokér siebie
zbyt czesto, by je zlekcewasyé. Wiadomosci z teorii ciggdw
nieskonczonych pozwolg jednoczesnie na wykorzystanie cieka-
wego aparatu matematycznego do rozwigzywania probleméw pro-
babilistycznych, Przestrzenie przelicgzalne dadzg okazje¢ do
podkreélenia na lekcji naturalne] korelacji wielu dziedzin
matematyki. :

Fragmenty teorii estymacji, takie, jak np. szacow:nie
liczebnosci populacji dzikich zwierzat syjacych na wolnosei
metodg pojmanie-uwalnianie Lincolna /préba losowana be:
zwracania/, czy szacowanie liczby sztuk wadliwych w partii
towaru metodg najwigkszej wiarogodnosci /préba losowana ze
zwracaniem/, proste przykiady weryfikowania hipotez statys-
tycznych /np. budowa testu weryfikujacego hipotezg, ze praw-
dopodobierstwo wyrzucenia konkretnq koatks szescienng scian-
ki z szedcioma oczkami wynosi / - oto has¥a, ktére mogg
znaleié sig¢ takZe w programie azkolnego rachunku prawdopo=-
dobieristwa, niekoniecznie w programie przeznaczonym na le-
kcje, ale np. w programie zajeé ze zdolnym uczniem, W pro-
gramie zajeé fakultatywnych lub kétka matematycznego.

3, Co w programie dla nauczyciela? Jaka literatura probabi-
listyczna dla nauczyciela?

Po kilku latach obecnoéci wykiadéw z probabilistyli na
sekcji naunczycielskiej bardzo intereaujqce wydajs sig byé
naatqpnjqce problemy:

2/ Czy koncepcja tego wykiadu pomogla péinie jszemu nauczy-
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cielowi w prowadzeniu lekcji z rachunku prawdopodobieri-
stwa w szkole, a takée w pracy z uczniem zdolnym, 2 wige
w pracy na zajeciach fakultatywnych, czy tei na kéiku
matematycznym?

b/ Czy wykzad ten przygotowal go nalezycie do trudnego.éa—
dania, jakim stalo sig¢ nauczanie rachunku prawdopodo-
bienistwa w jego obecnym ksztaicie?

%/ Czy wykad ten doatarézyl przyszlemu naucgycielowi wys-
tarczajaco wielu przykadéw probleméw probabilistycznych
waznych g praktycznego punktu widzenia, a ciekawych
z punktu widzenia matematyki? Czy na wykiadzie tym zna-
lazta sie okazja do podkreélenia kiedy i jak moZna ksztat-
towaé intuicje probabilistyczne., Doswiadczenie pokazuje,
e ludziom brak tego typu intuicji. Szacowanie "na oko"
okazuje sie czesto zdumiewajgco bigdne. Czy byZo w tym
wyktadzie miejsce na oméwienie typowych pomocy nankowych,
na zwracanie uwagi na typowe ble¢dy towarzyszgce naucza=-
niu rachunku prawdopodobielistwa n& kaizdym etapie?

d/ Cgy przygotowano specjalnie adresowang do nauczyciela
literature probabilistyczng?
Czy nauczyciel znajdzle obecnie w witrynach ksiggarskich
‘1literaturg probabilistyczng specjalnie do niego adreso~-
wang?
Czy sg dla niego specjalnie napisane ksig¢ki z rachunku
prawdopodobiefistwa, ksiaski, ktdére uwzglednialyby specy-
fike jego zawodu i wszelkie trudnosci typowe dla dydak=-
tyki rachunku prewdopodobieristwa?

OdpowiedZ ze strony érodowiska nauczycielskiego na ta-
kie i im podobne pytania bgdzie na pewno nie bez znaczenia
przy ukiadaniu nowej koncepcji wykZzadu rechunku prawdopodo=
bierstwa dla nauczyciela. -

Obecny program wykradu probabilistyki na sekcji nauczy-
cielskiej uniwersytetéw i wysszych szkéx pedagogicznych nie-
wiele résni sie od programm dla matematykéw teoretykdw, czy
nawet insynierdw, badi ekonomistéw, Jest tam miejsce na pro=-
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cesy stochastyczne i1 funkcje charakte:yaty&zne, ale brakio
go.na tak wazne dla nauczyciela hasta, Jjak liczby losowe,
symulacja probabilistyczna, biadzenia przypadkowe, gry loso-
we itp.

Wiele ksiazek z rachunku prawdopodobiedstwa (réznych co
do tredci i rozmaityci co do interpretacji tych treépi)jest
obecnie dostepnych dla nauezyciela. Zadna jednak z nich nie
jest ksiagzka, na jaka liczy, na jaks czeka nauczyciel mate-
matyki. Brak w tych ksigzkach przede wszystkim komentarza
na temat trudnodci w nauczaniu rachunku prawdopodobienstwa,
na temat specyficznych beddéw towarzyszacych uczeniu i na-
uczaniu probabilistyki na kazdym etapie, brak wzmianki o e-
wentualnych pomocach naukowych, brak wszelkich notek natury
dydaktyczne].

Nauczyciel w 2adnej z dost¢pnych mu ksigzek w jezykn
polskim nie znajdzie nic na temat réznorakich form symula-
cji i jej roli ksztatcacej. Brak w te] literatursze tematyki
opracowane] pod katem szkoly, brak propozycji tematéw na
zajecia z uczniem zdolnym i zainteresowanym rachunkiem praw-
dopodobieristwa, Brak w obecnej literaturze probabilistycz~
nej haseX komentowanych pod katem zajeé szkolnego kétka ma-
tematycznego, Rachunek prawdopodobielistwa dostarcza na tego
typu zajgcia = uczniem, wielu ciekawych tematéw, jak choéby
¥aricuchy Markowa, teoria estymacji, bigdzenia losowe itp.
Zestaw przystepnie opracowanych fragmenféw zagtosowan ra-
chunku prawdopodobieristwa w praktyce /w biologii, fizyce,
jezykoznawstwie, socjologii, astronomii itp./ stanowilby
cykl - jakze pieknych - tematéw dla kdéika matematycznego.
Trzeba krétkiej rozmowy z nauczycielem matematyki by sig
przekonaé jaki ogromny géd panuje obecnie na takg litera-
ture z tematyka probleméw nadajacych sig do realizacji na
ké%ku,

Zaréwno koncepeja programu, jak i koncepcja podrgcznika
dla naunczyciela musi sig zasadniczo réznié od koncepcji wy-
k¥adu i podrecznika dla insyniera, ekonomisty, czy nawet
matematyka-teoretyka, Inne s bowiem potrzeby, inna tematy-
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ka interesuje kaZdego z nich, Nauczycielowl nie wystarezy
kurs rachunku prawdopodobienstwa, w ktérym to kursie pozna
mnéstwo definicji i twierdzer uozonych w poprawnz pod
wzgledem formalnym teorig¢ matematyczng. Nauczyciel musi
kazdg z tych definicji umieé zilustrowaé ciekawym, prostym -
acz niebanalnym przyktadem, Dla kazdego wprowadzonego twier-
dzenia musi mieé argumentacje, po co to twierdzenie zostazo
wprowadzone. Wszelkie wzory musi umieé uzasadnié rozumowa-
niem nadajgcym sie¢ w wiqkazoéci przypadkéw do powtdérzenia

w sgkole, Nauczycielowi nie wystarcza podanie gotowych wzo-
réw i recept postepowania, ktdre to wzory i recepty bedzie
powielaz, jJak to czeato robi inzynier, rolnik, czy ekono-
mista i statystyk w swej pracy zawodowe], zupeinie nie po-
trzebujac dla nich uzasadnienia. AN e

' Ilustracje i przyktady muszg dotyczyé Konkretnych pro-
bleméw wzigtych z otaczajace] nas rzeczywistosci. Inacze]
rachunek prawdopodobieristwa w szkole nie znajdzie uzasad-
nienia swe] racji bytu w programie szkolnej matematyki.
Wiaédnie na przykladzie rachunku prawdopodobierstwa ma na-
uezyciel przekonywaé ucznia co matematyka naprawdg Jest
warta,

W obecnej literaturze probabilistyczne] przewazajaca
wiekszodé probleméw 1 zadai dotyczy stereotypowych rzutéw
kostkami i losowad kul, wzglednie kart, Jezykiem tych
rzutéw 1 losowalr kometuje sig¢ caly prawie materiar zawarty
w programie. Zlekcewazona zostaia w ten sposéb ogromna rola
probabilistyki w rozwigzywaniu probleméw natury praktycznej.

Nauczaniu kazdego fragmentu matematyki - zwiaszcza
w sgkole - winna towarzyszyé swiadomosé, 2e jest to mate-
matyka nie tylko pigkna, ale i uiyteczna.

Jasno i wyragnie powinno sig podkreslaé¢ w nauce rachun-
ku prawdopodobieristwa, ze rzuty i losowania - to tylko pro-
ste modele zjawisk losowych bardzie] skomplikowanych, ale
wazniejszych z praktycznego punktu widzenia,

Problem dziedzicznodci dla cech podlegajgcych prawom
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Mendla - to jeden z przykladéw zastosowar metod probabilis-
tycznych w rozwigzywaniu probleméw z genetykl oraz przykiad
na to, jak skomplikowane zjawisko dziedziczenia moZna zmo-
delowaé za pomocgy losowaid i rzutéw. Przy tym modelowaniu
znajduje sie prosty sposéb konstrukcji systemu probabilis-
tycznego opisujgcego losowe kojarzenie, efektem ktérego
jest ukonstytuowanie sie¢ genotypu potomka, 2

Populacja matek i ojcéw - to dwie urny z trzema gatun-
kxami krazkéw, Geny z tej same] pary alleli oznaczmy ta samg
literg, Jjeden literg duzg, drugi litery malg.'Genotyp 0sob=-
nika - to jakby krgzek, ktdéry zachownje sig Jjak symetryczna
moneta, Kazda ze stron owego krazka - to jeden z genéw wcho-
dzacych w sk¥ad genotypu danego osobnika, W urnach sg zatem
raski z literg 4 na obu stronach, badé z liters a na kaide)
ze stron, badé wreszcie krgzki, ktérych jedna strona zawie-
ra litere A, druga - litere a /geny A i a stanowig tu parg
alleli/. Krgzki te mozna oznaczyé odpowiednio AA, aa i 4a,

Wylosowany krazek z urny-populacji matek jest genotypem
losowo wybranej matki do kdjarzenia., Podobnie - wylosowany
krazek z populacji-urny ojcéw jest genotypem wylosowanego
do kojarzeria ojca, Wylosowana para krgizkéw - to para ro-
‘dzicéw /doktadnie ich genotypdéw!/ przypadkowo dobranych do
kojarzenia, g

Rzucanie kazdym z tych krgizkéw jak monets - to losowa-
nie genu, ktéry kazdy z rodzicéw przekase potomkowi, Ten wy+
losowany gen = to ten, ktéry widnieje na gérnej éciance wy-
rzuconego krazka, Zlepianfe krazkéw Sciankami, ktérymi one
upadty na déx daje w efekcie genotyp potomka uksztaitowane-
go poprzez takie losowe kojarzenie. Taki model - przystep-
ny dla ucznia - pozwala znajdowaé prawdopodobierstwa, z ja-
kimi - przy odpowiednich zaXoieniach eliminujgcych selekeje¢
i mutacjg - losowo wybrany osobnik pokolenia potomkéw ro-
dzicéw danej populacji mie¢ bgdzie odpowiednio genotyp 44,
ha, za, Zatwo tym samym wykazaé prawdziwoéé znanego prawa
Hardy’ ego-Weinberga.

Ciekawe] matematyki nalesy szukaé w otaczajgcej nas
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rzeczywistodci, Rachunek prawdopodobielistwa dostarcza gnako-
mitych okazji do tego typu poszukiwad, Zaréwno program pre-
babilistyki na sekcji nauczycielekiej, jak 1 ksiglka s ra-
chunku prawdopodobiedstwa dla nauczyciela powinny to uw-
sglgdniad,

Nalezy watpié, czy absolwent obecnej szkoly Srednie]
miax okazjg¢ w szkole /na lekcji, czy na zajeciach pozalek=-
cyjnych/ poznaé choéby fragmenty waznych zastosowaé rachun-
ku prawdopodobienistwa w praktyce. A czy swiadom jest tychie
gzastosowan probabilistyki w Zyciu absolwent sekc)i naucey-
clelskiej po wykladach z rachunku prawdopodobierstwa w uni-
wersytecie, wzg}qdnie w wyZsze] szkole pedagogicznej? ’

W obecnym ksztaXcie zaréwno szkolnej, Jjak i uniwersy-
teckiej probabilistyki /wyktadanej wg programu i literatury
obowigzujgcej na Bpecjalnoéci_nanczycielskiej/ zbagatelizo-~
wano takze ogrommy aparat matematyczny, jaki towarzyszy
wazelkim dociekaniom w rachunku prawdopodobieistwa, To wi-
na przede wszystkim literatury, w ktdérej brak tzw, zadad
otwartych, zadad, w ktérych bardzo wiele ciekawej, réino-
rodnej matematyki, W zbiorach zadan prezentuje sig¢ £ uporem
godnym lepsze] sprawy zadania, w ktérych wystepuja wyXgcz-
nie wzory kombinatorycgzne. W tych zadaniach po prostu tylko
sie rzuca kostkami i losuje kule z urn. Znajomoéé kilku
wzordw wystarcza do rozwigzania wiekszofci sz tych zadad,

Wyktad i ksigzka z probabilistyki dla nauczyciela ma
dostarczyé przyssiemu naucgzycielowi przykXaddéw zadad, cile-
kawych = matematycznego purktu widzenia, Nie ma drugiego
dzialu matematyki, w ktérym w sposéb tak bardso naturelny
ingerowalaby cala prawie matematyka. Takich przykiadéw za-
dai otwartych potrzebuje nauczyciel. Takich gzadan powinien
ten nauczyciel doszukaé sig w specjalnie do niego adresowa-
nej literaturze g rachunku prewdopodobieristwa, Takie zada-
nia nie interesujs iniyniera, sg bez wigkszego znaczenia
dla ekonomisty i innych, ktérezy korzystaja w swe] pracy
gz rechunku prewdopodobiernstwa.

Oto jeden przykizad takiego zadania otwartego.
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Na rys. 3 przedstawione jest boisko, na ktérym rozgrywaé
sie¢ bedzie mecz pomiedzy dwiema druzynami, Rolg tych druzyn
moze peinié dwu graczy. Nazwijmy ich X i Y. Rolg pizki
niech pexni pionek warcabowy. Pole nr O - to bramka Y-ka,
pole nr 5 - to bramka X-sa, Zaléimy, se na starcie pitka
stoi w polu nr 3. :

o|l1]2[(3) 4|5
bramka bramka
gracza Y gracza X

Rys. 3

Wynik pewnej préby Bernoulliego niech decyduje o tym,
w ktére z sasiednich pél przemiedci sig pitka. Preejmijmy
terminologie od gracza Y. Sukcesem nagwijmy ten wynik, kté-
ry decyduje o przemieszczeniu sig pitki w sgsiednie pole
na prewo. Oznaczmy przez p i q odpowiednio prewdopodobier-
stwo sukcesu i porazki /p + q = 1 oreg 0<p<1/. Mecz koii~
czy sie dotarciem pitki do jednej z bramek /a wigc golem/.
Gdy pionek-pitka dotrze do bramki Y - to wygrywa grecz X
i na odwrét, :

Warto saXozyé, ze kolejne préby wykonywane sg w kolej-
nych jednostkach czasu, np. w minutach, Mech, o ktérym tu
mowa stanie sie prostym przykfadem procesu stochastycznego.

Ruch piZki po boisku meima zinterpretowaé jake badsenie
losowe pionka pe nastgpujgeym labiryncies '

dwila weo-0-2—%_ 2 4 _2 > of standw
chwila n=1
chwita w=2
chwidla a=3
chwila w=%
chwila u=5
chwila w6




Dotarcie do punktu na prostej x = 5 - to wygrana gracza Y,
Gdy pionek dotrze do ktdregokolwiek puﬁktu na prostej x = 0 -
Wygrywa‘gracz X, Kazdy mecz mozna w sposéb jednoznaceny za-
kodowaé odpowiedniz trasg w labiryncie, albo - co na jedno
wychodzi - pewnym ciggiem sukceséw i porazek.

Kazdemu meczowi, a wiec wynikowi pewnego doéwiadeczenia
losowego wieloetapowego moZna przypisaé czas Jego trwania,

Zadanie mozna unogélnié. Niech boisko ma m+1 pél,
a start niech rozpoczyna sig z pola nr k /0<k<m/,- Zapytaj-
my o prewdopodobiedstwo zdarzenia W,, fe gracz Y wygre,
a takie o prawdopodobiedstwo zdarzenia R,, Ze gracz ten
przegra 6w mecz. Prawdopodobienstwa te zalezg od pola star-
towego. Oznaczmy

P(V, ) oraz gq, = B(R ).
Niech 11 oznacga zdarzenie, Ze pierwsza prdéba zakolczy-
ta sig sukcesem, 4, - zdarzenie, Ze pierwsza préba daza
w wyniku porazke., Jest A, A, zdarzeniem pewnym oraz
A r|1 - sdarzeniem nioloiliuyl. Wresscie - wobec saZodted -
r‘(t,) i P (12} s dodatnie,
Z twierdzenia o prawdopodobienatwie catkowitym wynika,
Ze .
P(W, ) = P(A,)P(W, 14,) + P(Az)r(wkljz)g.
co przy przyjetych oznaczeniach oznacza, 2e zachodzi zwig-
zek: : :

11/ P =P ¢ Prag * 7 g
Wydaje sig byé naturalne przyjecie warunkdéw drzegowych
/2/ P =0: . % pum i,

Problem sprowadzony zostar do rozwigzania prostego rdw-
nania funkcyjnego /1/ przy zadanych warunkach brzegowych /2/.
POﬂznkiwanq MCJQ jest Ciﬂg popp1. .-..pk,....Pm-

Niech najpierw p = q = é. Prébg Bernoulliego jest wiéw-
czas np. rzut monets. Réwnanie /1/ przyjmuje wtedy postaé

/3/ Pr = 3 (Prot * Prt)e
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Zwigzek /3/ orzeka, e poszukiwany ciag jest ciqg.fem
arytmetycznym, Znany jest jego wyraz pierwszy /%o py/ orez
(m+1)=-szy /to P/~ Wiadomosci ucznia o ciggach arytmetycz-
nych pozwalajgq na wyznaczenie przepisu na p,.

Niech teraz p ¥ q. Poniewaz p + 9 = 1, zatem mamy

(P+Q)P =P ° Pryq + 9 ° Proqe
skgd dostajemy, ze

i StLr S 1

Peer = P °
Przyjmujgac ozacgenia a, = P = Py 4 i biorgc pod uwage, 2e
p £ q - to state, dostajemy, i2Z

a1,az,a.3,...al - to cigg geometryczny.
Z wtrasnodci ciggdéw geometrycsznych dostajemy wzér na P 1 g

Interpretujgc 'ten mecz, jako bigdzenie przypadkowe po
labiryncie pojawiaja sig problemy kombinatoryczne. Iatwo
¢ labiryntu odczytaé na ile sposobéw mozliwa jest wygrana
xazdego z graczy po n minutach, Uczei spotka tu gzmany tréj-
kgt Pascala, Licegby tras prowadggcych w danej chwili do ko=
lejnych punktéw labiryntu tworzg do pewnego n znany ucznio-
wi tréjkat Pascala, Od pewnego n tréjkat ten zostaje obcie-
ty i v pewien sposéb degenerowany.

Nie jest to peima lista probleméw, ktére towarzysza te-
mu jednemu tylko zadaniu.

Zadanie to jest okazjg do spotkania prostego Zaicucha
Markowa, Przy analizowaniu problemu wygrane] 1 przegrane J
w Jjezyku Zadcuchéw Markowa pojawiaja sie ciekawe problemy
algebraiczne, takie jak mnozenie wektora przez macierz,
znajdowanie wektora niezmienniczego, 2 wige rozwigzywanie
ukYadéw réwnai liniowych itp. AV

Rachunek prawdopodobiefistwa jest integralng czedcia
wspéZczesnej matematyki. I szkolny rechunek prawdopodobier-
stwa powinien byé rezem z geometris, arytmetyks, algebry
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i analizg stopiony w jedng szkolns matematyke¢. Problemy
probabilistyczne powinny byé w sposéd naturalny zwigzane

z problemami analizy, algebry 1 geometrii. JuZ obecne wy-
k¥ady na specjalnosci nauczycielskiej powinny przysziemm
nauczycielowi ten fakt uprzytamniaé, Rachunek prawdopodo-
bienstwa nie powinien by¢é przeciez w szkole oddzielnym
przedmiotem matematycznym i to z oddzielnym podregcznikiem,

Oto lista wnioskéw, jakimi wypada podsumowaé niniejsze

rogwazania: .

a/

b/

e/

d/

e/

t/

g/

BRachunek prawdopodobielistwa moze i powinien znaleéé sig
w szkole o wiele wczesniej, niz ma to obecnie miejsce.
Te wczesne, bo juz od lat 10-11,spotkania ucznia £ pro-
blemami probabilistycznymi majq ksstaXtowaé intuicje-
probabilistyczne ucznia,

Przy kasdej okazji trzeba podkresdlel naturalny zwiggzek
rachunku prawdopodobielistwa z reszts matematyki.

Wskazywaé trzeba w kursie probabilistyki dla przyszZego
nauczyciela a takie na lekcjach z rachunku prawdopodo-
biedstwa w szkole ogromny zwigzek probabilistyki z rze-

czywistodcig, jej rolg w rozwigzywaniu tylu probleméw

praktycznych /i to tak résnorodnych/.

Nie lekcewazyé ani w wykXadzie na sekcji nanczycielskie],
a tym bardzie) na lekcji w szkole ogrommne] roli ksztai-
cacej symulacji probabilistycznej. Wykorzystaé réinore-
kie gry losowe, ktdére dostarczajq wielu probleméw mate-
matycznych,

Podkreslaé przy kazdej okazji jak to skomplikowane pro-
cesy losowe mozna modelowaé z pomocg rzutéw i losowai,

Formalizacja szkolnego rechunku-prawdopodobiexstwa moze
sig odbyé dopiero po wieloletnich, luZnych kontaktach
ucznia z problemami probabilistycznymi.

Wyk¥ad z rachunku prawdopodobieristwa powinien - prgzynaj-
mniej w poczgtkowej jego fazie - byé prowadzony pod kg-
tem takich wtadnie luénych, intuicyjnych rozwazai i do-
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ciekad o charakterze probabilistycznym. Rachunek prawdo-
podobienstwa = z uwagi na specyfike probabilistyki i spe«
cyfike zawodu nauczycielskiego = mégiby byé na studiach
na sekcji nauczycielskiej tym fragmentem matematyki wyz-
szej, ktérego wyktad jest prowadzony "troche mniej sSci-
Sle"™ niz analiza czy algebra. Ta rezygnacja ze zbytnie]
pedantycznosci w wykzadzie probabilistyki wysziaby na
pewno na korzysé¢ wiasciwemu zrozumieniu jej istoty, isto-
ty jeJ specyficznych metod i je] znmaczenia,

h/ W tematyce zadan i probleméw wykorzystaé okazje do syste-
matyzowania i integrowania wiadomodci z cale] matematyki..
To wazne dla nauczyciela i dla szkozy.

i/ Wypracowanie ciekawe] tematyki do pracy ze zdolnym ucz-
niem, a wigc tematyki zajeé¢ fakultatywnych i zajeé kéXka
matematycznego o profilu probabilistycznym wydaje sieg
byé obecnie sprawg pilns.

j/ Pilng staje si¢ potrzeba dostosowania programu z rachun-
ku prawdopodobieﬁétwa na sekcji nauczycielskiej do po-
trzeb nauczyciela i szkoly. Brak w tym programie hasei,
ktére dla szkoXy sg szczegélnie waine, zwlaszcza brak
haseX, ktére sprzyjaja ksztaXceniu intuicji probabilis-
tycznej,

k/ Pilng staje sie potrzeba wypracowania dydaktyki rachun-
ku prawdopodobiernstwa, ;

1/ Brak odpowiedniej, adresowane] przede wszystkim do naun-
czyciela literatury probabilistycznej - to jeden gz po-
woddéw obecnego stanu rachunku prawdopodobierstwa w szko-
le.

PROBABILITY THEORY FOR PUPIL AND TEACHER
Summary

- This paper analises the specifiec difficulties which
arise in the teaching of the theory of probability in secon-



- I e
dary schools, and presents the problems of probability which
according to the author should be taught in schools and
should form a part of the calculus of probability syllabus
for mathematics students in the teacher training groups in
universities and in higher schools of education,

00Bém sHamuit nmo TeopME BEPOATHOCTER
LI yYeHEKOB ¥ 0OBEM SHaEmi m1m yaurexelt

Conepxanne

[penonapanue TEODHY BEDOATHOCTER B mMKONE MMeeT DAX Cneum-
fuveckmx TpyxHocTe#. B marHOff padoTe aEAJMSHDYDTCA NDHYFHH
STEX TpyIHOCTe#, B craTee MipeAnaraeTCA pARL npoCseM, KOTOpHE
00 MHEHVD 8BTOpA NOJKHH CTATH CONEPXARNEM OCyYeHHR TEODHE me-
poaTHocTe! B mKONE, & TaKxe MPOCAEMH MO TEOPHE BEPOATHOCTEH
INA CTYASHTOB MATEMATEKH HA oennnu'ywnreneﬂ B YHEBEDCHTETAX
¥ B BHCIMX NeNATOIWYECKAX MKOJAX.



