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ZNACZENIE TEORII GALOIS WE WSPSLCZESNEJ MATEMATYCE
ORAZ ROLA TEJ TEORII W KSZTALCEFIU MEODYCH MATEMATYKOW

Andre Weil w przedmowie do wydania rosyjskiego swej ksigzki
Basic Number Theory, Moskwa 1972, napisaz m, in.

".ee ByX czas, gdy teorig Galois uwazasno za teorig¢ trudng
i abstrakcyjng, przeznaczong wyigcznie dla specjelistéw, Co wie=-
cej, znalem pewnych uybitnycﬁ matematykéw nalezgcych do mojego
pokolenia, ktérzy otwarcie przyznawali sig¢ do catkowitej niewie-
dzy w zakresie teorii Galois i, zdaje sig, byli nawet z tego
dumni, Obecnie wszyscy dobrze rozumiejg, Ze teoria ta jeat jed-
nym z "podstawowych" dziaXéw, z ktérym powinien sig¢ zapoznad
kazdy powaznie traktujgcy swe studia student ﬁatematyki juz pod-
czas pierwszych lat studidwe.."

Ustalmy wiec najpierw, co rozumiemy przez teorig¢ Galois.
Jest to mianowicie teoria opisujgca nastgpujgcg sytuacjeg.

Dane jest ciaZo K i jego domknigcie rozdzielce Ks. Rozpatru=
jemy zbidr wszystkich cia% L poérednich migdzy K i- K  oraz zbiér
wezystkich K = zenurzed @: L — K. W szczegblnosci wyrédznia=-
my te ciaza L, ktére sg rozszerzeniami Gelois ciaza K, tzn,
spexniaja 6(L)= L dla kazdego K - zanurzenie € : L — K . Je-
zeli wiec L jest rozszerzeniem Galois cia%a K, to zbiér K - za-
nurzed G: L —» K, jest grupa ze wzglgdu ne superpozycjee Grupe
te nazywamy grupg Galois cieZa L wzglgdem K i oznaczamy przez
G (L/K). W szczegblnosci rozpatrujemy grupe G(KBXK). Na odwrét,
kazda podgrupe H grupy G(K‘/!) wyznacza pewne ciaXo podrednie
piqdzy X's KB, misnowicie - ciao elementéw stalych ze wzgledu

na K - zanurzenia naleigce do H., CisXo to oznaczamy przez Kg.
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Podstawowyml twierdzenismi teorii Galois sg:

Twierdzenie 1. O wzajemnie jednoznacznej odpowiedniosci mie-
dzy zbiorem ciaZ posSrednich miedzy K 1 K oraz zbiorem podgrup
grupy G(K, /K) domknigtych w topologii Krulls.

Twierdzenie 2, Jezeli L jest rozszerzeniem Galois ciata K,
to grupa GQL/K) jest obrazem przy homomorfizmie kanonicznym gru=
py G K /K) polegajgcym na ograniczeniu K - izomorfizméw ciala
K do podciata L. Jagdrem tego homomorfizmu jest grupa G(k /L)

Jest to w istocie wniosek z twierdzenia o rozszerzeniu izo=-
morfizmu,

- Powyzsze sformutowania mozna tez ujaé w jezyku teorii kate=-
gorii. Rozpatrujemy misnowicie kategorie Galyp, ktérej obiektami
83 cisla poSrednie migdzy K 1 Ka' 2 morfizmsmi = K = izomorfiz=
my. Wyréznione sg w niej oblekty Galois; istniejq kenoniczne
odwzorowania Hom/KB,KB/-—e-Hom/L,Ka/ polegajace na ograniczaniu
K = zanurzeh oraz Hom/L,L/ma strukture grupy.

Jezeli M jest ustalonym ciazem posrednim miedzy K 1 Kg»
to GalH jest podkategorig kategorii GalK i kazdy obiekt =z Galn,
ktéry by obiektem Galois w GalK jest nadal obiektem Galoils
w Galm.

Tak wiec teoria Galois rozumiana w ten apoadb Jjest teorig
opisujgca zbidr rozszerzed rozdzielczych ciaza K i wykorzystu-
jacg w tym celu wkasnosci K = zanurzein,

Zastosowania teorii Gelois polegajq zwykle na tym, Ze okre~
$la sie funktor z opisene] wyzej kategoril Galy do odpowiednie]
innej kategorii /na przyktad do kategorii grup, grup abelowych,
zbiordéw algebraicznych lub grup algebraicznych okreslonych nad
ciaXem K/, ktéry pozwala w naturalny sposéb okreslié dzisanie
grup GfL/K) ne obiektach tej drugiej kategorii. Obiekty te u-
zyskuja wiec bogatszg struktureg, co pozwela na dokZadniejsze
ich zbadenie, stosujac na przykZad metody algebry homologicznej.

Te uwagi ogélne wj;aénimw na kilku przykisdach o podstewo-
wym Znaczeniu.
1/ Wiech G bedzie grupg algebraiczng okreflong nad ciaiem



- 157 -

K, na przyk¥ad - peing grupg liniowg GLn. Wtedy przyporzadko-
wujgc kazdemu ciau L, ktdére jest rozszerzeniem Galois ciaia X,
grupg GL /L/ otrzymujemy pewien funktor, Okreslone jest wigc
dziatanie grupy G(LJK)na grupie GL /L/. W tej sytuacji mozna
stosowaé metody algebry homologicznej do badania wXasnosSci
grupy GL /L/. Zachodzi na przykkad

Twierdzenie 3 /A. Speiser/. H' (a(1/K), 6L /1/) = 0.

Z twierdzenia tego wynika na przykzad, Ze jezeli macierz
zespolona A apelnia A=A 1, to istnieje teka macierz zespolo=-

na B, e A = BB~

: 2/ Przyjmujac w powyzszym przyktadzie n = 1 otrzymujemy fun-
ktor, ktéry cis*u L prazyporzgdkowuje Jego grupg multyplikatywna
1¥®, W tej sytuacji mamy twierdzenia:
8°(a(L/K), 1*) = K%, H'(a(1/K), L") = 0 /twierdzenie Hilber-
ta/,

Hz(G(L/Kﬁ, L!) - jest podgrupg grupy Brauers cisfa K ziozo-
ng z tych klas algebr, ktére rozpadajg si¢ ned ciakem L.

3/ Niech E bedzie rozmaitoéciq abelowg /rzutowg/ okreslong
nad ciatem K. Wiedy przyporzgdkowujgc cia2u L, kidre jest roz
szerzeniem Galois ciaa K, grupe E/L/ punktéw L - wymiernych
na tej rozmaitqéci otrzymemy pewien funktor. Okreslone jest
wige dzialanie grupy G L/K na E/L/. W tej sytuacji zachodza na
przykad nastepujgce twierdzenia: ,

Twierczenie 4 /L, Mordell, A, Weil/., Jezéli K jest cialem
globalnym, to grupa E/K/ jest skoificzenie generowana,

Wynika stad oczywiscie, ze podgrupa torsyjna grupy E/K/ jest
skoficzona, Ostatnio B. Mazur udowodnii

Twierdzenie 5 /B. Mazur/. Jezeli E jeost rozmeitoscia o! -
wa jednowymiarowa /tzn. krzywg eliptyczng/, @ Q ciaXem liczbt
wymiernych, to podgrupa torsyjna grupy E/Q/ me (10 lub 12 ele-
mentéw,

Jest to rozstrzygniecie dawno postawionego problemu.

Odnotujmy jeszcze dla przyktadu
Twierdzenie 6 /F.K. Schmidt/. Jezeli E jest krzywg =lintyc -



B E) b

ng, e K = ciatem skofczonym, to ! (G(L[K), E/L/) = 0, dla
(L : K) <00 e .

7 twierdzenia tego wynika, Ze na krzywej eliptycznej nad
ciaem skoliczonym istnieje punkt wymierny.

Do teorii Galois nalezy tez nastepujgcy krgg zagadnier.

Dane jest cieto K i pewna klasa grup K, Opisaé wszystkie roz-
szerzenia Galois L ciaza K takie, Ze grupa G(L/K) nalezy do roz-

wazanej klasy grup.
PeXne rozwigzanie tego zagadnienila jest znane tylko w przy-
padku, gdy K jest klasg grup rozwigzalnych. Mianowicie zachodzi
Twierdzenie 7. Istnieje najwieksze rozszerzenie L ciaZa K

' zawarte w K i takie, e grupa G(L/K) jest rozwigzalna. Ciao L
jest sumg wszystkich ciat M, dla ktdrych istnieje cigg ciax

K= Ko C.K1
gdzie 1/ Ki+1 jest ciatem rozkXadu wielomianu postaci x’ -a

nalezgcego do Ki[x], gdy cher K = 0, 2/ K, , jest ciaXem roz-
k¥adu wielomianu postaci " -8 bgdz ¥ ~x =8 nalezgcego. do

K, [x], gdy cher K = p 4 0,

Dla pewnych szczegélnych ciaX K znane sg inne twierdzenia
tego typu. Na przyktad:

Twierdzenie 8, Jezeli K jest rozszerzeniem rozdzielczym
‘ciaXa liczb p=sdycznych Qp lub cista szeregéw formalnych k((x)),
gdzie k jest ciaXem skorczonym, to grupa G(KB/K) jest rozwigzal=-

na.

Cc see CKr *M.

Zatem w tym przypadku nejwiekszym rozszerzeniem rozwigzal=-
nym cia*a K, o ktérym jest mowa w poprzednim twierdzeniu, jest

cate cisZo Ks'

Twierdzenie 9. Grupa G(QB/'Q) nie jest rozwigzalna.

Nietrudno dowies$é, ze dla dowolmego ciaXa K istnieje naj=-
wieksze rozszerzenie Galois takie, %e grupa G(L/K) jest abelowa.
To ciaXo L oznaczamy przez Kab’ Dla pewnych cial K mozna efek-
tywnie opisaé ciaZXo K pe Na przykZed:

ierdzenie 10 /L, Kronecker, H, Weber/., Najwigksze rozsze-



rzenie abelowe Qab ciaza liczb wyniernych Q powstaje 2z cic-:
przez dotgczenie wszystkich plerwiasstkéw z 1, tzn. Qab = Q/4/,
gdzie&-{tn t D= 1,2,600 ’ Zn-coggg-i-iain gg.}.

Analogiczne twierdzenie Jjest prawdziwe w przypadku ciais
liczb p = edycznych:

Twierdzenie 11, Najwieksze rozszerzenie abelowe ciala Q
powstaje z claia Qp przez dotgczenie wszystkich pierwiastkdw
‘ 1. . 5

Twierdzenie 12, Jezeli ciaZo k jest algebraicznie domknic~
te oraz K = k ((x)) jest cialem szeregéw formalnych zmiennej x,
to ciazo Kab powstaje z ciaZa K przez dozgczenie wszystkich {
pierwiastkéw z x, tzn. K.b = K/A/, gdzie A = {x”n t = 1,260
 Twierdzenie 13. Jezell cialo K jest skoficzone, to K , = K_
jest algebraicznym domknigciem ciata K, Ponadto G(Ks/K) "% .
1lim zan-
e—

Podamy jeszcze kilka twierdzer podobnego typu dotyczgcych
rozszerzeh skofczonych, Najpierw skoriczona wersja twierdzenis
Kroneckers—-Webera:

Twierdzenie 105’ Jezeli L jest skoificzonym rozszerzeniem Ge=-
lois ciata Q i grupa G(L/Q)jest abelowa, to L < Q(tn) dla pew=
nego ne

Twierdzenie 14 /Legrange/. Jezeli L jest rozszerzeniem Ca~-
lois stopnia n cieza K /a w przypadku, gdy cher K = p # 0 za-
kXadamy jeszcze, fe p{'n/ oraz tnEK i grupa G(L/K) jest cy~
kliczna, to L = K ( n-\/?‘) dla pewnego acCkK,

Twierdzenie 15 /E. Artin, Schreier/, Jeteli char K = p £ O
oraz L jest rozszerzeniem Galois stopnia p ciate K 1 grupe
G(L/'x) jest cykliczna, to L powstaje z K przez dotgczenie pier-
wiastka wielomianu postaci xP =« x « 8, gdzie aCK.

A
Z

Wspomnijmy jeszcze o tzw, zagadnieniu odwrotnym teorii
Galois. Chodzi w nim o to, by dla dsnego clala K opisaé grupy
G (L/K), gdzie L przebiega wezystkie rozszerzenia Galois ciels
K /lub wezystkie rozszerzenia Galois i skoficzone ciaas K/. In-
nymi skowy, chodzi o opisanie wszystkich grup J/odpowiedrio:
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grup skoficzonych/, ktére sg obrazami przy homomorfizmach grupy
G (K /K).

Do dzis na przyktad nie wiadomo, czy kazda grupa skoliczona
jest iozmorficzna z grupg Galois pewnego rozszerzenia Galols
ciaza liczb wymiernych,

Dla niewielkiej klasy ciaz K znany Jest opis zbioru grup
Galois skoficzonych rozszerzed Galois tych cisi. Na przykiad,
Jezeli K jest ciaZem skolczonym, to ta klasa grup skiada si¢
ze wezystkich grup cyklicznych skoficzonych; jezeli zas kazdy
wielomian stopnia nieparzystego nalezgcy do K(x] ma pierwias=-
tek w ciele K /a wigc na przyktad K jest cialem liczb rzeczy=-
wistych/, to ta klasa grup skZada sig¢ z grupy jedno- i dwuele=-
mentowej, albo tylko z grupy jednoelementowej.

Troche dokZzadniej odwrotne zagadnienie teorii Galois ujmuje
tzw, teoria zanurzei, Zajmuje si¢ ona nastepujgcq sytuacjg. Da-
ne jest rozszerzenie Galois L ciala K oraz pewna grupa G wraz

z homomorfizmem ¢ : G —> G(L/K). Czy istnieje takie rozszerze= .
na :
nie Galois M ciala K zawierajgce L orasz izomorfizm ")\ 1 G(M/K)—

—> G, %e homomorfizm Yo) : G(M/K)— G(L/K) byz réwny odpo-
wiedniemu homomorfizmowi z teorii Galois polegajgcemu na ograe
niczeniu K-izomorfizméw ciaka M do podciaZa L?

Istnieje szereg twierdzerd teorii zanurzer, ktére dla odpo=-
wiednich ciaZ K podajg warunki dostateczne dla otrzymania po=-
zytywnej odpowiedzi na postawione pytanie., W wielu jednak przy=-
padkach odpowiedé jest negatywna.

Znaczenie teorii Galois w nauczaniu matematyki polega, Jjak
‘sgdze, nie tylko na tym, £e ma ona zastosowenia w réinych
dziaach algebry /przede wezystkim w teorii cia, lecz takze
w teorii modutéw, teorii grup, geometrii algehraioinej, algeb=
rze homologicznej, algebraicznej teorii liczb/, lecz réwniez
na tym, ze do jej studiowania i posZugiwania si¢ nig potrzebna
jest znejomos¢é podstawowych faktéw z innych dziaxéw algebry
/z teorii ciaX, teorii pierscieni, grup, moduléw, grup topolo=

gicznych/,
Teoria Galois dostarcza wigc interesujgcych preykladdéw za=-
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stosowad nietrywialrych faktéw z teorii grup, ciaz itd, Student
ma wigc moznosé przekonania sig, %Ze pozornie formalne tylko
twierdzenia /ustalajqce pewne podstawowe zaleznosci migdzy po-
Jeciami np, teorii grup/ majg szastosowsnhia dla badania trudnych
i gebokich zagadnienr teorii oiai,

W teorii Galois jest tez wiele otwartych probleméw o podsta-
wowym znaczeniu i réinych stopniach trudnosdci, przy badaniu
ktérych poczgtkujgecy matematyk moze z posytkiem sprébowaé swych
siz,

Co z tego wszystkiego powinmo znaleZé si¢ w wyktadszie al-
gebry abstrakcyjnej dla matematykdéw i w wyktadzie algebry dla
nauczycieli? Uwazem, %e tresci podawane studentom kierunku te-
oretycznego i nauczycielskiego mogq by¢ te same, z tym, Ze
w zaleznosci od sXuchaczy nieco inaczej mogg byé roztofone ak=-
oentye.

Wiadomosci z ilgebry, ktére student powinien opanowaé przez
studiowaniem teorii Galois:

Z teorii grups Wisdomosci podstawowe as do teorii grup roz=-
wigzalnych, wigczajqc twierdszenia Sylowa, wiasnosci komutanta.
informacje o budowie grup abelowych skoiczenie generowanych.

Z teorii piersdcieni: Wiasnosci podstawowe wigczajgc wias-

noéeci ideaiéw maksymalnych i pierwszych oraz wiasnosci pier=-
Scienia wielomisndw jednej zmiennej o wspdtczynnikach w ciele.

7 teorii ciaX: Wiadomosci podstawowe, rozszerzenie o pier-
wiastek wielomianu, ciaXo roszkkadu, wiasnosci elementéw alge-
braicznych, elementy rozdzielcze. Domknigcie algebraiczne
i domknigcie rozdzielcze, Przyktady clial: CieZa skoliczone,
skoficzone rozszerzenia ciaza liczb wymiernych, ciaZa funkcji
wymiernych, ciaZo szeregéw formalnych, ewentualnie ciaZo liczb
p-adycznych, ciaXo liczb rzeczywistych i cilto-liosb'sespolo-
nych, algebraiczna domknigtodé tego ostatniego ciala.

Wykzad teorii Galois powinien obejmowad nastepujqee tematy:

1. Wiasnofci sutomorfizméw ciaz - twierdzenie o niezalefnosci
sutomorfizméw, zwigzki miedzy liocsbg sutomorfizméw a stop-



niem rozszerzenia.

2, Rozszerzenia normalne a rozszerzenis Galois., Automorfizmy
a permutacje zbioru pierwiasstkéw wielomianu,

3. Zasadnicze twierdzenia teorii Galois podane w wersji skon=-
czonej lub nieskonczonej.

4., Zastosowania do badania rozwigzalnosci réwnad w pierwiat=-
nikach tzn. charakteryzacja rozszerzen skoriczonych Galois
o rozwigzalnej grupie Galois.

5 Informacje o innych wynikach i1 zagadnieniach tej teorii.
Wyk*ad ten powinien byé bogato ilustrowany nietrywislnymi
przyk*adami, o co w tej teorii nietrudno.

Uwazam teZ, Ze ograniczanie wykXadu teorii Galeois do przy-
padku ciaz charakterystyki zero jest sztuczne i niczym nie uza=
gsadnione. Z drugiej strony, by nie wdawaé si¢ w trudnosci tech=
niczne lub zjawiska patologiczne mozna

a/ W wyktadzie zasadniczych twierdzed teorii Gelois przy=-
jaé zalozenie, te kazdy wielomian nierozkladalny ma plerwiastki
jednokrotne i zauwazyé, 2e wiele ciaX speinia ten warunek,

b/ W wyktadzie roziiqzalnoéoi réwnai w pierwiastnikach o=
graniczyé sie do claz charakterystyki zero.

Jezeli chodzi o podreczniki zawierajgce wykiad teorii Galo-
is, to przede wszystkim nalezy polecié pigkng 1 zwigziq ksigi-
ke B, Artina "Galois Theory". W jezyku polskim oprécz dodatku
A, Mostowskiego do ksigski W, Sierpinskiego "Zasady algebry
wyzazej" trzeci tom "Algebry wyzszej" A, Mostowskiego i M, Star=
ka zewiera wyklad teorii Galois., Réwnies tg¢ tematyke obejmuje
podrecznik Langa "Algebra", Wreszcie w pierwszych irzech roz=-
dzietach mojej "Teorii ciai® przedstawiona jest teoria Galois
@ nieco ulepszonej wersji w stosunku do ujecias podanego w "Wy=-
branych zagadnieniach algebry". Istnieje tez skrypt W. WigsZawa
wydany przez Uniwersytet Wroctawski. :
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THE MEANING OF GALOIS THEORY IN MODERN MATHEMATICS.
AND ITS ROLE IN THE EDUCATION OF YOUNG MATHEMATICIANS

Summary

In the paper there are mentioned some applications
of the Galois theory in several branches of algebra,

SHAYEHVE TEOPMU TAJIVA B COBPEMEHHOA MATEMATVKE ¥ EE POJb
B.OBYYEHMM CTYIEHTOB
Pespme

B paCoTe npaAseleHH HEKOTODHE IPAMEDH npanoxenaid reopanm I'anyz
pasHHX 00nacTAX anrelpd.



