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ZWIAZKI MIFDZY WYKLADEM ALGEBRY LINIOWEJ A WYKLADEM
ANALIZY MATEMATYCZNEJ NA KIERUNKU NAUCZYCIELSKIM

Zwigzek wykladu algebry liniowe] z wyktadem analizy matema-
tycznej na kierunku nauczycielskim nie jest zwigzkiem w peini
wzajemnym, ale w pewﬁyn gensie ukierunkowanym, od algebry
w strone analizy, Mam tu na my$li fakt przejawienie si¢ pojed
jednego przedmiotu w materiale nauczania drugiego. Wykzad al-
gebry liniowej mozna bowiem prowadzié w sposéb prawie zupeinie
zadowalajgcy bez odwoXywanis si¢ do pojeé esnalizy, Natomiast
wyktad analizy unikajgcy pojeé i metod algebry liniowej byiby
nieco sztuczny, trudniejszy dla wykladajgcego, nie zawsze w pei-
ni zrozumiasly dla stuchajgcego, a ponadto chyba nie speiniaiby
w peini swojego zadania.

Ten nie catkiem wzajemny zwigzek algebry i analizy znajdu-
je swéj wyraz w programach neuczania tych przedmiotéw, W celach
nauczania algebry liniowej, méwi sie: "pozgqdane jest ilustro=-
wanie omawianego materiau przyktadami z anslizy matematycznej".
Natomiast w programie analizy czytamy: "wybér materialu pozwa-
la na uwypuklenie zwigzku analizy z innymi dzislami matematy-
ki, takimi jak algebra, geometria”, etc. W tredciach nauczanis,
oczywiscie, nie wskazuje sig tych partii materiaiu, ktére mo-
gtyby lub powinny by byé powigzene z innym przedmiotem. Chceg
przeto wskazad na niektére zagadnienia analizy, moggce stano-

- wié ilustracje pojeé algebry, a takize na pojgcia algebry linio-
we] przejawiajgce sig i wykorzystywane w wykladzie analiry.

Przy okagji wprowadzania pojecia przestrzeni liniowej zwy-
kle méwimy o przestrzeni R(R) jako wainym praykledzis, Warto



LR 77 SR

dodaé przy tym, e waznos¢ ta wypiywa z faktu, iz jest to prze-
strzed liczb rzeczywistych, na ktérej bazuje analiza, Wszystko,
co dzieje si¢ w analizie w zakresie funkcji jednej zmiennej,
dzieje si¢ wiadnie w tej przestrzeni. Podobng uwage moZna zro=
bié o przestrzeni C(C) liczb zespolonych, a takze o produkcie
n egzemplarzy przestrzeni R(R) .

?rudniejsza do gruntownego objaénienia bytaby, ne pr:sktnd,
uwaga o zbiorze funkecyj oiagiych okresflonych na przedziale <a. b,
oczywiscie, z odpowiednimi dziazaniami, Jjako przestrzeni linio=-
wej. Trudnosé zwigzana jest nie z pojgciem funkcji ciggiej ani
z pojeciem dzialar w zbiorse takich fumkeyj, bo to studenci po-
winni w jakimé stopniu wyniesé ze szkoly sSredniej. Trudne na
tym etapie, a nawet niemozliwe, jest wskazanie bazy tej prsea-
trzeni, Niemniej napomknigcie o przestrzeni funkoy] ciggiych
na przedziale, jako przyktadzie przestrzeni liniowej, z zasy-
gnalizowaniem wskazanych trudnosci, wydaje mi si¢ posyteczne,
bo moze stanowié zaczyn okreslonego myslenia u studentéw i ko=
jarzenia ze sobg pojeé algebry i analizy. Zwiaszoza, gdy na tym
tle wskazemy na przestirzed wielomiandéw stopnia n, o ktérej z o=
bowigzku méwimy, i o ktérej mozna wszystko do kofca opowiedzied .
i uzasadnié,

Podajac rozmaite przyklady przeksztalcenia liniowego dobrze
jest wskazad, e réiniczkowanie, a takZe caXkowanie, jest ope=-
racjg liniowg na przestrzeni funkcy] réiniczkowalnych, wzgled=-
nie catkowalnych. Pojecie przeksztazcenia liniowego w wyktadzie
algebry pojawia si¢ na ogét wczesniej nis rézniczkowanie 1 cal-
kowanie w wyktadzie snalizy, ale o rézmiczkowaniu i ceZkowaniu
studenci majg jakie takie pojgcie., Na pewno jest to niezbyt wy=-
raziste pojecie, bo tylko takie, jakie wyniesione zostaXo ze
szkoXy, ale nawet taka znajomosé wystarczy do zilustrowania
przeksztatcenia liniowego, Wskazane jest, aby w wykzadzie ana~-
lizy w odpowiednim czasié zwrécié uwage na to, Ze rézniczkowa~-
nie i catkowanie sg operacjami liniowymi,

Wprowadzajgc pojecie przestrzeni metryczne] Jako przestrze=-
ni liniowej z funkcjonalem dwuliniowym, symetrycznym 1 nieoso=-
bliwym, dobrze jest zwrécié uwage na fakt, Ze w wykiadzie ana-
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1lizy poiecie przestrzeni metrycznej wprowadza sig¢ nieco inacze] -
za pomocg nieujemne] symetrycznej funkcji dwéch zmiennych spei-
niajgcej warunek tréjkgta. Ustalenie zwigzku migedzy pojecienm
przestrzeni metrycznej w algebrze i w analizie jest troche kio-
potliwe 1 chyba, ze wzglegdu na ograniczony czas, trudne do zre=
alizowania w wykadzie zaréwno jednego jak i drugiego przedmio=~
tu. Zasygnalizowanie wskazanego faktu, z jakaé zachetq do prze-
pyélenia przez studentéw, jest dydakiycznie celowe, bo moze
ptanowié zaczyn Jakichs przemys’iwad, z czasem by¢ mose twér-
gzych. Gdy czas pozwoli moina to zrobié na déwiczeniach.

To byiyby, = grubsza biorge, wszystkie “analityczne wyclecz~
ki" w wykladzie algebry liniowej. Sg to uzupeinienia, a Scisdlej -
ilustracje, wykiadu algebry i nie przyczyniajg sie w zasadzie
do atwlejszego opanowania algebry przesz studentéw ani nie sta-
nowig utatwienia w prowadzeniu wykadu. Nie nalesy jednak uni-
kaé tyoh dygresyj analitycznych, bo wystgpowanie ich w wykadzie
algebry przeszkadza w ngzufladkowaniu® wiedzy przez studenta,

2 tym samym wpiywa na wzrost poziomu ogblnego wyksztatcenia ma-
tematycznego. ;

zjawiskiem, ktére powszechnie mozna zaobserwowad, a szcze-
gélnie na kierunkach nauczyeielskich, gdzie mimo wszystkich wy-
sizkéw rekrutacja dokonuje sig przez negatywng selekcje, jest
nieumiejetnodé globalnego przyswajania wiedzy matematycznej,
czyli wiasnie “szufladkowanie™ poznawanego materistu, Dla prze=
cietnego studenta na przyktad, operacjs liniowa pozostaje poje-
ciem algebry liniowej, & réiniczkowanie = pojeciem wybitnie a-
pnalitycznym, bez zwigzku jednego % drugim, Student uczy si¢ bo-
wiem "do algebry" i uczy sig¢ "do analizy", a jeseli nawet uczy
sig algebry i uczy sig analizy, to najczesciej kazdego przed=-
miotu z osobna i nad zwigzkami miedzy nimi zastanawia si¢ tylko
bardziej rozgarnigty albo ten, ktéremu mysl o takim zwigsku eig¢
podsunie, Uwazam, %e naszym zadaniem, zaréwno na wykladzie jak
i na éwiczeniach, jest podsuwanie takich mys$li, nie tylko zre=-
pztg w relacji algebra-analiza, ale 1 w innych tes, Wykssztal~
cenie matematyczne naszych absolwentéw, a przynajmnie] ich
czedel, bedzie wéwczas petniejn:o. absolwenci bedg mogli lepie]
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widzieé Matematyke (przez duze M), a nie zlepek
przedmiotéw matematycznych nazywany "matematyks™, a w konsek-
wencji lepsza powinna staé sie ich dzialalnosé zawodowa, o co
nam wszystkim szczegbélnie chodzi.

Elementy algebry liniowej w wykadzie analizy, Jak Juz
wspomnisXem, odgrywajg inng role._ﬂiﬁ stanowig ilustracji po-
jeé analizy, ale stajg sie ttem, na ktérym specjalizuje sie o=
kresdlone pojecie tego przedmiotu. Tak bedzie z pojeciem przes=
trzeni, a takze z rézniczkowaniem i caXkowaniem jako przeksztaz=-
ceniem liniowym, Ale gdy méwi sie¢ o wektorze stycznym do powierz-
chni badZz o hiperptaszczyénie stycznej do rozmaitosei, to znane
juz z algebry pojgcie kombinacji liniowej jest konkretnym in-
strumentem, ktérym posXuguje sig analif;k. I nie jest dobrze
z dydaktycznego punktu widzenia, gdy w wykiadzie snalizy prazy

-tej okezji zaczynamy opowiadaé o kombinascji liniowej wektordw,

o liniowej zaleznosci 1 niezaleznosci, Nelezy bowiem przypommieé
tutaj te pojecia, ale wyraZnie powolywaé si¢ na algebre, aby

w umystach studentdéw nie powstazy (bo i to sie zdarza u niekté-
rych ) odrebne pojecia liniowe] zaleznosci w algebrze } odrebne

w analizie, :

Prowadzgc wykiad funkcji wielu zmiennych w duchu ksigzki
R, Sikorskiego jest szczegélnie duzo okazji do wykorszystania
aparatu algebraicznego, a wykzad tego rozdziazu prowadzony tra=
dycyjnie tez nie musi unikaé pojeé algebry liniowej. Przy wpro-
wadzaniu pochodnej kierunkowej wykorzystuje sig pojecie przes=
trzeni liniowej przejawiajgce sie w traktowaniu punktéw przes=-
trzeni jako koficéw wektoréw o poczatku w punkcie odniesienia
uktadu wspéirzednych., Zakladana liniowosé zbioru pochodnych
kierunkowych w punkcie (liniowosé wzgledem kierunku rézniczko-
wania ) pozwala wprowadzié pojecie pochodnej, czyli gradientu
funkeji, Pierwsza pochodna, ozyli gradient, funkcji jest wekto=-
rem, druga pochodna jest macierzs, pochodne wyiszych rzedéw sg
macierzami wielowskaZnikowymi. Rézniczke funkcji jest formg 1i-
niowg, rézniczki wyiszych rzedéw sq formami odpowiedniego stop=
nia. Lpérat algebraiczny jest tu szeroko reprezentowany i z po=-
wodzeniem dosé mocno wykorzystywany; nawet nieco wykracze poza
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materiaX wyktadeny na I roku w ramach algebry liniowej (macie=-
rze wielowskaZnikowe), Nie sZuzy tutaj do ilustracji pojeé, ale
do wykrywania wasnodci, bgdf do ich uzassdniania, To samo,

i w tekim samym stopniu, mozna zaulazyé E] r6tniczkowaniu od-
wzorowar,

Ten rozdziaZ wyktadu snalizy, mimo swojej atrakcyjnmodci,
nie moze stanowié ilustiracji w wykadzie algebry, bo z reguly
Jest reaIlzonaqx Jug po wykZadzie algebry liniowej. Algebraik
nie moze sie nim postuzyé w tym celu, bo bytby zupeinie niezro=
zumialy, ' :

Aparat algebry liniowej okazuje sig¢ bardzo pomocny réwnies
w wykXadzie rézniczkowych réwnef liniowych. Jest on tam wprost
nieodzowny do peimego zrozumienia wykZadanych zagadnied, Linio=
we niezaleznofé szczegélnych rozwigzal réwnanies, znikanie wrod-
skisnu, rozwigzanie ogélne réwnania jako kombinacja liniowe
niezaletnych liniowo rozwigzal szczegélnych - s§ pojeciemi ena-
1izy, w ktérych nie tylko metoda, ale i terminologia algebry
liniowe] stosowana jest bez wigkszych zmian. Pojecle ukZagdu fun-
damentalnego rozwigzad réwnania, wyznaczenie rozwigzania odpo-
wiasdajgcego zespolonemu pierwiastkowi réwnania charakterystycz=-
nego, wyznaczanie rozwigzania ogélnego réwnania niejednorodne=
20 - 8§ to pojecia i ietody przeniesione wprost z algebry. Gdy=-
by nie te metody i pojecia, to teoria rozwigzania réwnenie li=-
niowego o staiych wepdéiczynnikach bytaby trudna do wyZoienie
i do zrozumienis., Mozna smiaXo powiedzieé, ze teoria réinicz-
kowych réwnaid liniowych jest jednym 2 rozbudowenych zastosoweh
algebraicznej teorii ukadu réwnar liniowych. Z faktu tego al=-
gebraik nie moZze zrobié wigkszego uzytku z tekiego samego powo=-
du, o jekim byXa mowa przy okazji funkecji wielu zmiennych, Jed-
nak#e przy okazji omewiania metod rozwigzywania ukzadu réwnan
liniowych napomknienie o tym, Ze cata niemal ta teoria, w nieco
zmienionym sspekcie, pojawi si¢ w analizie przy okazji réwner
rééniczkowych, nie bytaby pozbawiona sensu. Prawdopodobnie
czedé studentéw odniostaby z tego jakis poiytek.

Wyktadajge liniowe réwnania réiniczkowe czy ted funkcje wie-
lu zmiennych nie wystarczy wskazaé lub w odpowiednim miejscu
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powotaé sie na algebre liniowg, ale nalezy przypommied cos nie=-
cod w szczegélach z teorii algebraicznej, 1 to w jezyku algebry,
sby u stuchaczy nastgpilo skojarzenie tresci analitycznych z po=
jeciami algebraicznymi, wa powolanie si¢ na slgebre odniosZo
posgdany skutek., Student stuchajgc wykadu z rdwnen rézniczko=
wych czy z funkcji wielu zmiennnych jest juz po egzaminie z al=
gebry liniowej i przewaznie przemiot ten w jego Swiadomodcl jeat
przesuniety na dalszy plan jJako sprawa juz zataiwiona., Napom-
knienie odsytajgce ogélnie do algebry zeslizgnie sie¢ gdzies

w kanatach ogélnej éwisdomofei i nie wywola oczekiwanej reakcji.
Pare potrzebnych szczegéiéw, czasem mose jui czesciowo zapomnia-
nych, pozwoli wywoaé w Swiadomo$ci pewien niepokdj, obudzié
uspione komérki pamigci-i zawarte w nich informacje skojarzyé

2z nowo poznanymi faktami,

LES RELATIONS ENTRE LES COURS D ALGEBRE LINEAIRE ET LES
COURS D’ANALYSE MATHEMATIQUE ! LA DIRECTION DE MAITRE

Reésume
Dans cet article 1 auteur montres les relations entre les
contenus des cours d'alg‘bro linéaire et d'unalyso nnthgnntiquc,
en parcourant les contanus des programmes,



