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INFORMATYEA NA WYKIADZIE ALGEBRY I ALGEBRY LINIOWEJ

W.W, Sawyer zauwazyX z pozoru paradoksalny fakt, zZe
stabym ucgzniom w szkole o wiele Zatwie] jest przyswajaé
wywody prowadzone przy uiyciu bardzo nawet skomplikowanych
rozwazal ciggZodciowych, niZ z pogoru prostsze wywody al-
gebraiczne, -

Wydaje sig, %e przycsyng tego jeat cod, co moZma By nazwaé
- "stopniem odlegtodci od praktyki®, PrzecieZ rozwazania cig-
gtosdciowe stanowia, choé v my8li, wykonywanie czegod,

Autor sgdzi, Ze przyczyna trudnodéci w nauczaniu alge-
bry liniowej z geometrig na pierwszym roku i zwigzany z tym
fakt istnienia bardzo licznej grupy studentéw z trudnodcig
rozumie jacej materiaz, lezy rdéwnies w odlegiosci od prakty-
ki,

Kilka pomysiéw przedstawionych ponizej a zwigzanych z wpro-
wadzeniem elementéw informatyki, choéby tylko do wykZadu
algebry liniowe] z geometrig na sekcji nienauczycielskie],
wigZze sie¢ z checig zaradzenia te] sytuacji i przekonanienm,
Ze pokazanie sposobu liczenia i danie moznosci, choéby

w wyobraZni, policzenia czegod, winno uzatwié przekroczenie
/lub ominigcie/ progu abstrakcji, podobnie jak stworzenie
uczniom w szkole mozliwodci rozwazai cizgXosciowych.

Autor tych siéw nie wprowadzit nigdy na 2adnym wykia=-
dzie wszystkich na raz przedstawionych niZej innowacji
i zawsze rdwnolegle starai sie¢ wyjasnié wszystko.w sposéd
tradycyjny. Nie wszystkie jego pomysiy s3 nowe i wiele przy-
nalezy po prostu do dobrego wyk¥adania algebry.
Autor nie jest rdwniez w stanie stwierdzié, czy Jjego wysiz-
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ki odniosXty pozytywny skutek. Z calg jednak pewnoseig nie
odniosty skutku negatywnego i1 spotykaly sig z zaciekawie-
niem i 2yczliwym zainteresowaniem studentdw,

Dla wygody wygioszonego tu wykladu, autor podzielil
proponowane przez siebie innowacje na kilka grup odpowiada-
jacych réinym kwestiom zwigzanym z tym, co potocznié nazy-
wa si¢ informatyksg a JestIVZaéciwie wspbéiczesng teorig o-
blicgen,

KEwestie te to: Jjeszyki programowania, gzXozonosé oblicszex,
organizacja obliczen, konstrukcja procedur rekurencyjnych
z indukcyjnych dowodéw istnienia. Poéwigcone im sg ponbiz-
Sze paragrafy. :

Na zakolczenie znajduje sie kilka s2déw o tym, czego w wy-
k2adzie algebry nie robi¢ choé ma to zwigzek z informatyks.

1. Sposéb ozna®Bgerd bliZszy jezykom programowania

Dlaczego nie pisaé zamiast:
niech A bedzie macierzg o m wierszach i n kolummnach pe pro-
stu:

array A[1 : m;; 1 : n]

zaé element Ai,j macierzy oznaczaé A[1,3].
Dlaczego nie powiedzieé, Ze zapisanie na tasmie danych e-
lementéw macierzy w postaci:
1 PR T YV R A[m,1],..., A[m,n] éwiadeczy o izo-
morfizmie przestrzeni

T 19 oot
Dlaczego nie uzyé zapiséw:

af4,3) : = al4,3] + vy, 3;
. £[4,3] : = e ¥al1,3];
a przede wszystkim zapisu:
e[1,j] : =42 4 = j then 1 else O;
Dla mmozenia macierzy jest to wprawdzie trochg bardzie]
skomplikowane, gdyZz trzeba napisaé:
£ : =0;

L] -e
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for k : = 1 step 1 until n do
Z =2 + a[1,x] Xolk 3J;
e[i,3] ¢ = =5
ale ile rzeczy mezna przy te] okazji wytZiumaczyé nie gubige
wcale geometrycznych intuicji mmoZenia macierzy.

Doskonale udaje si¢ réwniei wyjasnienie pewnych rozréz-
nied gwigzanych = wielomianami.
Przeciez wielomian W to:
array W [0 : paaudostopieﬁ_]°
zad stopied wielomianu to maksimum zmienne] psendoatopieﬁ,
dla ktérej W [ pseudostopier] # O.

Zauwazmy, e stopiend wielomianu gerowego jest przy tym
nieckreélony . Wartoéé wielomianu moznaby okreslié podajac
jej sposéb wyliczania np, przy pomocy nastgpujacej procedu-
oyt
procedure wartoéé (wielomian, snienna);

array wielomian[ O : pseudostopiex];
Ieal szmiemnma;
begim
_real wartodé;
integer k;
wartosé : = O;
for k : = pseudostopied step - 1
until O do
wartodé : = zmienna X\rartoéé + wielo-
mian [ kJ;
comment czytelniku, jak sie nagywa uiyty
wezér;
end Ay
¥.tym ujeciu doskonale widaé rozrdéinienie pomiedzy wielo-
mianem a wartoscia wielomianu, gdyz ta ostatnia jest dwu-
parametrowg procedurg.
Wzory na iloczyn h wielomiandéw f ores g moina latwo sa-

pisaé w postaci skrétowej:
s : = stopied (£)+ stopies (g);
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. begin
array fnowe [1 : 8], gnowe 13 'BJ;
for i : = O step 1 until s do
begin
1f (4 < stopies (£))
then fmowe [ 1] : = £[1]
else fnowe[ 1] : = 0;
1£ (1 < stopied ( g))
then S
" gmowe[{] = gli]
glse

%noweLiJ : =0

end

comment czytelniku po co takie przygotowaniaj
for k : = O step 1 until s do
begin
z 1 = 0;
for i : = O step 1 until k do
£ : =g + fmowe | 1] )(gnm[k - i];
bhik] : = = :
end

end

i przypomnieé na tym przykladszie:

2e wielomian to cigg nieskoriczony f[1i];
dla ktérego tylko skoi‘iggona a niewiadomo jaka 1lodé wyrazéw
jest réwna O a wiec, zaréwno f jak i fnowe sz opisami tego
samego wielomianu,

-

Mozna nastepnie w zalezmodci od checi uczestnikdéw zapro-
ponowaé albo napisanie peXlnej procedury
iloczyn wielomianéw ( £, g);
albo wyznaczenie ilofci dzialai przy przyJjetym sposobie o=~
bliczania,

2
i
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2. ZYozonodé obliczed i organizacja oblicze::

Dobrym prﬁykzaden szacowania 1lodci operacji Jest teo-
ria uk2adéw réwnad liniowych prowadzona przez sprowadzenie
macierzy ukXadu do postaci tréjkgtnej:

Redukcje macierzy do postaci tréjkgtnej:

x[1] + a[1,2] X x[2]+ ... + alt,n] X 3(n] = v[1]
al2,2) X x[21+ ... +al2,n] X x[n] = v[2]

R a[m, 2] X .x[zll + o0o + a[myn] X x[m] = vn]
wymaga: dla pierwazego'réwnania n + 1 dsieler dla nastep-
nych réwnafi: n + 1 mnosed i n + 1 odejmowar, razem dziaZai:

(m+ )X 2X(n + 1) +n+ 1= 2mn
wynika stad, e redukcja macierzy do postaci tréjkgtne) wy-
maga: : .
ﬁ 2 1% - i n(n+1)( 2n + 1) dsiaZad,

‘Rogwigganie réwnania w postaci tréjkatnej wymaga wiedy jus
tylko

n(n - 1) mozef i dodawai,
- Daje to XZgcznie:

%[n(nd- 1)(2:“- )+3mln-1)]% n’.

Rachunki takie jak wysej na wykladzie sawsge robig i pordw-
nuje wyktadang metodg¢ roswigsywania ukzadéw réwnan, ze spo-
sobem opartym o wzory Cremere wymagajgcym w istocie

nx(n + 1)! dsiazai,

ZaXuje tylko gawsze, 2e nie moge poprosié sali o wyje-
cie kalkulatoréw celem rozwigzania jakiegos konkretnego u-
k2adu réwnai i policzenia jednoczeénie, ile razy musimy na-
stawiaé licszbe na klawiaturze i -ile razy musimy liczbe no-
towaé na kawalku papieru.
Fatomiast, jezeli zdarza mi sig¢ méwié o wzorach Cramers, to
robiage przykiad obliczenia np. x[1] = A111/4, x[2] = Al2]/4,
x(3] = A[3)/A, dziele sale na cztery czgsci, méwigc, Ze o-
bliczenia bedsziemy robié réwnolegle, wy stanowicie cstery
procesory, to jest jeden, to drugi itd., a ja jestem jed-



nostka centrelng koordynujgcy przebieg rachunkéw,

Starem sig¢ réwniez akcentowaé réznice pomigedzy rachun-
kiem na liczbach i na literach, Doskonale nadaje si¢ do te-
go obliczanie rzedu maciersy,

3, Procedury rekurencyjne a dowody indukcyjne

Doskonatym przyktadem pokazywania, e dowody indukeyj-
ne istnienia jakiejs wielkosdci stanowig procedury rekuren-
cyjne dla oblicgzania te] wielkoéci, jest wspomniane juz wy-
2ej twierdzenie o sprowadzaniu ukladu réwnai limiowych do
postaci tréjkgtnej.

Inne doskonale przykady to dzielenie wielomiandéw; znajdo-
wanie n.w.d metody algorytmm Euklidesa.

Méwige o tym ostatnim, winno sig, Jjak uwazam, wspomnieé

o nieuzytecznodci jego dla celdéw obliczer przy pomocy e.m.cC.,
0 roli zera w maszynie i kumulowaniu sie bZedéw zaokrggler.
Nalezy uwasam ,wspomnieé réwnies w jakimé miejscu o proble-
mie obliczania pierwiatkdéw wielomiandéw wyZszych stopni

i braku zadawalajgcych programéw dla gnajdywania wszystkich
pierwiastkéw.,

4. Czego nie robie. Nie méwie¢ oczywidcie /lub niestety, jak
kto woli/ nic ani o wyspecjalizowanych sposobach oblicgzer
ani o metodach numerycznych algebry liniowej. Nie méwie
réwniez nic o metodach optymalizacji liniowej, uwazajgec to
za zupeinie oddzielne zagadnienie specjalistyczne., Nie sta-
ram sie réwniei specjalnie zapisywaé wszystkich wzoTéw

i procedur w sposéb syntaktycznie poprawny, dostarczajac
choé z rzadka stuchaczom radoéci zauwazenia, Ze czegod bra=-
xuje - najezeéciej zreszta érednika,

Trzeba niestety natomiast, w wykZadzie algebry linio-
wej starannie podawaé, traktowane zwykle po macoszemu,
twierdzenia i pojecia potrzebne do metod numerycznych al-
gebry liniowej., S to w pierwszym rzedzie dwie grupy za-
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gadnien:

a - twierdzenia o macierzach aymetryczhych i wartos-
ciach wZasnych,

b - o dzielnikach elementarnych i postaci normalnej
zaréwno Jordana jak i Fro beniusa.

THE INFORMATIES AN THE LECTURES OF THE ALGEBRA
AND THE LIREAR ALGEBRA

Summary
The article contains the auntor’s view that:

a/ a programming language notation of vectors and matrices;

b/ procedure type notation of algebraic operations;

¢/ an estimation of computational complexity for linear
equations; ;

when used during a first course lecture of linear algebre
. on the section of numerical methods with programmation can
ease a beter understanding of algebra and train a proper
programmation skills as well,



