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1. Wstep

Sposréd wielu réznych rodzajéw ruchu, z ktérymi mamy do czynienia w technice i
przyrodzie na szczeg6lna uwage zastuguje ruch harmoniczny. Znane s liczne, cho¢ bardzo
réznigce si¢ od siebie fizyczne zjawiska np. drgania masy zawieszonej na sprezynie, drgania
tadunku przeptywajacego tam i z powrotem w obwodzie elektrycznym, drgania widetek
stroikowych, bedace Zrédlem fal dZzwigkowych, analogiczne do nich drgania elektronéw w
atomie powodujace powstawanie fal $wietlnych, drgania plazmy lub ptywajacej boi, ruch
niewywazonego cylindra, ruchy wahadta itp., ktérych wspélna cechg jest to, ze s3 one
opisywane przy pomocy tego samego liniowego réwnania rézniczkowego (rzgdu drugiego -
dla wymienionych uktadéw) o statych wspéiczynnikach [1].

a)X +a x + ax = f(t) (1)
gdzie: a,, a;, a, sa stalymi wspétczynnikami; X, X oznaczaja pochodne wzgledem czasu
odpowiednio drugiego i pierwszego rzedu funkcji x(t); f(t) jest funkcja wymuszajaca.

Uklady, ktérych ruch opisany jest réwnaniem (1) nazywamy ukladami fizycznymi
drugiego rzedu. Ze wzglgdu na powszechnos¢ wystepowania takich ukladéw w technice i
przyrodzie w niniejszej pracy oméwiono charakterystyczne cechy uktadéw drugiego rzedu
oraz wykorzystanie liczb zespolonych do analizy drgan. Rozwazania zilustrowano przyklada-

mi zjawisk wskazujacych na fakt, ze ten sam typ ruchu ma miejsce zaréwno w $wiecie “mikro”

- zjawisk, jak tez ukiadach “makro™.
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W zaleznosci od przyjmowanych wartosci funkcji f(t) rozrézniamy dwa przypadki: gdy
f(t)=0 w ukladzie wystapia przebiegi swobodne, natomiast, gdy f(t}#0 wystapia przebiegi
wymuszone. Ponadto w obu przypadkach, gdy wspétczynnik a;=0 - drgania beda niettumione,
gdy 0<a1<2\/a_0-g drgania beda tlumione, zas gdy a; 2 2@ drgania nie wystapia.

Ponizej rozpatrzymy kolejno wiasnosci drgari swobodnych i wymuszonych ukladéw
nietlumionych. Nastepnie przedyskutujemy ukiady z tumieniem wykorzystujac wygodne

narzedzie w postaci liczb zespolonych.

2. Nietltumione uklady drugiego rzedu
2.1. Drgania swobodne. Oscylator harmoniczny

Réwnanie drgari swobodnych, niettumionych ukladu drugiego rzedu ma postac (a;=0,
f(1)=0):
arX +ax =0 (2.1)

a uklad taki nazywamy oscylatorem harmonicznym.
Przykladem takiego oscylatora jest najprostszy uklad mechaniczny zlozony z masy

zawieszonej na sprezynie (rys. 1). Na jego podstawie przeanalizujemy wiasnosci drgun

swobodnych.
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Rys. 1. Prosty oscylator mechaniczny =
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Po zawieszeniu cigzarka o masie m spre¢zyna rozciagnie si¢ i uklad przyjmie stan
réwnowagi w potozeniu 0. Odciagajac nastepnie cigzarek na odleglo$¢ x, od stanu rownowagi
i puszczajac bez nadania predkosci poczatkowej, cigzarek pod wplywem sity powrotnej

sprezyny doznaje przyspieszenia

;o dx
de’
ktore okresla drugie prawo Newtona:
mx = F; (2.2)

gdzie F; jest sila sprezyny.
Zakladajac, ze sita sprezyny jest proporcjonalna do wielkosci jej rozciagnigcia czyli
F; =—kx (2.3)
gdzie k oznacza wspétczynnik sprezystosci sprezyny, réwnanie (2.2) przyjmie postac
m-X = —k-x (2.4)
lub postac standardowa
X+@ix=0 2.5)

w ktorej wystepuje dodatnio okreslona stata

m(,:\j—%_ (2.6)

Jest widoczne, ze réwnanie (2.4) jest identyczne zréwnaniem (2.1) jesli jego wspStczyn-
niki przyjma posta¢ a,=m, a,=k
Eatwo mozna sprawdzi¢ wykonujac rézniczkowanie a nastepnie podstawienie, Ze rownanie
(2.5) jest spelnione przez wyrazenie

x(t) = A cos(w, t+) 2.7
gdzie A jest pewng stata o wymiarze dtugosci, natomiast @ jest pewnym stalym katem.

Jesli jakas wielko§¢ zmienia si¢ w czasie wg zaleznosci (2.7) to méwimy, Ze zmienia si¢
harmonicznie w czasie.

Drgania, w ktérych polozenie x(t) zmienia si¢ harmonicznie w czasie nazywamy
drganiami harmonicznymi; z takimi wlasnie mamy do czynienia dla uktadu masy i sprezyny,
pod warunkiem, ze sita sprezyny okreslona jest wzorem (2.3).

Wielkoscia, ktéra mozemy sterowaé w réwnaniu (2.7) jest wyrazenie 0t + ¢ nazywane
czesto faza, zas wielko$¢ @ jest faza poczatkowa. Faza zmienia si¢ liniowo ze zmiang czasu i
wartosci dla dowolnego kata réznigcego sig o catkowitg krotnos¢ 2n sa fizycznie nie rozr6z-

nialne. Tak wiec, ruch harmoniczny jest periodyczny o powtarzajacych si¢ identycznych
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cyklach. Pelny cykl nastapi wéwczas, gdy kat zmieni si¢ o 27 (rys. 2), wtedy wszystkie
mierzalne wielkosci (przemieszczenie, predkosc, przyspieszenie) powtérza sig. Przyrostowi
fazy o warto$§¢ 2 odpowiada przyrost czasu réwny T zwany okresem drgan.

@y (t+T) + @ — (W, t+¢) =271
stad

o, T=2n (2.8)

VAR

Rys. 2. Harmoniczne zmiany X w czasie

Sposréd dwéch statych wystepujacych w kacie fazowym, tylko stafa w, jest okreslona
przez zwiazek (2.6); bedziemy ja nazywali czgstoscia katowa, natomiast faza poczatkowa @
moze by¢ dobierana dowolnie. W czasie jednego petnego cyklu drgar zmienna x przyjmie

wszystkie wartosci pomigdzy +A, gdzie A bedziemy nazywali amplituda.
2.2. Warunki brzegowe (poczatkowe)

Wyrazenie (2.7) bedace rozwigzaniem réwnania rézniczkowego 2-go rzedu (2.5) zawie-
ra dwie dowolne stale A i @. Stale te wyznacza sposob w jaki ruch si¢ rozpoczal. Jezeli
zaczniemy jedynie od pewnego malego odchylenia od stanu réwnowagi, mamy jeden typ
drgas; jezeli odchylimy cigzarek i puszczajac popchniemy go mamy inny typ ruchu. Tak wigc
state A i ¢ beda kazdorazowo wyznaczone przez sposéb w jaki ruch sig rozpoczat, czyli przez
tzw. warunki brzegowe, ktére w tym przypadku sa warunkami poczatkowymi.

Poniewaz w rozwazanym ukladzie cigzarka i sprezyny przyjelismy, ze w chwili t=0

mamy:
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x(0) =A cos@=x,
x(0) = -, A sing =0 (2.9)
zatem
¢ =0; A=x, (2.10)
i rozwigzanie (2.7) ma ostatecznie posta¢
X(t) = xycos 0yt (2.11)
Z przytoczonej wyzej analizy ruchu harmonicznego masy i sprezyny nasuwaja si¢

nastepujace spostrzezenia:

Spostrzezenie 1°

Na podstawie zaleznosci (2.8) to jest T= %BE =2n \J %
(+]

wiekszej masie zajmuje wigcej czasu przejscie tam i z powrotem na sprezynie. Dzieje si¢ tak,
poniewaz ma ona wigksza bezwladnosc i pozostajacym bez zmiany sifom trzeba wigcej czasu
na wprowadzenie jej w ruch. Jezeli natomiast sprezyna bedzie mocniejsza (sztywniejsza) ruch

bedzie szybszy - okres jest wtedy krotszy.
Spostrzezenie 2°

Okres drgari masy na sprezynie nie zalezy w zaden sposéb od tego jak zaczat si¢ ruch (jak daleko
odciagnelismy mase od potozenia rownowagi).
Réwnanie ruchu (2.5) wyznacza okres a nie amplitude. Amplituda natomiast jest wyznaczona

przez spos6b w jaki puszczamy w ruch cigzarek, czyli przez tzw. warunki poczatkowe.

2.3. Energia ukfadu drgajacego swobodnie

Poniewaz w rozwazanym ukladzie nie ma strat na tarcie, jego catkowita energia powinna
by¢ zachowana. Aby stwierdzi¢ ten fakt, obliczamy kinetyczna i potencjalng energi¢ ukiadu.

Poruszajaca si¢ masa posiada energi¢ kinetyczng réwna
o= %mf&z 2.12)
Natomiast napigta lub §ciénigta o wielkoS¢ x sprezyna posiada energi¢ potencjalng réwng

B %kxz (2.13)
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Wykorzystujac nastgpnie wyrazenie (2.7) oraz rezultat rézniczkowania
X =—W,A sin(®yt+)

Mozemy napisac

E = %mmg Asin* (@, t+9) (2.14)
b 5
Ep =5k A’cos’ (0 t+¢) (2.15)

Skad zauwazymy, ze

Spostrzezenie 3°

Energia kinetyczna réwna sie zeru gdy x przybiera warto§¢ maksymalng; wtedy znika

predkosé. Jest natomiast maksymalna gdy x przechodzi przez zero, gdyz ruch wtedy jest

najszybszy.
Ta zmiana energii kinetycznej odbywa sig¢ przeciwnie do zmiany energii potencjalnej rys. 3.
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Rys. 3. Przebiegi energii kinetycznej E'k i potencjalnej Ep ukiadu drgajacego

Biorac pod uwage (2.14) i (2.15) energia catkowita ukiadu jest
E=Ep+Bx= %Az[k cosX (@0 t+9) + M sin*(@o t+)]

za$ po uwzglednieniu zaleznosci (2.6) w postaci

k=m-(0%
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otrzymujemy
E=%mm§A2 (2.16)

co potwierdza, Ze energia catkowita ukiadu jest stala.

Spostrzezenie 4°

Dla danej masy i wlasnosci sprezyny uktadu catkowita energia ukiadu jest proporcjonalna do

kwadratu amplitudy, nie zalezy natomiast od fazy poczatkowej.

3. Alternatywne opisy ruchu harmonicznego

Istnieje kilka alternatyw przedstawiajacych w odmienny sposéb rozwiazanie réwnania
(2.5); pierwsza jest rozwiazanie przedstawione w postaci (2.7) - spos6b A. Ponize] podamy
trzy inne mozliwosci: B, C, D zapisu rozwiazania réwnania (2.5).

Sposéb B
Rozkladajac funkcjg cosinus w wyrazeniu (2.7) otrzymamy
X(t) = A cos@ cos Wt — Asin@ sin @t =By, cos 0,1+ By sin oyt (2.17)
gdzie:
Bp =AcosQ
By=-A sin @
sa nowymi statymi, ktére moga by¢ dodatnie lub ujemne.
Stale te zdeterminowane sa (podobnie jak w wyrazeniach (2.9) i (2.10)) przez warunki
brzegowe i wynoszq:
Bp=x0. Bq=0
Poréwnanie wyrazefi (2.11) i (2.17) daje ten rezultat bezposrednio.
Sposéb C
Réwnanie rézniczkowe (1) mozna prébowac rozwiazaé przez podstawienie wyrazenia
- x(t)= C-eM
Przy czym w odniesieniu do réwnania (2.5) rozwigzanie to moze byc zaakceptowane jedynie
wtedy, gdy spelniony jest zwiazek:

p2+u)§=0
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co zachodzi dla dwéch wartosci p tzn. dla p=t i ®,. W zwigzku z tym, rozwigzaniem ogélnym
réwnania (2.5) jest liniowa kombinacja
x(t) = C exp (i0,t) + C* exp (—iwyt) (2.18)

w ktorej state C i C’ sg liczbami zespolonymi.
Rozwiazanie (2.18) jest zbyt ogélne, posiada bowiem cztery dowolne state (Re C, Im C,

Re C’, Im C’) podczas gdy warunki brzegowe moga okresli¢ tylko dwie; spostrzegamy jednak,
ze aby opisac konkretne, pojedyncze przemieszczenie fizyczne, x(t) moze by¢ albo rzeczywi-
ste albo urojone, ale nie moze byc¢ zespolone. Wyrazenie (2.18) moze by¢ zapisane w postaci
rzeczywistej przez przyjecie, ze oba wyrazy sa zespolone, sprzgzone z soba, tj.:

[C” exp (iw,t)]" = C exp (im,t)
Poniewaz sprz¢zenie iloczynu jest réwne iloczynowi wielkosci sprzgzonych, wigc

[C’ exp (iw,0)]" = (C) [exp (=ih]” = (C')” exp (iwyt)
stad na podstawie przyjetego zalozenia

(C’)" =C, aponiewaz (C*)"=C wigc C'=C"
zatem

x(1) = C exp (iw,t) + C* exp (—iwgt) (2.19)
W wyrazeniu tym wystepuja juz tylko dwie stale nieznane: Re C oraz Im C. Stosujac do
zaleznosci (2.19) wzoér Moivre'a-Eulera

e™=cos X + i sin x
otrzymamy

x(t) = 2(Re C) cosm,t — 2 (Im C)-sinw,t (2.20)
Po por6wnaniu wyrazen (2.17) i (2.20) znajdujemy

1 |
ReC:E BP=5Acostp

Asing (z21)

Poniewaz ustalono, ze wyrazenie (2.19) (patrz rtéwniez wyrazenie (2.20)) jest rzeczywi-
ste, mozna je zapisac nast¢pujaco

x(t) = Re[C exp (im,1)] + Re[C* exp (—im,t)] = 2 Re[C exp (iw,t)] (2.22)
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Wprowadzajac nowa wielko$¢ zespolong D=2C otrzymamy rozwigzanie w postaci
x(t) = Re[D exp (iw )] (2.23)

gdzie D jest zespolona amplituda drgan. Podobnie jak C - D zawiera informacje o stalej fa-
zie. Dowolne stale wystgpujace w rozwiazaniach typu A i D s zwigzane relacjami

ReD=Acos ¢

ImD=Asin@ (2.24)
co wynika bezposrednio z (2.21). Dla drgaii rozpoczynajacych si¢ przy ¢=0, D jest tylko
rzeczywiste; dla drgan z faza ¢ = :t%’n: D jest urojone.

Posta¢ typu D jest bardzo uzyteczna w analizie ruchu harmonicznego giéwnie dlatego,

ze w sposéb prosty moze by¢ rézniczkowana i catkowana. Na przykiad aby znaleZé x(t),
mozemy zrézniczkowac (2.19) wzgledem t i postapic tak jak w (2.22) 1 (2.23). Otrzymamy
wynik

x(t) = Re[iw,D exp (imgt)] (2.25)
identyczny z tym jaki otrzymaliby$my rézniczkujac zmienna zespolona D exp (i @, t), biorac
nastepnie tylko czgs$¢ rzeczywista.
To samo dotyczy przyspieszenia.

X(t) = Re[-0F D exp (i0,0)] (2.26)
Poniewaz

D= A cos@ +i A sing = A exp (i9)
zatem

Dexp (imut) =Aexp [i(mot+(p)}

Podsumowanie

Powyzej przedstawiono cztery rézniace si¢ zapisem formy (A...D) rozwigzaniaréwnania
(2.5); oto one:
x(t) = A cos (W,t+9)
x(t) = B, cos w,t + Bq sin @4t
x(t) = C exp (i t) + C" exp (Hiwogt)  (2.27)

x(t) = Re [D exp (iw,t)]
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Zaleznosci (2.27) opisuja ruch harmoniczny, a wystepujace w tych zaleznosciach stale 1a-
cz3 nastepujace zwiazki:
Acostp=BP=2 ReC=ReD

(2.28)
Asin(p=—Bq=2!mC=ImD

4. Przyklady ukladéw fizycznych drgajacych swobodnie

Elektryczny oscylator harmoniczny LC

Ue | F —

Wy

Rys. 4. Prosty elektryczny ukiad drgajacy

W chwili poczatkowej t=0 natadowany do napigcia U, kondensator C taczymy z
indukcyjnoscia L. Zgodnie z drugim prawem Kirchoffa napigcia Uy oraz Uc odpowiednio na
indukcyjnosci i pojemnosci rtéwnowaz3 sig, w zwiazku z tym [4]
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o
Lq+ Cq =0 (4.1)
Por6wnujac réwnania (4.1) i (2.1) stwierdzamy, ze sa one tozsamosciowo réwne gdy:

az=L oraz a=—l“

o C

Sprowadzajac réwnanie (4.1) do postaci standardowej otrzymamy
g+wq=0 4.2)

przy czym

1 L
o = i 2 (4.3)

okresla czestos¢ katowa drgan wlasnych obwodu.

Rozwiazaniem réwnania (4 2) moze by¢ jedna z form (2.27) np. pierwsza, tzn.:

q(t) = Acos[( )2 1+ @]

State A i ¢ mozna wyznaczy¢ z warunkéw poczatkowych: q(O)=CUc0 oraz i(0)=—q(0)=0,
przy czym na podstawie zaleznosci (2.9) otrzymamy:
CU,=Acos @
0=—A o sin @

stad
A=CUCO oraz ¢=0

1 ostatecznie

1
q()=CU_ cos [( oy ) 2] (4.4)

a ponadto

1 1
i) = (0 = U ,()2 sin )2 4 (4.5)

u (t)"—q(t) U -COS [( )2 -] (4.6)

Jak wynika z zaleznosci (4.5) amplituda oscylacji natgzenia pradu zalezy bezposrednio
od wartosci poczatkowej U, napigcia kondensatora; ponadto wzrost wartosci pojemnosci C
powoduje wzrost amplitudy pradu, natomiast wzrost indukcy jnosdci L - jej spadek. W rozpa-
trywanym obwodzie drgajacym LC catkowita energia E(t) w danej chwili jest rowna sumie

energii E; —CUc(t) kondensatora oraz E; = -Ll“(t) pola magnetycznego w indukcyjnosci
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L. Po prostych przeksztalceniach z uwzglednieniem zaleznosci (4.5) i (4.6) otrzymamy:

E(t)=EL(l)+Ec(t)=%CUgo=consl. @.7

Caltkowita energia rozpatrywanego oscylatora harmonicznego LC nie zmienia si¢ w

czasie, choc energie na poszczeg6lnych elementach tego obwodu zmieniaja si¢ w czasie.

Wibrator harmoniczny skretny

Ly A

Rys. 5. Oscylator skrgtny

Pomijajac tarcie w tozyskach, przedstawiony na rys. 5. wibrator mozna opisac r6wna-
niem:
JXx=—cx (4.8)
gdzie: x - kat obrotu
J - moment bezwladnosci masy wzglgdem osi obrotu
¢ - wspélczynnik sprezystosci sprezyny
Przyjmujac warunki poczatkowe x(0)=x, i x(0)=0 rozwigzanie réwnania (4.8) jest
nastgpujace:
x(t) = x, cos Wyt 4.9)
przy czym

c. L
W, = (3) 2 (4.10)
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Majac na uwadze zwiazki (4.9) (4.10) mozna twierdzi¢, ze masy ruchome ukiadu
przedstawionego na rys. 5. oscyluja woké6t potozenia réwnowagi ruchem harmonicznym z

czgstoscia katowa .
Drgania akustyczne
- £
’ --i‘e— [
v S

Rys. 6. Wibrator akustyczny

Na rys. 6. przedstawiono akustyczny uktad drgajacy znany pod nazwa rezonatora
Helmbholtza.
Pod wptywem réznicy cisnieri Ap dziatajacych na powierzchnig tloka, masa powietrza
m zawartego wewnatrz szyjki naczynia doznaje przyspieszefi zgodnie z réwnaniem:
plsx = —s-Ap (4.11)
gdzie: p - gesto$¢ powietrza,
1 - dlugosé szyjki
s - przekrdj szyjki
X - przesunigcie
Ap - r6znica ciSnien
Dla matych wychyleri od polozenia réwnowagi stuszna jest zalezno$¢ [6]:

% =—k-Ap (4.12)

gdzie: k - Scisliwoé¢ obietosciowa powietrza przy stalej temperaturze.
Poniewaz —Av = x-s, wigc

o S
X+ lvkpx-[) (4.13)
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Rozwiazanie réwnania (4.13) jak juz wiemy - to ruch harmoniczny z czg¢sto$cia katowa

réwna

(W) 2 (4.14)

o,
Czestotliwo$¢ drgan akustycznych emitowanych przez rezonator jest réwna f;, = 2;

Proces rozchodzenia si¢ dZwigku w powietrzu tj. zageszczenia i rozrzedzenia powietrza,
ma charakter adiabatyczny (bez wymiany ciepla z otoczeniem). Réwnanie adiabaty dla gazu
doskonatego ma postac pV'=const., gdzie 1=Cy/C, . Wspéiczynniki C, i C,, oznaczaja cieplo

wiasciwe odpowiednio przy statym ci$nieniu i stalej objgtosci. Dla gazu doskonatego gestos¢
jest réwna p =% (M - masa jednego mola gazu, V - jego objetosc), oraz spelnione jest
réwnanie stanu pV=RT, gdzie R jest uniwersalng stala gazowa. Uwzgledniajac ponadto, ze w

procesie adiabatycznym k=_y_L, »hiewygodny” iloczyn p-k w zaleznosci (4.14) mozna

wyrazi¢ nastgpujaco: p-k = 'YRT
w zwiazku z tym czcsto§é katowa drgan bedzie réwna:

=KL s (4.15)

Jak wynika z tej zaleznosci czestosé katowa drgaii wzrasta proporcjonalnie do pierwia-
stka kwadratowego z temperatury bezwzglednej; natomiast ci$nienie nie ma zadnego wplywu

na czesto$¢ emitowanych drgar akustycznych.
Ponizej wykonano przykladowe obliczenia przyjmujac, ze w naczyniu znajduje sig

powietrze' dane:
v=10"m’, 5=2:10"*m?, 1=2.5-10%m, C,/C,=1.4; R=8.3 J-mol-K"!, T=300 K, M=0.029 kg:mol "

Zgodnie z zaleznoscia (4.15) czgstos¢ katowa jest réwna ,=980 s_l, a odpowiadajaca jej

czestotliwosé drgani akustycznych emitowanych przez rezonator wynosi f;=156 Hz.
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Drgania plazmy
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Rys. 7. 2) wytworzenie plazmy $wiatlem ultrafioletowym, b) wytworzenie krétkiego impulsu pola elektrycznego,

c) drgania plazmy

Jak wiadomo plazma - to catkowicie lub czgsciowo zjonizowany gaz, ktéry jako catos¢
jest elektrycznie obojetny, a ruch zjonizowanych czastek jest catkowicie chaotyczny. Jesli na
krétka chwilg wytworzy¢ w plazmie pole elektryczne (impuls pola), to nastapi rozsunigcie
tadunkéw réznoimiennych w kierunkach przeciwnych powodujac zageszczenie tadunkow
jednoimiennych po przeciwnych stronach. Wynikiem tego rozsunigcia jest wytworzenie pola
elektrycznego o natezeniu [5]

N-e
E= g (4.16)
gdzie: N - koncentracja swobodnych elektronéw (liczba swobodnych elektronéw
w jednostce objetosci)
e - fadunek elektronu
€,- przenikalnos¢ dielektryczna prézni
X - przesunigcie

E - nat¢zenie pola elektrycznego
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Pod dziataniem tego pola na kazdy elektron wewnatrz pola (jak réwniez na elektrony w
warstwie) dziata sita réwna —E-e powodujac ich ruch ku warstwie dodatniej; nastgpstwem tego
jest krétkotrwale zobojetnienie tej warstwy przez elektrony, ktére do niej dotarty; elektrony
te majac jednak pewna energie kinetyczna poruszaja si¢ dalej; tak powstaje nowe pole
elektryczne o odwréconym niz poprzednio kierunku. Rozpoczyna si¢ ponowny ruch el ektro-
néw (powrét) i sytuacja powtarza si¢. Mechanizm ten zwany drganiem plazmy jest nieroze-
rwalnie zwigzany z ekranujacym dziataniem elektronéw [6] w potozeniu réwnowagi. Ruch

elektronéw w polu elektrycznym opisuje réwnanie [5]

2
m,X +-N:?-x =0 (4.17)

gdzie: m, - masa elektronu.
Okreslony réwnaniem (4.17) ruch harmoniczny charakteryzuje czgstos¢ katowa

Ne2
mg-€,

1
)2 (4.18)

W, = (

2 3
=3.18-103£2 wystepujacy we wzorze (4.18) ma wartos¢
s

Poniewaz czynnik
o

stala, czestos¢ katowa drgani plazmy jak widac zalezy od koncentracji elektronéw w plazmie
(Scisle od pierwiastka kwadratowego z koncentracji). Zjawisko drgania plazmy wystepuje w
przyrodzie w warstwie jonosfery. Koncentracja elektronéw w plazmie jonosfery jest funkcja
wysokosci nad powierzchnia ziemi. W nizszej warstwie jonosfery (tzw. warstwa D) koncen-
tracja w godzinach potudniowych wynosi [5] N=10° m™, co odpowiada czgstosci katowej
W, =2 10% 57! (czestos¢ drgar f,=300kHz). W warstwach wyzszych (tzw. warstwa Fp) kon-
centracja jestréwna N = 10"2m™>; odpowiada jej czestos¢ katowa w,= 6- 107s™! (f,=10MHz).
Jak wida¢ sa to typowe czestotliwosci fal radiowych. Obecnos¢ plazmy w jonosferze i
mozliwo$¢ pobudzania jej do drgar ma zasadniczy wplyw na propagacje krétkich fal radio-
wych; zwlaszcza warstwa F, powoduje odbicie fal z powrotem w kierunku ziemi co umozliwia

ich transmisj¢ i odbiér na znaczne odleglosci.
Zjawisko drgafi elektronéw w paSmie przewodnictwa w metalach sprawia, ze metale

N
potyskuja. Liczba atom6w w jednostce objetosci [5] N=1 000%, przy czym N, - stata Avogadro
r6wna 6.02:10% mol™!, A - ciezar atomowy, p - ggstosé. Stosowne obliczenia dla miedzi (A=63.5;

p= 89005%) daja wartos¢ koncentracji réwng N=8.4- 10% m™ (przy zatozeniu, Ze na jeden atom
m
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przypada chocby jeden elektron), ktérej odpowiada czestos¢ katowa (1}0=2.1016s_1

(f,=3 1015 Hz) charakterystyczna dla fal infraczerwonych.

5. Dragania wymuszone w ukladach bez thumienia

Oscylator harmoniczny na ktéry dziata wymuszenie zewngtrzne mozna opisa¢ réwna-
niem arX + ax = f(t) (5.1
Celem blizszego rozpoznania tego problemu zal6zmy, ze funkcja wymuszajaca ma
charakter cosinusoidalny
f(t) =F, cos @t (5.2)
Zat6zmy dalej, ze rozwiazanie réwnania (5.1) ma w zwiazku z wymuszeniem cosinu-
soidalnym réwniez charakter cosinusoidalny, czyli
x(t)=A cos w-t (5.3)

Podstawiajac wyrazenie (5.2) i (5.3) do réwnania (5.1) otrzymamy

~32A-(02-c05 @t+a,A-cos ®t=F;cos t

a uwzgledniajac, ze mﬁ = ? mozna wyznaczy¢ amplitudg drgan
2

F
A=—2(w - 0% (5.4)
a

Jak wida¢ funkcja (5.3) jest rozwigzaniem réwnania (5.1) jesli amplituda A przyjmie
wartos¢ okreslong przez zwiazek (5.4); stwierdzenie to dotyczy oczywiscie tylko ustalonego
stanu drgaf. Drgania te jak wynika z zaleznosci (5.3) maja taka sama czgstotliwo$¢ co
wymuszenie (5.2), natomiast amplituda drgan jak wynika z zaleznosci (5.4) jest funkcja
czestoSci wymuszenia ®; dla ®<w, amplituda A>0, co oznacza zgodnosc (faz) drgan x(t) z
wymuszeniem f(t); dla czgstosci w>w, amplituda A<O, co oznacza przeciwno$¢ faz. Z
zaleznosci (5.4) wynika, ze dla czestosci wymuszenia bliskich czgstosci wlasnych uktadu
(w=0,) amplituda drgaf moze osiagac duze wartosci; zmianie czestosci wymuszenia ® od
wartosci ), — Aw do @, + Aw towarzyszy wzrost amplitudy A - teoretycznie do nieskoriczo-
nosci - i gwaltowna zmiana fazy drgan o -t w punkcie @=w,. W praktyce dla duzych wartosci
amplitudy (dla @=w,) w réwnaniu (5.1) pojawiaja si¢ dodatkowe cztony zwiazane z wytraca-

niem energii (np. tarcia), co powoduje zahamowanie dalszego wzrostu amplitudy, a wyraZenia
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(5.3) i (5.4) przestaja obowigzywaé. Zagadnienie to zostanie dokladniej rozpatrzone w

nastgpnym rozdziale.

6. Drgania w ukladach drugiego rzedu z thamieniem

Oméwione poprzednio uklady charakteryzowaly si¢ brakiem tlumienia. W praktyce
jednak mamy do czynienia z rozpraszaniem (strata) energii np. tarcie w ukiadach mechanicz-
nych, czy wydzielanie ciepla na rezystorach w ukfadach elektrycznych. Fakt ten nalezy
uwzgledni¢ w réwnaniu opisujacym uktad. Problem ten z uwagi na ztozonosc zagadnienia jest
zwykle trudny do rozwigzania. Pewnym utatwieniem jest jednak to, ze w wielu przypadkach
sity zwiazane z wytracaniem energii s3 w pewnym zakresie proporcjonalne do pierwszej
pochodnej funkcji; tak np. sifa tarcia jest w pewnym zakresie proporcjonalna do szybkosci z
jaka cialo przemieszcza si¢; podobnie spadek napigcia elektrycznego na rezystorze jest
proporcjonalny do pochodnej tadunku elektrycznego wzgledem czasu (tzn. do natgzenia
pradu). Uktad w kt6rym wystgpuje thumienie opisuje réwnanie (1); wartos$¢ wspoélczynnika a,
w tej zaleznosci ma zasadniczy wplyw na charakter zmian funkcji x(t). W szczegdlnym
przypadku gdy a;=0, réwnanie (1) sprowadza si¢ do postaci (5.1), a dodatkowo dla f(t)=0 jest
to oméwiony juz poprzednio przypadek drgar swobodnych bez wymuszania. Powstaje pytanie
jaki jest wptyw wspélczynnika a; na przebieg funkcji x(t)? Na wstepie nalezy zaznaczyc, ze
wspéiczynniki aj, a; oraz a, w réwnaniu (1) powinny by¢ dodatnie gdyz jest to warunek
konieczny (a dla ukladu drugiego rzedu réwniez wystarczajacy) stabilnosci uktadu [2].
Rozwiazanie réwnari (2.1) i (5.1) metoda tradycyjna jest mato atrakcyjne a w dodatku trudno
je wyrazi¢ w formie og6lnej. Zagadnienie to staje si¢ duzo prostsze gdy do jego rozwiaznia

zastosujemy liczby zespolone.
6.1. Liczby zespolone w analizie ukladéw drgajacych

Przebieg cosinusoidalny zgodnie ze wzorem Moivre’a jest czescia rzeczywista liczby
zespolonej exp(iwt) tzn.: |
cos ot = Re[exp(iot)] 6.1)
Jesli wigc jakis przebieg fizyczny np. sil¢z wyrazenia (5.2) przedstawimy (ze wzgledéw
praktycznych, czysto rachunkowych) w postaci funkcji zespolonej, nalezy mie¢ na uwadze

zawsze to, ze prawdziwa (rzeczywista) sita jest czescia rzeczywista tej funkcji (por. wyrazenia
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(2.22) 1 (2.23)); w zwigzku z tym sil¢ z wyrazenia (5.2) mozna przedstawi¢ w postaci
zespolonej:
f(t)=F,exp(imt) (6.2)
Podobnie funkcj¢ x(t) okreslong przez wyrazenie (5.3) mozna przedstawi¢ nastgpujaco:
x(t)=Aexp(iwt) (6.3)
Eatwo zauwazy¢, ze stosujac taka konwencj¢ zapisu mozna w prosty sposéb uwzglednic
ewentualne przesunigcie fazowe; dla przyktadu w zapisie:

f(t) = Focxp[i(cot+5)] = Foexp(iﬁ)-exp(imt) = F-exp(iot) (6.4)

liczba zespolona F réwna

E:Foexp(iﬁ) (6.5)
uwzglednia przesuniecie fazowe § sity f(t) wzglgdem umownie przyjetej fazy réwnej zero.
Podobnie funkcjg x(t) mozna przedstawic

x(t) = Xexp(iot) (6.6)
gdzie

X = Aexp(iQ) 6.7)
@ - oznacza przesunigcie fazowe funkcji x(t) wzgledem fazy ré6wne;j zero.

Dogodnos¢ takiego zapisu uwidacznia si¢ jeszcze bardziej w przypadku rézniczkowania

funkcji

x= %[’i-exp(iwt)] = im-x-exp(iot) (6.8)

X = (i) %X exp(iot) = —>X-exp(iot) (6.9)
Kolejne rézniczkowania funkcji x(t) mozna sprowadzi¢ do mnozenia tej funkcji przez
czynnik i®. Stosujac te regule do réwnari rézniczkowych mozna zauwazy¢, ze przeksztalcaja
sie one w réwnania algebraiczne, a wystgpujacy w réwaniu wspélny czynnik exp(i®t) mozna

skrécié. W odniesieniu do réwnania (5.1) zapis bedzie nastgpujacy:

(im)>a, X +ax=F (6.10)
skad
5= —Fz— 6.11)
(0, — )
przy czym
2=
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We wzorze (6.11) wymuszenie F jest liczba zespolong, ktéra dla cosinusoidalnej funkc;ji
wymuszajacej (np. zalezno$¢ (5.2)) z faza poczatkowa réwna zero bedzie miata postaé F=F°
exp(i-0). Zalezno$¢ (6.11) w poréwnaniu z wyrazeniem (5.4) zawiera dodatkowo informacje

o ewentualnym przesunigciu fazowym funkcji x(t) wynikajacym z fazy poczatkowej wymu-

szenia oraz fazy wprowadzonej przez czynnik —;—2- W rozpatrywanym przypadku
32((00—0) )

czynnik ten dla w<w, nie wprowadza zadnego przesunigcia; natomiast dla

>0, jest ujemny, co oznacza wprowadzenie przesunigcia —m funkcji x(t) wzglgdem wymu-
szenia f(t) (na ptaszczyZznie liczb zespolonych oznacz.é to obrét wektora odpowiadajacego
liczbie X o kat -t wzgledem wektora F). Modut liczby X okresla amplitude oscylacji, kiéra
podobnie jak w wyrazeniu (5.4) osiaga duze wartosci dla wartosci @ bliskich wartosci @,
Zastosowanie liczb zespolonych do analizy wymuszonego oscylatora harmonicznego z thu-
mieniem jeszcze bardziej uwidacznia zalety metody. R6wnanie (1) okreslajace ten przypadek
mozna niemal natychmiast przeksztalcic i przedstawi¢ w nastepujacej formie:

[(iw)*a,X + (i)-a; X + ay X]-exp(iot) = Fexp(iot) (6.12)

Wprowadzajac oznaczenia:

a
w2 =2 oraz f =—— (6.13)
2ayay) 2
gdzie § oznacza wzgledny wspéiczynnik thumienia [2], otrzymamy
Xaylof — 0 +i(2Ewy )] =F (6.14)
skad
S : (6.15)
F  a)o)- o +i2E0,0))

Ogélnie, iloraz zespolonej funkcji wyjsciowej x do zespolonej funkcji wymuszajacej Fizn.:
W(io) = % (6.16)

nazywany jest zespolonym wspéiczynnikiem wzmocnienia ukiadu [2]; iloraz ten bedacy

funkcja zmiennej zespolonej, mozna w literaturze spotkac pod inng nazwa: cz¢stotliwosciowa

charakterystyka amplitudowo-fazowa ukladu [2] lub zespolony wspélczynnik przenoszenia.

Z zaleznosci (6.15) wynika, ze dla rozpatrywanego uktadu drugiego rzedu funkcja W(iw) ma
\
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postac:
1 _
2 2, -
sl — 0 +i(2-£0y)]

W(iw) = (6.17)

Funkcje W(i®) mozna w przyypadku ogélnym zapisa¢ nastgpujaco:
W(io) = P(®) + iQ(w) = IW(iw)l-exp[i6(w)] (6.18)
przy czym modut IW(iw)| i argument 8(w) funkcji W(iw) sa réwne:
1

IW(io)] = {[P@))* + [Q(@)]*} 2 (6.19)
8(w) = arg W(ie) = arctg%(%:)l (6.20)
Por6wnujac wyrazenia (6.16) i (6.18) mozna zauwazyc, ze:
IW(io)! =:—§]— (6.21)
oraz
8(w) = arg x—arg F (6.22)

Z zaleznosci (6.21) i (6.22) wynika bezposrednio sens fizyczny modutu i argumentu
zespolonej funkcji W(i®); mianowice:

— modut funkcji W(i®) réwny ilorazowi amplitud funkcji: x(t)=x-exp(iwt) oraz

f(l)=13-exp(imt) okre§la wzmocnienie uktadu w funkcji czgstosci; i jest to tzw. amplitudowa

charakterystyka czestotliwo$ciowa ukiadu [2].
— argument funkcji W(i®) okresla (zgodnie z wyrazeniem (6.22)) przesunigcie fazowe

8(w) migdzy funkcjami x(t) i f(t); przesunigcie w czasie migdzy tymi funkcjami jest rtéwne:
At= %ol Zalezno$¢ O(w) nazywa si¢ fazowa charakterystyka czestotliwosciowa ukladu.

Zgodnie z zaleznosScia (6.21) modut wyrazenia (6.15) jest rowny:

IW(iw)l = 1 : (6.23)
az[(nﬁ —0)%+ 4!;2(1)%(02] 2
Zaleznos¢ (6.23) okre$la wzmocnienie uktadu drugiego rzedu z thumieniem, przy czym
wzgledny wspGlczynnik thumienia § jest parametrem. Tlustracja graficzng zaleznosci (6.23)

jest rodzina charakterystyk - krzywych rezonansowych - posiadajacych maksima dla czgstosci

o, okreslonych zaleznoscia:

1
0, = 0y(1-2€%) 2 (6.24)
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Zgodnie z tg zaleznoscia funkcja IW(iw)l posiada maksima tylko dla §<~2—. Przebieg
krzywych rezonansowych wedlug zaleznosci (6.23) przedstawia rys. 8a. Wzmocnienie ukladu

dla czgstosci w=m), (maksymalne wartosci wedlug zaleznosci (6.23) jest réwne:
1

1
22y Ew}(1-€%)2

natomiast argument 8(®) rozpatrywanego uktadu wyznaczony bezposrednio z zaleznosci

max!W(i(D)lwr = (6.25)

(6.15) jest réwny:
_ 28 0,0
B(w) = arg W(iw) = = (6.26)
W — ®

a jego ilustracje graficzng przedstawiono narys. 8b.

b)

a) 4 |W{:'w)!

e ——

0.5 1.0 w/e,

Rys. 8. Charakterystyki modutu (a) oraz argumentu (b) funkcji W(iw) wedlug zaleznosci  (6.15)

Krzywe rezonansowe przedstawione narys. 8a sa tym wezsze i wyZsze im mniejszy jest
wspélczynnik ttumienia &. Miara szerokosci krzywej jest tzw. wspéiczynnik dobroci Q
okreslajacy ile razy czgsto$¢ rezonansowa @, jest wigksza od przedzialu Aw (szerokos¢

krzywej rezonansowej) odpowiadajacego modutowi o wartosci -—2—~—maxIW(:(:D)I,]IJ =W pobli-

zu punktu 0=, [ 1]; dla takiej wartosci modutu energia uktadu drgajacego (proporcjonalna do
kwadratu amplitudy drgaf tzn. do kwadratu modutu funkcji W(iw)) jest réwna potowie energii
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maksymalnej [1]. Po wykonaniu prostych przeksztalcen otrzymamy:

v B (6.27)

} Narys. 97 przedstawiono ilustracje graficzng wspéiczynnika Q.

'W"xu;l
|W{x'm)lmax

4 ’W{iw)l

o

Ml

A = @, /a0

Rys. 9. llustracja graficzna wspéiczynnika dobroci Q

7. Uwagi koricowe

Poréwnujac réwnania (2.1) (2.4) (4.1) (4.8) (4.13) (4.17) stwierdzamy, ze cho¢ dotycza
one réznych zagadnief to jednak majac na uwadze typ réwnania - s3 one bardzo podobne, by
nie rzec identyczne. Rozwiazaniem tych réwnar jest funkcja opisujaca ruch harmoniczny o

chrakterystycznej czestosci drgad wiasnych w, zaleznej jedynie od parametréw ukiadu;

warunki poczatkowe nie maja zadnego wplywu na warto$¢ ®,, natomiast zaleza od nich:

amplituda i faza poczatkowa drgan.
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Energia drgari harmonicznych niettumionych jak wynika z zaleznosci (2.16) jest propo-
rcjonalna do kwadratu amplitudy A i kwadratu czestosci wlasnej @, uktadu i nie zalezy od
czasu. W punkcie 6.1. opracowania przedstawiono mozliwo$¢ zastosowania liczb zespolonych
(1korzysci z tego ptynace) do analizy ukladéw drgajacych , zwlaszcza wtedy, gdy sa to uktady
z thumieniem w obecnosci zewnetrznej sity wymuszajacej. Podane w opracowaniu zaleznosci
maja charakter ogélny i z tego wzgledu moga by¢ stosowane do analizy tych wszystkich
uklad6w, ktére opisane sa réwnaniem rézniczkowym typu (1).
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ON HARMONIC MOTION IN NATURE AND TECHNOLOGY

Summary

The paper concerns the theoretical presentation of the basic concepts of vibrations (free

and forced vibrations, damping) of the model which possesses properties which are necessary

for vibrational behaviour.
The equation of harmonic motion (a second — order differential equation) and the

alternative mathematics (including complex) for its particular solutions are dissussed in detail.
By considering some representative physical systems it is shown that the mathematics of

harmonic motion can be applied in the wide variety of circumstances in nature and technology.



