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NIEKTORE PROBLEMY DYDAKTYCZNE W NAUCZANIU MECHANIKI ANALITYCZNEJ

1. Wstep

Trudnoéci zwigzane z efekt ywnym nsuczeniem mechaniki sg do-
brze znane autorom podrgcznikéw akademickich, [2], [3], Jak te2
nauczycielom tego przedmiotu w WyZszych Szkotach Pedagogicznych,
Akedemiach Rolniczych, Uniwersytetach a w szczegélnoéci w Poli-
technikach, Uwags wprowadzajgce dotyczy przede wszystkim mecha-
niki anslitycznej jeako kursu bardziej zaawensowanego w sensie
zXozonoéci pojeé. Stosownym bgdzie przypomnienie, Ze wXadnie
abstrakcyjne struktury pojgciowe mechaniki stanowig zasadniczg
barierg w przyswajaniu materialu przez studentdéw. Poniewaz struk-
tury te sg najbardziej zXoione wisénie w mechanice analityczne],
przeto i nasuczanie tego msteriaiu napotyka na najwigksze trud-
nodci. W dgzeniu do dydaktycznej recjonalizacji poje¢ 1 zasad
mechaniki snalitycznej rézni sutorzy prac z tego zakresu, [1],
[2],(3],[4],[6], przedstawiajq wiesne ujpcis omewianych sagad-
nieri. Sg to ujecia bardeiej lub mniej oryginalne, przy czym nie
zamyka to tematu definitywnie. Jest zrozumiale, 2e nie zamknie
go réwnie2 prezentowana praca, pozostawiajgc nadel problem dys-
do dyskusji,

2. Aspekty dydaktyczne mechaniki analitycznej w dziedzinie poJjgé

Polenm zastosowanis mechaniki snalitycznej jest przede wssys-
tkim mechanika ukladéw nieswobodnych. Fizyézne wyjaénienie sen-
su takich ukedéw nie nastrgcsze trudnoéci. Zwigzene = pojeciem
skrgpowania ukedu definicje wigzéw, majg réwniez przejrzyste
interpretacje geometryoczne /jeéli ograniczyé¢ sig do ukzadéw ho-
lonomicznych/. Jednakfe istotne jest zasakcentowanie, 2e w réw-



- B -

neniach wigzéw odpowiednio skleronomicenych i reonomicznych, [3]:

(1) T (x40 Zpn Xy0 Xy woe X5p) = 05 e
(x,, Xpy X3y Xgp eeo xan,g- 0; = ’

gdzie: x5 = kolejne wspélrzgdne kartes jarskie punktéw ukledu ma=-
terislnego, n = ilodé punktéw, r - iloéé réwnad wigséw, t - czas,
- drugie réwnanias - wobec jawne] zaleznosci od esasu dotyozg
wigzéw ruchomych. Jest to ruch niezsleZny od ruchu uk¥adu wzgle-
dem wigzéw - ten ostatni mieédi sig¢ w zalefnosciach x, = x (t)
i w konsekwencji jest niejawna zaleznoScig obu TYpSW rgwnaﬁ wiezéw
od czasu. Tekie rozréinienie ms zasasdnicze znaczenie dla prawi-
diowej interpretacji przesunigé mozliwych i wirtualnych.

Odpowiednio dla réwnad wigzéw typu (1) funkcje zamiany wepél=

rzgdnych sg postaci:
o 4%l L= 1,200, <30k
o x5 = X5(%» t) s J=12,... 3n,
gdzie 9 - 89 uogélnionymi wspéirzednymi Lagrenge ‘a, a s-oznacza
liczbe stopni awobody ukiadu.
Stosownie do dwu postaci funkcji (2) moZna utworzyé dwie we-

riacje wspéirz¢dnych naturalnych IJ :
Sx, = _a_x.l ,Sqi ;

J aqi
(3) Dxi ox
Jxa = -—5-&? qu + —a—f- d-t ’

Wzory (3) wyratejq przemieszczenia mozliwe odpowiednio dls ukie-
déw skleronomicznych i reonomicsznych.

Skoncentrujmy terasz uwage na przemieszczenisch wirtualnych
w ukladsch reonomicznych. Spotykana definicja, np.[j]: réznica
dwéch przemieszczerd mozliwych,reaslizowanych w tym samym czasie
3t jest przemieszczeniem wirtualnym-jest nieécisla orez maXo -
komunikast ywna. Mozna si¢ z tym zgodzié¢ 2z punktu widzenia inter-
pretacji geometrycznej, okreédlajgcej niejednoznacznie miare
przesunigcia wirtuslnego w sensie jakoséciowym. Précz tego u pod-
staw tej definicji leiy zaZozenie, Ze rozpatrywany ukzad
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zrealizowal co najmniej dwa przesunigcia moZliwe, przy czym 2ad-
ne z nich nie musi byé przesunigciem prewdziwym w ruchu rzeczy-
wistym. RéZnicujgc dwa przesunigcia mo2liwe w tym samym czasie
zakieda sig, %e chodzi o ruch prawdziwy - przynajmniej w zakre-
sie rzeczywistego ruchu wigzéw. Bez usciélenia, co w gruncie
rzeczy przyrost czasu Ot wyreza - definicja staje sig nieédcisia.
Zesuwazmy réwniez, ze przy dwéch réinych, mozliwych dla danego
ukxsdu ruchach wigzéw, réznica dwéch przesunigé mozliwych za=-
chodzgcych naewet w tym samym czasie nie jest przesunigeiem wir-
turelnym. Podniesicne zsstrzeZenie zinterpretujemy na prostym
przyktedzie. \
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Rys,1. Obraz geometryczny przemieszczen wirtualnych uktadu

Niech ukladem bgdzie punkt msterislny M skre¢powany wigze-
mi utworzonymi przez prosty 1 obracajacg sig w jednej plesz-
czyénie, np. x,X, £ predkoscia ketews u:'.@gm.fy Réwnanis wig=-
zéw sq postaci:

x, = 0;
) ? B

x, = x, ctg¥= 0, gdsie f-of w)dT ,
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a satem ukted ma jeden stopier swobody. Wepéirzedng uogélniong
mo2e byé polozenie OM = q liczone wzdluz prostej od édrodka obro-
tu. Po czesie Jt prosta zejmie nowe poXoienie 1’ a punkt prze-
miedei sig w pooienie M{, (rys. 1. Na przemieszczenie mozliwe
Jf{ = MM’ sklada sig wektor B'F; = W’ wyraajgcy przemieszcze~-
nie wywoXane ruchem wigzéw orsz przemieszczenie wyrazone waria-
cjg Jq‘_!:pémgdmj uogélnionej q bez wariacji czasu, tj.
Jqy = W .

Stgd przemieszczenie mofliwe jest rdwne:
(5) JH; = OF, + 9q; -

Jeéli w innym ruchu pordéwnawczym przy tej semej funkeji W’
-punkt zajmie poZosenie Mj, to odpowiednio bgdzie:

(6) 33 =07, +J%; .

Przesunigoie wirtualne stesownie do preytoczone] definiocJji
wyniesie;
(7) SF=0W; - 0F; =0q, -Jq, =Iq

i prsy dodatkowych sslofeniach, o ktérych wspomniano poprzo‘dnio
definicja jest siuszna, bowiem przemiesszczenie Jdd nie narusza
wigsévw.

Zat6tmy jednak, %e w rozpatrywanym ukZadsie w ruchu poréwnaw=
esym funkcja obrotu prostej jest inna, np., wW°’’= W’ th Wéwozas
w takim samym czasie Jt prostsa 1 zajmie inne ni2 poprsednio
poZotenie 1°°, (rys.1) s punkt M polozenie np. M’’. Powtarsajac
procedurg wyrszong swigskemi (5) 1 (7), @ nastgpnie réfnicujse
dws dowolne przemieszczenia motliwe typudH’ ‘L K’ otrsymamy
przemieszcsenie niesgodne £ wigsami. Takie przemieszcsenie nie
jest jus prsemieszcseniem wirtualnym, s zatem w tym przypadiu
definicja nie Jest écisZa.

Mozna definicje prsesunigd wirtuelnych udcidlié ograniesajac
jeoj sastosowanie tylko do prawdziwych ruchéw wigséw, Jednakie
obwarowsnie jej sastosowanis sbyt wielome szczegélowymi gastrze~
geniami i tak uczyni jg nieprse jrzysty. Proponujemy inne sdefi-
niowanie przesunigé wirtuslnych. Misnowicie istotq réinicy mie-
dsy przemiessczenien moiliwym i wirtualnym jest wektor przemiess-
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czenia wywolenego ruchem wigzéw. Wektor ten, jak wskazano po-
przednio, moze byé wiaénie przyczynq niejednoznacznoéci i wprost
niedécistodci w definiowanych przemieszczeniach wirtualnych.

W dydaktyoznie racjonalnym sposobie poprawnego definiowania
pojeé naleiy jui przy charakterystyce ukiadéw niestacjonarnych
zwrécié uwage na rozgraniczenie migdzy ruchem ukiadu, a ruchem
wiezéw. Nalezy wigc w szczegélnoéci wakazaé, 2e ruch wigzéw me
zewsze prezyczyng¢ zewngtrzng, ktéra wpiywa na ruch ukXedu, lecs
nie odwrotnie., Dalej - ruch wigzéw nie wplywa na zmiang liczby
stopni swobody takiego seamego ukladu stac jonarnego. I wreszcie
- %e w przypadku skrajonym jest mozliwy ruch ukadu calkowicie
skrepowanego, tzn. o ilodci stopni swobody s = O. Tskie przygo-
towanie interpretacyjne od razu gwraca uwag¢ na rosréZnienie
zewngtrznego ruchu wigzéw i wewmgtrznego ruchu uk2zadu. Na tle
naszkicowanego wprowsdzenis przemieszczenis wirtuslne moZna zde-
finiowaé nastgpujgco: ka2de zgodne z wigzemi przemieszczenie moz~
liwe bez wariascji czasu jest przemieszezeniem wirtualnym uk2adu.

Definicja jest sXuszna dla ukladéw zeréwno skleronomicznych
jek i reonomicznych, bowiem w pierwszych ukiadech wariacje cza-
su jest zawsze réwne zeru , Pewne elementy przytoczonej defini-
cji podano opisowo w [6], gdzie autor wprowadza pojgcie "zemro=-
senia wigzéw", /podobnie bez koniecznych objaédnied w [2]/. Pro-
stote i przejrzystoéé przytoczonej tutaj definicji jest niewgt-
pliwa. W rozpatrywanym przyktadzie wigzdéw na podstawie réwnas
(4) mozna nepisaé réwnanis zamiany wspéirzednych (2) w postaci:

x, = q cos¥;
_(8) {xz = q sin¥.
Wariacje wspéirzednych z weriacjgq czesu, tzn. skladowe wekiora
przesunieé mozZliwych bedsg:

JJ:1=Jq cosy - q W sin¥ dt ; t
Y= w()dT
©) 15;2 =dq sin¥+ q w coa?d"t . { ,

|

Wariac je wspéirzednych bez wariacji czasu, tzn. przemieszoze-
nia wirtualne ukadu sg odpowiednio:
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511 = Jq cos ¥ ;

o) Jdx, =Jq ein¥.

Wspérzedne wektoréw (9) 1 (10) tworzg wektory o, 1 Jq
@ya. 1). Wielkodci te, jako wyznaczone tutaj na podstawie praw-
dziwego ruchu wigzéw nie dopuszczajg 2adnej niejednoznacznoSeci
w okreslaniu przesunigé mozliwych i wirtualnych.

Na zakorczenie tych rozwazer moine dokonad pewnego sko jarze-
nia oméwionych definic ji odniesionych do ukladéw tak stac jonar-
nych, jak i niestacjonarnych. Oté6% z zaleznosci (10) wynika, ze
wzory te wyrazajq przemieszczenie moZliwe i wirtualne w rozpa-
trywanym ukledzie przeksztazconym na ukXad stacjonarny. Stad
moine wyprowadzi¢ wniosek, 2e przemieszczenia wirtualne w ukla-
dzie niestacjonarnym sg takie same jak w odpowiadajgcym mu ukla-
dzie stacjonarnym.

3. Problemy dydaktyczne dotyczgce podstaw teorii dynamiki

Podstawg teorii dynemiki sy dynamiczne réwnania ruchu. Zardéw-
no dla ukadéw swobodnych, jak i nieswobodnych - sg to rdéwnania
wyniks jgce z drugiej zasady Newtona. Jednakze w przypadku ukia=-
déw nieswobodnych do réwnard tych wchodzg siiy reakcji wigzdéw, co
gnaocznie komplikuje ich postaé oraz zwigksza ich iloé¢ ponad
niezbegdne minimum. Z tego wzglegdu specjaslnie dla takich ukiadéw
rozwinigto dynamik¢ anslityczng. Proces dydaktyczny tego dziaiu
mechaniki ngpotyka na znaczne trudnoéci. Przedstawimy tutaj is-
tote tych trudnesoi wraz gz propozycjg ich zXagodzenia.

Podst swowe znsczenie w akademickiej mechanice analityczne]

msjg réwnanis Lagrange ‘s II redzaju:

: d OB OB " R ;
(”) at aai ' aqi ’ : » &y ’

gdzie 3(41, q ,t) jest funkcjg energii kinetycznej rospatrywane-
go ukzedu a Qi sgq sizemi uogélnionymi odpowiadajgcymi i-tej
wspéirzednej uogélnione].
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W kursie askademiockim réwnenia te sgq wyprowadzane z réwnarn
Newtona, np. [2],[3]. W tym celu naley drogg przeksztaices oka-
zaé, ze:

Ll
0qy 24y
at 9q,  Oq,
(12) ﬁgm y '&2 a dE
. — 1
= 9 £ av oxy
d E d OE 0% E Ox
—(a. )J‘J ’ilﬂ; n(—:‘ af -—a—-a-f)] dq, .
£ at \0k; £ 3 ij oq, Ok 9q,

Po przeprowadzeniu tych dowodéw czgéciowych drogg diugich
przeksztatcer otrzymuje sig wreszcie réwnania w postaci (11).
Nieprze jrzystosé manipulacji matematycznych, pomimo ich popraw-
noéci jest wyjatkows. Uzesadnienie fizyczne i stosowna interpre-
tacja jest trudna dla profesjonalistéw, /celowoéé matematyczna
jest lepiej widoczna/, a cé% dopiero méwié o trudnosciach dla
studentéw. Tek sie tez skada, Ze wyprowadzenie réwnai Lagran-
ge’a II rodzaju bywa chgtnie aplikowane jako temat na egzaminie
pisemnym z mecheniki. Twierdzimy, 2e student pokonawszy duze
trudnoéci nsuczy sig wyprowadzenia na pamig¢, odnoszgc minimal-
ng korzyéé dydektyczng. Istnieje niebezpieczerstwo, 2e koncen-
tracja wysiiku wXozZonego w menipulac je matematyczne wytworzy u
uczgcego si¢ przekonsnie o waznoéci samego wyprowadzenia. Latwo
wéwczas stracié z widzenia fakt, Ze o wiele waznie jsze s zato-
zenia dotyczgce samych réwnan, a przede wszystkim postulat
d’Alemberta o pracy wirtuslnej sil reakcji wigzdw idealnych ozy
odmiennosé¢ kwalifikacji eiX czynnych i s8iX reakcji w dynamice
ukzadéw awonodnych i nieswobodnych. Zwréémy uwagg¢ na jeszcze je-
den znamienny azczegél. Oté6z otrzymsnie réwnarn Lagrange ‘s z réw-
nai Newtona wymega istnienia réwnari Newtona jako réwner wyjécio-
wych [5]. W efekcie wigc mamy sytuecjg dydektyczng nastgpujacy:



musi byé podana jeko sprawdzone lecz nie wymsgajgca dowodu za-
sada Newtona wraz z réwnaniami z zaznaczeniem, 2e jest to postu-
lat teorii mechaniki. Nastgpnie wprowadzejgc odpowiednie zazoze-
nis drogg diugich przekszteicen dojdziemy do innego postulatu me-
chaniki - do réwnari Lagrange “a. Jednakie bigdne jest mniemanie,
2e réwnenia Lagrange‘a zostaly wyprowadzone, gdyz postulatu te-
orii wyprowadzié¢ nie mozna. Na opisanej drodze pokazujemy tylko,
2e jeden postulat teorii mechaniki jest réwnowazny innemu postu-
latowi mechaniki. Skoro tak, to po co ucigzZliwe przeksztaicenia,
jezeli jeden postulat i tak musi byé przyjety é priori. Zatem

z wigkszym efektem dydaktycznym moZna unikng¢ diugich przeksz-
tazcend formuiujgc jeko postulat teorii dynemiki wprost réwnenis
Lagrange ‘a II rodzasju. Czas poéwigcony na przeksztaicenia ko-
rzystniej bgdzie przeznaczy¢ na szczegéiowe omdwienie zaXozen
towarzyszgcych i stwierdzenie, 2e nie wymagajgcym dowodu postu-
latem mogg byé zeréwno réwnanie Newtona, jak i Lagrenge ‘a. Efekt
okezania réwnowaznodéci mozna znacznie Xatwiej osiggng¢ przecho-
dggc w réwnaniach Lagrenge ‘a ze wspéirzgdnych uogélnionych ukia-
du nieswobodnego na wspéirzedne kartez jeriskie ukiadu swobodnego.
Wéwczas réwnowaznoéé obu postulatéw wynike natychmiastowo.

Jeéli w kursie mecheniki berdziej zaawansowanej zalezy nam
na ogélnoéci postulatu podstawowego i jego interpretacji fizycz-
nej, to jest mozliwe inne jeszoze pode jscie do problemu. Zwréé-
my tutaj uwage ne fakt, 2e do takich interpretacji nie nadajg
si¢ eni réwnania Newtona, sni Lagrenge “a. Jedne i drugie to réw-
nania rézniczkowe zwyczajne drugiego rzedu. Jak je interpretowac
w postaci ogélnej ? Odpowieds bardzo trudna. W tekim przypadku
preponujemy inne pode jécie. Jako postulat teorii meéchaniki nale-
iy w pierwszej kole jnosci sformuloweé zasad¢ Hemiliona dla do-

wolnych 8ii uogélnienych.
9,

f2)
fu

(1)

4 ¢
Rys.2. Sgkic do interpretacji sasady Hamiltona
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Wedug tej zasady ukiad dynamiczny moze ai¢ przemiesdcié z pe-
zozenia (1) do poozenia (2) w przedzisle czasu [t1,t2] po réz-
nych trajektoriach w przestrzeni zdarze:n, np. 9395 9429 944 itd.
(rya.2) Mozliwe sg wszystkie trajektorie poréwnawcze ktére nie
narusza jg wigzéw ukiadu. Zasada Hesmiltona w rozwaZanym przypad-
ku ma brzmienie: '

Sposéréd wszystkich mo2liwych trajektorii ruchu trajektorig
rzeczywistg jest ta, dla ktérej caxka sumy:

(13) j'?-(d‘z + :Z, Q d’qi) at = 0

%

wariacji energii kinetycznej bez wariacji czasu i pracy wirtual-
nej siz czynnych jest réwna zero.

Nalezy tu wspomnieé¢, 2e to sformuowanie zasady Hamiltona
nie jest sformuiowaniem weriacyjnym dotyczgcym ekstremum funkc jo-
natu. W tyn bowiem przypadku nie istnieje funkcjonaz odpowiasda-
jacy dzieszeniu Hamiltona w ukzadach z siZzami potencjelnymi.

Interpretacja fizyczna zasady (13) jest mozliwa na gruncie
ogélne j prawidXowosci przyrody do minimalizacji nakiadu energe-
tycznego w kazdym ruchu i w kazdym procesie.

W celu uzyskenia efektywnych réwnerf ruchu wyrazamy wariacj¢
energii kinetycznej bez wariac ji czasu, co przy funkcji energii
jak w opisie do réwnah (11) wyrezi sig nastepujqco:

0FE

14 JE = et O G da .
( ) s aqi qi aqi q

Catkujgec przez czegséci wyrazenie:
t

; 2 t2 s 2

1

gdzie juz wykorzystano zerowanie sig weriacji przemieszczerd w
koficowych poXozeniach trajektoril w chwilach tI it,, tzn.
Ghi(t1)= 01i tfqi(t2)= 0 - zasade Hamiltons mozna terez wyra-
zi¢ nastgpujgco:
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t

2 a4 OE JE

(16) J( [- == i Qi] ﬁhi it = 0 .
¢ =1 &,9% Oy P,

Poniewaz caika (16) moze znikeé tylko przy zerowej funkcji pod-

calkowe j, przeto na calej trajektorii musi byé:

(17) z[i*?“i“?j}{qi= ;Z:Q:l day

=) Lat 9qy  Dqy

co wyraza réwnanie pracy wirtualnej w pdstaci Lagrange ‘a. Wobec
niezaleznoéci przemieszczen wirtuaslnych przy réwnoczesnym nie-
zerowaniu si¢ tych wielkodci otrzymamy:
( ) d 0E OE
18 w— om—— = 2 Qe 3

©q 17

czyli réwnania Lagrange ‘a w postaci (11).
Cigg logiczny tekiego otrzymanie réwnan ruchu jest znacznie

krétszy i bardziej prze jrzysty. Zawiera bowiem fundamentalng za-
sadg przyrody - tutaj minimum cetki Hemiltona (13) oraz krétkie
prze jécie do dostatecznie ogélnej postaci réwnad ruchu (18).

Podsumowujgc rozwazanid dotyczgce podstaw teorii mechaniki
mozna stwierdzié, 2Ze przeksztaicenie réwnan Newtona na rdwnenia
Lagrange ‘a jest malo efektywne dydaktycznie. Proponujemy wigc,
aby w kursie mniej zaawansowanym sformuXowaé¢ réwnania Lagrange ‘a
wprost jako postulat teorii mechaniki. W kursie bardziej zaawan-
sowanym proponujemy Jjako postulat teoril sformuZowaé zasadg¢ Hae-
miltona i z niej otrzymaé réwnenie Lagrange ‘e. W wypowiedzienych
uwagach nie bierzemy pod uwage mozliwoéci innego sformuzowania
dostatecznie ogélnego postuletu podstawowego, ktérym moze byé
zasada najmnie jszego przymusu Gaussa lub réwnania Appela.

4. Wnioski koricowe

Zamieszczone W pracy rozwazania pozwalajq na sformulowanie

nastgpujgcych wnioskéw korhcowych:
- przytaczena w podrgcznikach asksdemickich definicja przemiesz-

czef wirtualnych nie jest dostatecznie écisia, a jest przy
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tym mazo komunikatywna,

- lepszy efekt dydaktyczny moze zapewni¢ definic ja przemieszczen
wirtualnych, oparta na pojeciu wariacji przemieszczes,

- przeksztaicenie réwnar Newtona na réwnania Legrange‘a Jjest
bardzo diugie i wyjgtkowo nieprzejrzyste, zaé efekt dydaktyczny
jest minimelny,

- dla poprawienia efektywnedci dydaktyczne]j icpiej sformu owad
réwnania Lagrange ‘a wprost jake postulat teorii mechaniki,

- w bardsiej zaawansowanym kursie mechaniki celowym wydaje asig¢
sformutowanie jeko postulstu zasady Hemiltona i otrzymanie réw-
nag ruchu z tej zasady.
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SOME DIDACTIC QUESTIONS OF ANALYTIC MECHANICS TEACHING
Summary

In This paper some questions of a great importance in tea-
ching the elements of analytic mechanics are refered.
These questions are being classified in two categories i. e.
definitions and pronciples of the theory of mechanics.
There has been taken up a trial to shape some instructive
nethods of notions and bases which can be useful in teaching

analytic mechanics.

HEKOTOPHE JHIAKTVMECKME ITPOBJEME OBYYEHWA [0 AHAJIMTIMECKOH
MEXAHWHE

Coze pxaxue

B osro#f paGoTe pacCMATpHBAKTCA HEKOTODWE XHMIAKTHYecikue mpobiue-—
MH, KOTODHE e nT y310BOE SHaueHHe B OCY4YEeHHHM OCHOB IO AHAJIH—
ruyeckolf mMexanuxe. [[po6GaeMH 3TH KiacCHPMIMPDOEAHH B JBYX KaTero-
pHAX: ONpejeNeHEA NOHATHI, a TaxkXe NPHHIMIOB TEOPHH MEXaHMKH.
HayaTo sgees NONHTKY (QOPMYJAHDOBKH JIMIAAKTHUYECKM pallHOHAJBHHX
METOJ0B Kacalmpxcs NMOEATHHE M NPUHIHKIOB, KOTOPHX NTAKTHYECKOe
HCNIOJNH30BAHUE MOXeT NPHHECTH 3HauHTeJbHHE 3)JeKTH B ciepe AH-
JAaKTHKE aHAJIMTHYeCKOd MexaHHMKH. PafoTa oTa NpejHasHauyeHa XA
yurTene# BHCmuMX yueGHHX 3aBeleHNl NpofeCcCHOHANBHO 3aH MMANHX-
ed npenojaBaHueM obmeil TeXHWYECKOH X aHanUTAYeCKON MeXaHEKH.



