Arnold Wilczyrski

STATECZNOSC PZASKIEJ POSTACI ZGINANIA BELKI
0 ZMIENNYM PRZEKROJU OBCIAZONEJ SIZ4 SKUPIONA

1.Wstep

W pracy rozpatrzono zagadnienie statecznoéci praskie] posta-
ci zginania belki dwupodporowej o zmiennym przekroju, symetrycz-
nej wzgledem osiz, , obcigzonej w potowie rozpigtosci sitg skupio=-

1z
Rys..1.

ng P (rys. 1). Przyjeto nastepujace zaXozenia:

- podpory uniemozliwiajg obrét korcéw belki wzglgdem osi X
oraz osiZ, '12z,,

- gi¥a skupiona P jest zaczepiona na osi six poprzecznych’
i jest do nie] prostopadza,

- grubosé przekroju poprzecznego belki jest stata, a jego wyso=-
koS¢ zmienia sig liniowo wzdXuz osix , .

- sztywnosé belki na skrgcanie nieswbbodne jest réwna zeru,

- osie y i z 83 g¥évnymi centralnymi osiami bezwXadnosci
rrzekroju poprzecznego,

- sztywnosé zginania wzgl¢dem osi y jJjest duza w pordwnaniu ze

sztyvmoscia wzglgdem osiz ,



Przy powyzszych zaXozeniach wyprowadzono réwnania réiniczlo-
we réwnowagi obojgtnej belki, po czym sprowadzono je do ukadu
réwnald catkowych. W celu rozwigzania tego ukadu zastosowano re-
tod€¢ kolejnych przyblizZen, nastg¢pnie wykorzystujgc symetrig od-
ksztaZzcenia zwichrzonej belki, otrzymano warunek skuigcy do ok=-
redlenia pierwszych krytycznych wartosci obeigzenia,
Przeprowadzono obliczenia numeryczne, ktérych wyniki dotyczg be-
lek o przekroju w ksztatcie wydiuzonego prostokgta. ‘

Zagadnienie podobne do rozpatrywanego w niniejsze} pfacy ro-
zwazyt S,Widniewski [3] . Zajax on si¢ zagadnieniem statecznosci
pZaskiej postaci zginania belki w ksztaicie pZaskownika z syme-
trycznie sci¢tymi narozami, podobnie obcigzonej, ale w inny spo-
séb podpartej na swych kodcach.

2, R6wnania rédzniczkowe réwnowagil

obojegtne}

PoXozenie dowolnego przekroju poprzecznego belki po utracie
statecznodci mozna okreslié za pomocy trzech skXadowych (rys. -3F
- przemieszczenia u Srodka cigizkosci przekroju w kierunku osiy ,
- przemieszczenia w $rodka cie¢zkosci przekroju w kierunku osi z ,
- kata obrotu Yy przekroju w ptaszczyZnieyz .

Dla dowolnegox w przedziale Cgx&b  sk¥adowe momentdw

wynoszg
M=~ [ulb)-uix)]
M:{--f (x-c)
(2.1) Me==M,

przy czym M, oznacga moment oddziaXywania utwierdzenia w piasz-
czyinieyz ,

Wprowadzajgc lakalny uk¥ad osi¥ , 7 , ¢ , zwigzany ze zwich-
rzonym przekrojem w miejscux , moZemy momenty zginajgce M»n 1 Mg
oraz moment skrgcajacy Mg wyrazié za pomocg wzordw
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Rys. 2.

M,,-M,costx.v;H»Mgcowq.qlszéos.fz.ql,
(2.2) | Mg =My COS(x,5)+MyCOS (y.5 }+Mz COS(2.5) 5
Mg =Mxcos(x,§ My oSy, M, CO5(2.5) .
Cosinusy kierunkowe, okreslone z dok¥adnoscig do maxych pier-
wszego rze¢du, majg przy tym nastgpujace wartosci:
cos(x;g)=1 , COS(x.n)==u’', COS (X, Zr=-W',
(2.3) cos(y.g)=u’, cos(y.ml=1 , cO3(yg)==%,
cos(z,E)=w', cos(z.mI=¢ , cos(z.8)=1 .

Réwnania réwnowagi obojgtnej belki w stanie zwirzchonym,
przy uwzglg¢dnieniu zatozenia o zerowe] sztywnoséci deplanacji,
z dokadnoscia do maXych pierwszego rzgdu majg postad



f2.4)  EZwUx)=My-, EJgux)="Mg , O ¢'x)=~M, ,

przy czym EJn Jjest sztywnoscig zginania belki wzgledem osim ,
EJy - sztywnoscia zginania belki wzglgdem osi ¥ , GJ, - sztyw-
noScig skrgcania belki wzglgdem osi § . '

Podstawiajge réwnania (2,2), po uprzednim uwzglgdnieniu za-
leznosci (2,1) 1 (2.3) , do réwnand (2.,4) i pomijajgc maXe wyisze-
go rzedu, otrzymujemy nasfqpujqcy uk*ad réwnan réwnowagi obojit-
nej belki:

E Iy (X)W (x)==§ -C)=M, (x)
(2.5) EJ;(XJU.(XJ=M|‘£-(X'C’(PCX, H
GJ,,fx}cp'(x;-f[u{b)—u{x;J+£(x-c)u'fx}+M,w’fx) X

Z uwagl na zaZozenie o duzo wigkszej sztywnosSci zginania EJn
od sztywnoéci EJr mozemy w rozpatrywanym zagadnieniu poming¢
wpiyw przemieszczenia w 1 w konsekwencji nie uwzglednié skxad-
nika M,w' w trzecim réwnaniu (2.5).

Po zrézniczkowaniu drugiego i trzeciego réwnania (2.5) otrzy-
mamy .

(2.6) EJngJu"'{X)*EJ:g(X}u"(x]*-gp rx—.C)Cr'rxh?EcpthD ;
GJ, X)@"x)+GI (x) Px) -z (x-Clu“(x)=0.
Ograniczajgac sig¢ w dalszym ciggu pracy do belek o przekroju
prostokgtnym, przy zatozeniu staXej grubosci g przekroju i linio-
wo zmiennej jego wysokosci h , otrzymujemy dla C<x<b nastg-
pujgce zaleznosci:
h{xl:?fbslg' i
(2.7 e 10834
k] ! (x)d =
Poniewaz przekrdj prostokatny bgdzie wysoki a cienki, gdyZ z
zaXozenia EJq»EJ;, zatem moment bezwkadnosci przekroju na skrg-
canie mozemy wyrazié za pomocg wzoru:

3
(2.8) I (x)=2E= 3, b)E .



Po uwzglednieniu (2.7) 41 (2.8) , réwnania (2.6) przyjma postac

EJg (b)f u™EJg(b) LuEix-c)p4F ¢=0,

(2.9) 1
< GI, (bl'ﬁ ¢"+GJ (b)p ¢'- gp (x-C)u"=0,

Wprowadzajgc nowg zmienng bezwymiarowg
--‘-
(2.10) t=p

oraz oznaczenia

- __pi8 . 1
(2.11) P Jg‘b}GJk(b} ' U—-V%%‘ ) E:r-g- ’ gs%u-’:g—

i zastgpujae funkcje urx i $¢x) odpowiednio funkcjami (tli Yit) ,
réwnaniom (2.9) nadamy ostatecznie postaé

(2.12) v Evirdpole’ By i pols® -0,
AT P

3, FPunkcje vl i Wit

Réwnania rézniczkowe réwnowagi obojginej (2.12) sg sXuszne
dla t zawartego w przedzialedf,1) . Poniewaz funkcje v ft) i Wit)
oraz ich pochodne sg cigg*e w tym przedziale, moZemy napisac
(ol vm-v-fe)'(f-ﬂv’f£)+i-rf-e)‘~’u'(c;+%fﬂ-s)zu'”(s;ds,

30 g =yrce) (t-6) V’(s;?’(bs} ¥(s)ds.

Uwzglg¢dniajac warunki brzegowe wynikajgce 2 zaXozenia doty-
czqcego podpér, tj. warunki '
{5:2) viE)=0 , v'E)=0 , YE)=0 ,

oraz podstawiajgc do réwnan (3.1) v" i Y" okreslone z réwman
(2.12), otrzymamy

¢t

> 2 1 . o
w(t)=% ft-e}ev“(E}-—z'-w!g5f “5 =) [u—z_!g v-(s)+ :_;T(afs-e) ys)+
é

+ 5 pyes)]ds,



Yt = (t-€) y'(e)- %J*—- y's)-Fps-€)v'ts)]ds.
€ -

Dokonujge caZkox-.rania przez czgsci, uzyskujemy ukiad réwnan
catkowych Volterry drugiego rodzaju
;] " : 2 ¢ 1
wlt)=F (t-e)? v ie)-[ visiasFpwls? (s*es2stiet’)yis)ds,
t

1% ) Sl
v (t)=(t-€) qr'(epgp-v—{f) (5 j—, v(s)ds—f;*,- ysids.
£

W celu otrzymania rozwia,za.nia_przyblizonego powyzszego ukka-
du réwnai zastosowano metod¢ kolejnych przyblizeid. Przy tym jako
pierwsze przyblitenia. funkeji Vv(t) i v (t) przyjgto

v (t)=F (t-e)2v'E) , Y (t)=(t-€)y'(€).

Po wykonaniu trzech krokéw iteracyjnych uzyskano rozwigzania:
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(3.4 ) +(Ftdet-ike?)et !n{-—(%z‘q’g €)e*tin?t+

+25 ésfln’"g-]}+W'rs){dt-n-itln{dtlnz{--
T T P e e

3
+ (4% %ehz'-ez)ﬁn{--(%t*%e)etln2-€-+

rZetindd }

4. Erytyczne wartosdci sity P

Majac okreslone funkcje () i W (1), mozemy wyznaczy¢ kry-
tyczne wartosei sixy P , korzystajgc z warunkéw symetrii od-
ksztaXcenia belki, Dla x=b , tzn, dla t=1 mamy mianowicie

(4.1) wi(1)=0 , wy'1)=0 .

Po zrdézniczkowaniu funkeji (3.4) i wykorzystaniu warunkéw
(4.1) otrzymujemy uk¥ad dwsch réwnai jednorodnych wzgledem ve)

i ye)
A v (E)+ A, y'lE)=0

(4.2) ; ;
Az v (E) A 1|r{£}==0 s

przy czym Ajx=Ak (p.w.E L) . :
iby zachodzia utrata statecznosci, wielkodci V'E) 1 W'(€)
muszg by¢é rézne od zera. Zatem wyznacznik charakterystyczny wkadu

réwnai (4,2) musi by¢é réwny zeru

Ay Az =0
Az1 ) A22
Rozwiazujac powyzszy wyznacznik, otrzymamy niezalezZne od w

i |l rédvmanie wigzgce wspdiczynniki p 1 &




(4.3) Pefi(E) +pUf2(€) 1375 (€)+fa(€)=D .

Obliczajgc,dla danej wartoseci parame'tru £ , najmniejszy do-
datni pierwiastek P+ réwnania (4.3), mozemy wyznaczy¢ krytyczng
wartosé Pr sixy P odpowiadajgca danemu € . Na podstawie pier-
wszej zaleznodci (2,11) mamy bowiem

(4.4) &r- ﬁ’uEJ!flb)GJ;ibj ;

Obliczenia wartosci wspétczynnika P+ przeprowadzono dla
€=07:095Poniewas '
< _hw«)
&5 =h) '
a gbieznoéé A ramienia belki

A= hrb)l-hld ;

wige zaleznosSé migdzy zbieznoscig A a parametrem &€ Dbgdzie nas-
tepujgea:
as-"—{—t-’lf:—e) .
Przyjecie €£=07-095 odpowiada najczg¢Sciej stosowanym zbieznoscion
w belkach rozpatrywanego typu. Np. dla htb}/t = 0,1 otrzymamy
A=0.005+0053.
Zestawierie obliczonych wartosci wspétczynnika statecznosci
B, podano w ponizszej tabeli.

€ 0,7 0,75 0,8 | 0,85 | 0,9 0,95

Nalezy zauwazyé, Ze réwnania ré.niczkowe réwnowagi obojgtnej
(2.12) tracy swq waznosé dla parametru €-1 , Taka wartos¢ € od-
powiadaXaby belce o statym przekroju. W pracy [2] rozpatrywano
statecznosé praskie] postaci zginania belki o staiym przekroju
przy tych samych zaXozeniach co do podpdr, sztywnesci deplanacji
i ksztaXtu przekroju poprzecznego. Celem wyznaczenia krytycznych



wartodei obcigzenia postuzono sig¢ tg samg metodg matematyczng,
przy czym réwnania réwnowagi obojg¢tnej rozwigzano réwniez z do=
kYadnoscia do trzech iteracji. Torzystajac z wynikéw tej pracy,

otrzymamy
B =6,32 dla €=1,

Wyznaczone wartosci wspétczynnika statecznosci 8y sg obar-
czone pewnym bXg¢dem wskutek zastosowania skolXczonej, stosunkowo
maXej, liczby iteracji. Z analizy przeprowadzonej w pracy [2] wy-
nika, ze ze wzglgdu na szybkozbieZnosS¢ procesu iteracji biad ten
jest niewielki i przy ograniczeniu sig do trzech iteracji ﬁie
przekracza 5%. Przy tym wartosci wspéiczynnikéw statecznoSei uzys<
kane w omawianej pozycji sg mniejsze od wartosci Scisych. Moima
przyjaé, ze réwniez w niniejszym artykule wartosci wspéXczynnika
P, 83 mniejsze od wartosci Scistych nie wigcej niz o 5%.

Jak widaé z zestawienia wynikéw, im mniejsza jest wartosé
parametru € , czyli im wigksza Jest zbieimos¢ ramienia belki, tym
mniejsza jest warto$é wspdéXczynnika statecznosci B,.

Dla rodziny rozpatrywanych belek o tych samych wymiarach h(b),

9 i | wartos$é sity krytycznej przy obnizaniu wartosci € bedzie
malaZXa proporcjonalnie do B, (patrz wzér 4.4) .

Jednoczesénie przy zmiejszaniu € ulega zmniejszeniu cigzar belki,
Stosowanie belek o ramionach zbiezZnych bgdzie éelowe, jezelil pro-
centowy spadek wartodci sily krytycznej wzglgdem sity krytyczne]
belki o,stélym przekroju bgdzie mniejszy od prdcentowego spadku
ciezaru belki., Na rys. 3 przedstawiono wykresy wzglg¢dnego spadku
§Pkr sity krytycznej i wzglednego spadkud G cigzaru belki w fun-

kcji parametru € , przy czym

J&r= pp:pk’ ? 565 (;I )

(Per = wartosé sity krytycznej dla belki o stalym przekroju,
G'- ciczar belki o staXym przekroju).
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Widzimy, Ze dla rozpatrywanych wartosci € , 9R,<IC .

Z punktu widzenia statecznodci sprezystej stosowanie w omawianych

belkach ramion gbieznych jest wigc uzasadnione.
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