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Arnold Wilegzyriski

STATECZNOSC PZASKIEJ POSTACI ZGINANIA
BELKY OBCI4AZONEJ ROWNOMIERNIE

1. Wstep

W pracy rozpatrzono zagadnienie statecznosci pXaskiej postaci
gginania belki dwupodporowej o staiym przekroju, poddanej dziaZaniu
réwnomiernie rozlozonego obcigzenia pionowego q /rys. 1/, '
Ograniczono si§ przy tym do przypadku, w ktérym sztywnosé belki na
skrg¢canie nieswobodne jest pomijalnie mala.

Przyjeto, ze podpory uniemogliwiajg ebrdt korficéw belki wezglg-
dem jej osi oraz wzgledem osi y.

¥ odniesieniu do przekroju poprzecznego belki zaYozono, ue
osiey 12 prostokgtnego uk¥adu x , Yy , Z 3§ gidwnymi centralny=-
®i osiami begwiadnosci oraz ze sztywnos¢ zginania wzglgdem osi y
jest duza w poréwnaniu ze sztywnodcis wzglgdem osi z .

9
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Rys. 1.

Przy powyzszych zalozeniach wyprowadzono rdéwnania réizniczkowe
réwnowagl obojetnej belki, ktdre naste¢pnie sprowadzono do uktadu
dwéch rdéwnar catkowych Volterry drugiego rodzaju, Rozwigzania te-



- 121 =

go uktadu wyznaczono metodg kolejnych przyblized, po czym, wyko=-
rgystujgc symetri¢ odksztatcenia zwichrzonej belki, otrzymano wa-
runek pozwalajacy okreSli¢ pierwsze krytyczne wartosci obeigzenia,
Obliczenia numeryczne przeprowadzono dla dwéch przypadkdw
miejsca przytozenia obcigzenia: do osi belki i do jej gérmej kra-
wedzi, ;
W gakoriczeniu pracy podano przykad liczbowy.

2, Réwnania réwnowagi obojgtne]

Uk2zad sit dziaXajgcych po utracie statecznoSci na oswobodzong
2 wigzdw belkg przedstawiono na rys, 2,, przy czym 0zZnaczono przez:
Mq - moment oddziakywania utwierdzenia w praszczyZnieXy,
Ms - moment oddziatywania utwierdzenia w ptaszczyZnie Yz,
@ - odlegzosc¢ od Srodka cigzkosci przekroju do znajdujgcego
si¢ nad nim punktu przyXozenia obcigzenia ciggtego, przy

e 0éac4h

Dla 0¢x{l porozenie dowolnego przekroju poprzecznego belki po
utracie statecznosci bgdzie okreslone nastgpujgcymi skXadowymi:
- przemieszczeniem U Srodka cigzkosci przekroju w kierunku osiy,
- przemieszczeniem W Srodka ci¢zkosci przekroju w kierunku osi Z,
- katem obrotu @ przekroju w praszczyinie yz. ;.

Skiadowe momentdow sil zewngtrznych dziarajgcych na belke w do=-
wolnym miejscu X wyrazajg si¢ wzorami: -

Me =Me + Fqlum - [ g[ula) -u( -ag@)de

(2.1) ng=‘i‘-}“‘ *]fth'e)de )

Mz"’“s .



- 122 =

Rys. 2.

Wzgledem osi ukfadu lokalnego ; o1 + §, zwigzanego ze zwichrzo-
nynm przekrojem w miejscu X , skfadowe momentéw wynoszg:

)1' =M cos (x, §] + My cos(y,f] + M cos(z,f)
(2.2) Mg =M_cos (x,n) + Hy cos(y,q) + M_ cos (z,n)
My =M cos(x,8) ,+ Hy cos(y,g) + M, cos(z,8) .

Wystgpujace w powyzszych réwnaniach cosinusy kierunkowe z do-
k¥adnoscig do malych pierwszego rz¢du majq wartosci podane w tabli-

cy 1.

Tablica 1.
X Y 2
g 1 u' w'

-u' . 1 P

~
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Réwnania réwnowagi belki w stanie zwichrzonym, po uwzgl¢dnie-
niu przyjetego we wstgpie zaXozenia o pomijalnodci sztywnoSci de-
planacji, = dok]:adnbéciq do maiych pierwszego rz¢du 83 nastgpujg~

ce:
(2.3) __:‘EJQ%=M? ) EJ;&"M; ’ GJ;&{*‘HE 1

gdzie:
EJp- sztywnos¢ zginania belki wzglgdem osin ,
EJs- sztywnosé zginania belki wzgledem osi§ ,
G- sztywnosé skrgcania belki wzglgdem osiE »
Po podstawieniu zaleznodci (2.1) i [2.2) do réwnan (2,3) i po=
minieciu matych wyzszego rzg¢du, réwnania réwnowagi obojetnej przyj-
mujg postac:

X
EJqw*=Msu'~Mgp -4 qx (L-x)-qu' [ [ule) *ap(e)]de,

[+]
(2.4 EJgu'=Mq-qul-xl'f, :
67.¢'=Ms =g (§l-x)u+ g [l-xlu'-q[[u(ehn?(ellde
Poza tym dodatkowo pominig¢to w powyzszych réwnaniach wyraze-
nia zawierajgce funkcj¢ W'z uwagi na zaXogenie EJq)) EJg , ktére
powoduje, i2 wpiyw przemieszczenia W jest w tym zagadnieniu pomi-

Jalnie maty,

Otrzymane réwnania sg rézniczkowo=-caltkowe, niedogodne do ba=
dan, Dlatego srdézniczkowano drugie i trzecie z nich, otrzymujgc
uk¥ad réwnan rézniczkowych liniowych o zmiennych wspdéczynnikach

(2.5) EJ;u' + i"qx(l-x) tp' * q(il -x) " =0

6lug" *+qag - i‘qx(l-xiu' =0
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Po wprowadzeniu oznaczen:

e 63
= = qf =k =£
! 553,63; ek i R s il

réwnania (2.5) przyjma ostatecznie postac:

(2.6) u+ %ful"-x{l-xlfp'* rul®(5L-x)p =0

P rpwlap - Ty x(t-x)u’ =0 .

3. Punkec je u(x i?(x)

Wykorzystujac wxasnosé funkeji u(x) i?(X' » Polegajacg na cig-
grosci tych funkecji oraz ich pochodnych w przedziale{0,l), mozemy

napisaé

w(x) = uf0) +xu'(0) + §x'u'(0) + £ I (x-t)'u“(t)dt ,

(3.1) .
Pl = 9(0) + xg(0) + [(x-t) g"(t)dt .
0

 Po uwzglé¢dnieniu, wynikajgcych z zaXozenia dotyczgcego pod-
pér, warunkéw brzegowych

(3-2) uw)=0 , W(O=0 , ¢l0)=0 ,

oraz réwnad (2.6) otrzymamy:

upn) = §x*u’(0) - fpul” f(:-n‘ [ FH1-t) ¢'lt) +(F1-t) .P{t)] dt

¢ (%)= x¢'(0) - fw*l'z‘/(x-t)[l?ﬂ) -3t (- u"(t)]dt .
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Dokonujge catkowania przez cz¢sci mamy:
ulx) =5 x*u’(0) - fywt™ ] [ 13 (x +1) + tix] gltidt

3.3 -
(3.3 px) = x?'(O] + i'fw"l"‘x (L-x)u(x) +rdl’[(3t-x-l)u(t)dt +

Apu'l [(t-x) plt)dt

Powyzsze rdéwnania stanowia uk¥ad réwnan calkowych Volterry
drugiego rodzaju. W celu otrzymania rozwigzania przyblizZonego za-
stosowano metode kolejnych przyblizeri, Postuzono si¢ przy tym prges=
pisem iteracyjnym

Waut (X) =Ugp(x) - ;;Tul" IK, (t.x,l) %(t}'dt '

Paet (X) = 9o (x) * 17U T (-X)up () + 16" [x,(t.x.uu..(tm .

't Kt gal)at

=042
Przyjmujac

Up(x)= 3 X'u’(0) ¢o(X) = X ¢'(0)

Uzyskane rozwigzanie, wyznaczone z dok}adnoscig do czterech

iteracji, ma postac

" 2 8o 7,-5 614
(3.4a)  u(x)=u(0) [ 2y ('ﬁ + a7 - Y
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4, Krytyczne wartosdci obcigzenia
belki

Z symetrii odksztalcenia belki wzgleden osiX=§l wynikajq
nast¢pujgce warunki:

(6.1) Cuw(y2)=0 ¢'(1/2) =0
Wprowadzajgc do tych warunkéw funkcje (3.4) otrzymujemy ukZad
dwéch réwnai jednorodnych wzgleden u'(0) i ?"0,
(4.2) Ayu'(0) + A ¢(0) =0
Az, U-.(D) +tA,, '-PI(O) =0 ,

gdzie
Ai.,k -Ai,k(‘X‘,U, A‘l) .
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Przy utracie statecznosci wielkosci u'm) w'(ﬂl 53 rézne od
gera, zatem wygnacgnik charakterystyczny ukfadu réwnan (4.2] mu-
si byé réwny zeru

(4.3) | 1Au A _ 0
A!.i ' Au‘
Wyznaczajgc . dla danych wartosciw i A , najmniecjszy dodatni
pierwiastek ¥, réwnania (4.3) mozemy okreslié krytyczna wartosé
obcijzenia belki

il s = 74 EJl.E

Wartos¢ wspdiczynnika Y, obliczono dla dwdch wartosci wspéi-
czynnika A=a/l : A =0 i A = 0,025, Wartoéé A = O odpowia-
da przytoZeniu obecigzenia ciqgle,g'o w osi belki, W tym przypadku

Y1 Jest niezaleine od wartosci W i wynosi

W= 47,3

Przypadek A = 0,025 odpowiada przyXozeniu obcigzenia do gérnej kra=-
wedzi belki (@=h/2), xtérej wymiary sperniajq warunek N = 0,051 .
Wartosé '3’; Jest teraz zalezna od wartosci wspdéXczynnika

o A\#

Przyjg¢to do obliczen w = 1,245, ktdra to wartos¢ dotyczy belek
stalowych o przekroju poprzecznym w ksztazcie wydiuzonego pros-
tokata (rys. 3) . Uwzglgdniajgc bowiem zaleznoSci

| €
J;'&hgs - Jg‘-'i‘hg!('l'o.ﬁ-a'g)”%hga ! G=2i1+1) ’
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i przyjmujac dla stali y = 0,29, znajdujemy

W =VT32"§' = 1,245

14

Rys. 3

Dla A= 0,025 i W= 1,245 otrzymano

&= 46,1

Widzimy, %Ze wyniki uzyskane dla przypadkéw A =0 f A= 0,025
niewiele réznig si¢ od siebie. Przytozenie obcigzenia ciggXego do
gérnej krawedzi belki powoduje zmniejszenie krytycznej wartosci -
obcigzenia zaledwie o 2, 5%

Jesli chodzi o dok*adnosé uzyskanych wynikéw moZna przypusg- .
czaé, ze wskutek skornczonej liczby iteracji wartosci wpélczynnj.ka'
¥i sa one nieco mniejsze od wartosci Scisych.

5c Przyktad liczbowy

Wyznaczy¢ krytyczng wartos¢ obcigzenia belki (rys. 1] o prze-
kroju prostokgtnym. Dane: h= 10 cm, g=0,5 cnm, [= 200 cm,
E=2,+10° M¥/m° , @ =1,245.

Krytyczna wartosé¢ obcigzenia, przy zaXozeniu, %e jest ono
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przytozone do gérnej krawgdzi belki, okreslona jest wzorem

lglher = 46,1 YEUE e

Podstawiajge Jg= 1‘12' g GJ;-IEJ;‘J otrzymamy

(qlhe = BB B8 wE=3.14kN

Obliczmy dodatkowo maksymalne naprqzenia‘zginajqce, ktére byzyby
wywoXane dzialaniem(Q“kr. Poniewaz najwigkszy moment zginajgey
jest réwnyfql'ulla, a wskaZnik wytrzymaXodci przekroju wynosi
h%/6
9 / s przeto ,
=3 L .
Grmar = & (1), g = 34,2 MN/m" .

Dla stali konatfukcyjnych dopuszczalne naprgzenia zginajgce kq
83 wigksze od 94,2 HN/mz. Obliczenie wi€c nosnosci na podstawie
kq narazitoby rozpatrywang belkg¢ na utratg statecznosci.
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