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O PEWNYM DYDAKTYCZNIE RACJONALNYM BADANIU
OGOLNEGO I 2Z0ZONEGO RUCHU BRYZY

Wstegp

W trakcie studiowania mechaniki technicznej w politechnikach
oraz na kierunkach wychowania technicznego w wyZszych szkoXach pe-
dagogicznych i uniwersytetach studenci napotykajg na powaine trude
nosci, wynikajgce g¥éwnie 2z faktu, ze mechanika operuje calym sze-
regiem ﬁojqé abstrakeyjnych i to zardwno o charakterze podstawowym,
jak - masa, czas absolutny, si%a czy uk¥ad inercjalny, jak tez po-.
jeé wtérnych, jak - punkt materialny, ukad materialny dyskretny,
ciagty itp., Wiele z nich nie ma 2adnej interpretacji fizycznej
(mozna tu wspomnieé choéby o momencie wektora wzgl¢dem punktu) ,
co Stanowi dodatkowe utrudnienie w rozumieniu samych pojgé, jak
i zwigzkéw oraz zaleznosci, jakie zachodzg mig¢dzy tymi pojeciami.

Przecigtny student wymienionych szkéx wyzszych nie jest przy-
gotowany i przyzwyczajony do swobodnego operowania przytoczonymi
wyrazeniami i w tym mozna upatrywaé, migdzy innymi, Zrdédet trud-
noSeci w rozumieniu i przyswajaniu sobie przez niego tresci przed-
miotu, Rzecz jasna, mechanika jako caXosé¢ jest naukq abstrakcyjng
i rezygnowaé¢ z jej poje¢ nie mozna i nie da sig, gdyz wszelkie pré=-
by upogladowienia poszczegélnych tematéw doprowadzg do tak znacz=-
nego splycenia tresici, %e efekt dydaktyczny bedzie co najmniej wg-
tpliwy, a sam przedmiot stanie si¢ zlepkiem sXabo powigzanych ze
sobg luZnych przykladéw, nie podporzadkowanych ogélnym zasadom,
na ktérych mechanika si¢ opiera. Bylaby to zasada naucgania podob=
nych zjawisk wedXug tego, co je dzieli, a nie, jak by¢ powinno,
wedtug tego, co je tgczy. Wyzej przytoczong tezg¢ zilustrowad¢ moz-
na dyskusja, jaka toczyla si¢ niedawno w zwigzku z reformg progra=
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méw nauczania w politechnikach, Dotyczyla ona pytania, czy do pro-
graméw nauczania mechaniki ma by¢ wigczone laboratorium z tego
przedmiotu, Zdania naucsycieli akademickich w tej kwestii byly po-
dzielone, w wyniku czego do Ministerstwa Nauki, Sgkolnictwa Wyzsze-
go i Techniki przestano z politechnik programy w dwéch alternatyw-
nych wersjach,’ PowoXana przegz Ministerstwo Komisja Wydziaiu IV PAN
wypowiedziata sig za skresleniem laboratorium z mechaniki 2z propo-
nowanych programéw i takie zaXozenia sg obecnie we wspomnianych
szkoXach realizowane.

Przy przedstawionym stanie rzeczy jedyna mozliwos¢ efektywne-
go dziarania dydaktycznego na gruncie mechaniki lezy w udoskonale-
niu opracowar poszczegélnych tematéw pod katem optymalnego przyswo-
jenia przez studentéw zawartych w temacie tresci. Na realizacjg ta-
kich zamierzed skXada¢ sig¢ bedg takie dziatania, jak: opracowanie
atruktur& mechaniki i wskazanie miejsca danego tematu w catlym przed-
miocie, wskazanie gwigzku danego zagadnienia z ogélnymi prawami fi-
zycznymi, objasnienie przyjgtego w rozwazaniach modelu mechanigzne-
go i zakresu przystosowania tego modelu do rzeczywistosci, afarmu-
Towanie zaYozen wstepnych na ktdérych rozwazania sg oparte, przej-
rzyste wyprowadzenie odpowiednich wzoréw i jakos¢ ich interpreta-
cji. Naszym zdaniem istniejg jeszcze inne znaczne mozliwosci uspra=-
wnied w dydaktyce mechaniki w omawianym tu kierunku,

W pracy tej przedstawiono koncepcj¢ realizacji postawionych
gadari w zakresie ruchu ogdélnego bryxy i ruchu zXozonego punktu
jako pewnej odmianie zagadnienia podstawowego. Temat ten umiesz-
czony jest w programie nauczania mechaniki technicznej na kierun-
ku wychowania technicznego Wyzszych Szkét Pedagogicznych w pewnej
postaci uproszezonej - mianowicie jako ruch bryly woké: staiej osi.
Jednakze w przypadku podjgcia, np., w ramach seminarium dyplomowego
dyskusji nad jakimikolwiek zagadnieniami z zakresu kinematyki czy
dynamiki bryly dokXadne opracowanie zagadnienia ruchu ogélnego sta-
je sig¢ nieodzowne, gdyz stanowi punkt wyjscia do rozpatrywania ta-
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kich probleméw, jak np., dynamiczne wyréwnowazenie ciax w ruchu,
reakcje dynamiczne Yozysk, dynamiczne réwnanie Eulera dla ruchu
bryx, zjawiska Zyroskopowe itp. MozZe sig wydawaé¢, Ze przytoczone
zagadnienia sg szbyt szczegélowe, jesli uwazaé je za skladowe przy-
gotowania.absolwenta kierunku wychowania technicznego WSP, Waznosé
pod jgtego tematu jest w peini uzasadniona, giyz w ramach tych zagad-
niefi jest dopiero mozliwe wyjasnienie np. jazdy na rowerze czy dzia-
¥ania dziecinnej zabawki - "bgka", W pierwszej kolejnosci w arty-
kule przedstawiono dotychczasowy sposéb opisu zagadnienia i jego
krytyke {punkt 2. i 3.) , a nast¢pnie propozycje dotyczace odmien-
nego ujecia zagadnienia ogdélnego ruchu bryity (punkt 4.) i wnioski.

2. Metodyka badania ruchu ogélnego bryiy

Poniewaz kinematyka ruchu ogélnego bryly sprowadza sig do opi-
su poYozenia jednego ruchomego kartezjariskiego uktadu wspéirzgdnych
wzgiqdem drugiego uktadu statego, przeto w pierwszej kolejnoéci na-
lezy zbadaé mozliwe wzajemne poXozenia dwéch uktadéw wspéirzgdnych
wzgledem siebie, Tutaj przedstawiono ujgcie oparte na pracach D] »
P . B s[4 -

Jezeli chodzi o przesunigcie rdéwnolegie dwdch ukadéw wspéi-
rzednych, jak to pokazano na rys. 1., to prawo transformacji jest
liniowe i wyraza sig¢ prostym wzorem:

(2.1) T=F, + 7
lub w postaci skalarowej:
(2.2) X = X + Xp 3,8 w129

gdzie: T - wektor wodzgcy punktu M, wyrazony w uktadzie staiym Xxi,
¥y~ wektor poXozenia poczitku ukXadu ruchomego, wyrazony
w ukadzie staiym,
T - wektor poXozenia punktu M, wyrazony w ukiadzie ruchonmym,
Xy » X{ s Xof OTaz x, odpowiednio wspéirzgdne wektordéw T, Ty ,

£,
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nys. 1. Przesunig¢cie réwnolegte jednego uk*adu wspéirzgdnych
wzglgdem drugiego

Wektor primowany oznacza zawsze wektor wyrazony w ukladzie rucho-

myn, a wskaZniki primowane oznaczajg numeracj¢ wspdéirzg¢dnych w uk-

Yadzie mchm. Wektory i wskaZniki nieprimowane oznaczajg zawsze

przynaleznos¢ do ukladu statego.

Bardziej zZozony charakter ma obrdt jednego ukiadu wzgl gdem
drugiego (rys. 2.} , Przez «jj = cos.¥; Xx;) oznacza si¢ cosinusy
katéw migdzy osiami x; i x;j i*, j = 1,2,3). Te liczby sg iloczyna=-
mi skalarowymi wersordw, czyli:

(2.3) oG = ‘Q“é} = 1-1-cos(x; , x;) ; (', i =1,2,3),

gizie & s3 wersorami uk¥adu obréconego, a €; wersorami ukladu
staXego. I.lcz‘byct;j moZna interpretowaé jako rzuty wersoriw &, na
osie x; lub wersorsw 'é"- na osie X . Zestawiono je w tablicy 1,
bedace] jednoczednie tabliczkg mnozenia odpowiednich wersorow,
Z prawa przemiennosci mnozenia skalarouego wektoréw wynika symetria
cosinuséweqj wzgl¢dem zamiany wskaimnikdw, co wyraza zaleznosc:

Oci.j =°:fi'



Rys., 2. Obrét jednego ukadu wspéirzgdnych wzglgdem drugiego
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Tablica 1. Zestawienie cosinuséw kgqtéw migdzy osiami xi i xj

Majae tablicg cosinuséw mozna wyrazié €, , €, , €, poprzesz
¢, » & , & 1lub odwrctnie. W pierwszym przypadku kazdy z werso-
réw & bedzie réwny sumie iloczyndw wersoréw € przez rzuty &
na osie x; , tzn:

(2.4) & o= e, tegd, 3 W=, 2,3),
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w drugim gas:
(2.5) .;, -u("?f ‘fd,ra *dq?_" i- [j ok N 3) .
Miedzy dsiewigcioma cosinusami kierunkowymicGiy (1', J = 1,2,3)

istnieje smesé¢ zaleZnosci. Wersory kartezjarskiego ukadu wapéie-
rz¢dnych s3 wzajemnie prostopadiymi wektorami jednostkowymi, wo-
bec czego muszg by¢é spelnione trzy réwnania:
(2.6) 3{" & "x',i"q"g"'df:s‘ 13 {i'= 15.4,3),
powstale z przyréwnania do jednodci moduXu wersoréw, oragz trazy
réwnania:
; & & gy Ay +0ppdan +Olpg dng = O
(27 GGty G g Kty gy = O

8 & =0y, Aoy +iyy Ky gy Ky = 0

bedace warunkami ich wzajemnej prostopadosci.

Dla okreSlenia poozenia ukadu wspéirzgdnych x; wzgleden x;
wystarcza podanie trzech wzajemnie niezaleinych sposSrdéd dziewige
cip cosinuséw kierunkowychetyj. Pozostae coaim.lsy kierunkowe obli=

cza sig g szesciu réwnai (2.6) i (2.7) .
Na tyn etapie mozna przystapié¢ do znalezienia zaleznoSci mige

dzy wspdéirz¢dnymi punktu M (rys. 2,) w obu ukadach wspéirze¢dnych,
Jak wida¢ g rysunku, wektor wodzgcy T’ w ukadzie x;» ma gapis:
[2.8) - ?B x'. -a."l + x'--e;o "'x,l_e.r .
. Wepéirzedna x; punktu M jest réwna rzutowi wektora wodzgcego
T na o x; , czyli jest réwna iloczynowi skalarowemu:

(2.9) x, =T 8 ; Cb.mtyidy 3)ee

Aby ten iloceyn obliczy¢, mno2y si¢ skalarowo zwigzek (2.8)
obustronnie przez & . W wyniku otrzymuje sig:
TE ex (6 8)r (G 8+ xGT)-
= Xyl + Xglpj + XgOy § (1=1, 2,3).
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Jest to szukana zaleznodé migdzy wspéirzg¢dnymi x, i x; tego
samego punktu M, gdy znane jest wzajemne po¥ozenie obu uk¥addw,
Ostatecznie wige:

(2.10)- X ™ Xpllpi ¥ XfBgi ¥ XNy o

Wgér (2.10) wyraza prawo transformacji wspdirzednych wektora
2 jednego uk¥adu w drugi, tzn. pozwala na obliczenie wspéirz¢dnych
wektora w uktadzie statrym, gdy znane sg trzy jego wspéirzgdne w
u}rzadzie obréconym i gdy jest gnane wzajemne usytuowanie uk.l;a.déw
wyrazone znajomoScig tablicy cosinuséw kierunkowych.

W podobny sposéb moZna znaleZé wzory na wyznaczenie wspéirzgd=-
nych wektora w uktadzie obrdconym, gdy znane s3 jego trzy stpélrzq-
dne w ukYadzie staXym, W tym celu wektor *' nalezy zapisaé nastg-
pujaco: /

(2.11) T = x 6+ x,?z-l- xs-a_‘ .
a nast¢pnie obie strony tego zwigzku pomnozyé skalarowo przez '_é} ’

tzn,:
FH oG A R@ DG g
L= X0l ¥ Xp0fg ¥ X003 .

W tym przypadku prawo transformacji ma wigc postac:

(2.12) Xijs = XyQfpy + Xgolip + Xg0lyy o

W ten sposdéb otrzymano szukane peine przeksztalcenie wspdi-
rz¢dnych wektora T' , wypiywajgce ze zmiany ukiaddw.

Przechodzgc w dalszym ciggu do kinematyki bryty zazoZono jak
zwykle, ze ukIad x; znajduje sig¢ w spoczynku, a uk¥ad x; Jest
sztywno zwiggany z bryig i porusza si¢ wraz g nig, co przedstawio=-
no na rys.3. Wobec przyjetego zaXozenia dowolny punkt M bryiy ma
sztywne usytuowanie wzglgdem ukadu x; = tym samym wspéirzg¢dne X;
nie zalez3 od czasu, natomiast wektor T utworzony z tych wspéie
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Rys. 3. Szkic wyobrazajacy ruch ogdlny bryly

riqdnych zmienia podczas ruchu kierunek bez zmiany moduu., Wektor
chwilowego poXozenia uk¥adu ruchomego T zmienia podczas ruchu
garéwno kierunek, jak i moduX. PoXozenie punktu M gapisuje sig

wige nastgpujgco:
(2.13) T=F + T

Daisze;badania ogélnego ruchu bryly polega na obliczeniu po-
chodnych e, , e,, &g wzgledem czasu wersordw ukfadu ruchomego. Wyka-

guje si¢, ze w rozpatrywanym przypadku istnieje wektor predkosci
katowej c3, okreslajgcy predkosé zmiany kierunkéw osi x;y w kazdej
chwili czasu, Ponadto dowodzi sig, Ze zachodzi zaleznos$é:

Celem realizacji postawionych zadad ustala nastepujgce
ewigzki:
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a nast¢pnie rézniczkuje si¢ je wzglgdem czasu. W wyniku tego
otrzymuje sig: :

ot

T =0; ©-% =0,

“0; %2..-8’ ‘f-:z'% -0‘
(2.16) c0; G +§E =0;

=0 ; %} 'ﬁ} + 15.&5, =0,

Z interpretacji zwigzkdéw (2.16) mozna wyciggngé pewne wnioski,
Mianowicie z (2.16) , wynika, zg jeSli €, nie jest réwny zeru, to
musi on byé prostopadly do €, , czyli musi si¢ wyrazaé kombinacjy
liniowa:

(2.17) 6.t Agte AT,
gdzie A, oraz ,\,3 sq na razie pewnymi nieoznaczonymi mnoinikami.
Rogumujac podobnie, mozna w oparciu o (2.16,2 i (2.16), napisaé
odpowiednio:

G Ay *ApTy
(2.18)

& = A, & AL T

Wyrazenia (2.17) i (2.18) podstawia sig do niewykorgzystanych
zaleznoSci (2.16) i w ten sposéb otrzymuje sig:

Ao + AF) T + G- A& + A7) =0
(209) AT + AFG +F AT ¢ AF) =0
Mg + AZ)THENE ¢ AR) =0

Wykorzystujgc wasnosci skalarowego mnozenia wersordw:

- > = bl 1 gdy i=j 3
-8 = § {0 gdy i) ,
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gdzie 6q jest symbolem Kroneckera, mozna zwigezki (2.19) uproscié

do postaci:
Agt Nyy=0
(2.20) Agt Ag, =0 i
At Ay, =0 &

Jest widocgne, %e sposSréd szesciu wprowadzonych wskaZnikdw
tylko trsy s3 niezalezae - pogostale wynikajg z pierwszych, gdy2
sachodgg migdsy nimi trzy zwigzki:

‘\u" 'An i

(2.21) ; A=-~Ay
- ’

)gf Ay b
wyrazajace prawo skosnej symetrii wzgl¢dem zmiany wskaZnikéw, co
mozna krétka zapisaé: ‘
(2.22) Aj"'Ai’ ’ (ll j"‘ 1a203’ B

Trzy niezaleine mnozniki mozna uwazaé za wspdéirzgdne i pewne-

go wektora 3 , ktéry nazywa si¢ wektorem prg¢dkosci katowej, przy
czym przyporggdkowanie mnotn1k6u4Aq wzgledem wspdirz¢dnych wy jest

nastgpujgce:
(2.23) - @e=Ay; Or=Ay i y=A, .

Przy__ wykorzystaniu prawa symetrii (2.22) moZna pochodne wzo=
réw (2.17) 1 (2.18) zapisaé w postaci: :

'3, =Aa & = Ay 'é’r i

-
ey

(2-24, %a‘ - Aa '9‘; - Au
-e.;. . Au ‘:i' ™ '\u ?2 ’
a dalej - podstawiajac do (2.24) wprowadzone wspéirzgdne )y (2.23)

otrzymuje sig:
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& =y Ty =k T
(2.25) S =0T ~wy T ;
=9:| 5‘-&!? -uf ? .

Do wzordw (2.25), wyrazajgcych pochodne wersoréw, podstawia
sie teraz wspéirzgdne ¢y wyrazone 2a pomocq Bamego wektora o » tzn,
-

Q= DG =D T e D

lub w krétszym gapisie:

(2.26) PR Ny B TR R %
Wzory (2.25) przyjmujgq wtedy postad:
J‘a:. - 57 g - (B2 G
(2.27) g = (&) & - (&) &

g = B8 - B g .
Latwo zauwazyé, e prawe strony wzordéw (2.27) przedstawiajg

rozwinigcie pewnych podwéjnych iloeczyndw wekforowych o postaci
identycznej ze znang regulg napisang w odniesieniu do trzech wek-

toréw a , i ¢

(2.28) (ST = T (33 - Cla-d) .

Przy wykorzystaniu rozwinigecia (2.28) wzory (2.27) mozna ga=

pisad:
G =OxG < )
(2.29) & =S « T
=

5 OG- 8) -

Po wykonaniu koricowych dziatarn na wersorach wzory (2.29,
przybierajg postac:
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G =g
(2.30) & DG
| 5 =G .
Ostatecznif wigec w odniesieniu do kaidego wersora 3; , dla je-
.go- pochodnej czasowej stuszny jest wadr: .

(2.51) ™ .-e-? -a"&? » (r‘- 1.2’3) L]
Udowodnienie powyiszej zaleznosci ma kluczowe gnaezenie dla

badania ogdélnego ruchu bryly, gdy2 uzory(2.31)' okredlajy predkosé’
gmian polozenia wersoréw uk¥adu. ruchowego w zaleinoSci od kinema-
tycznego parametru ruchu bryly, Jjakim jest wektor prgdkoSci kgto-

wejl.
Ze wzoru (2.31) mozna réwniez wyrazié<o ga pomocq wersordw

& oraz ich pochodnych :g’i‘ + Mianowicie mno2gc (2.31) obustronnie
gkalarowo przez € mamy:
(2.32) G- & =5 (oe) ,
¢co po wykorzystaniu wrasnosSci iloczynu mieszanego, zapisanego dla
wektordw 3.', ?iT:
(2.33) T(TxT) =2 (T=x3) ;
prowadzi dla (2,32) do wyniku:
(2.34) S(E=T) =Fx& .
WielkoSé QO-(6 » &) = © - &, = jest rzutem'™® na trezecig

g osi x, , X; , X, wynienionych w porzadku cyklicznym. Ceyli trzy
wspéirzedne predkosci katowe] 3{ Wy @y W) W ukZadzie ruchomym sg
réwne:

W= GGy
(2.35) X 3;. T

=G
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a samg pr¢dkosc¢ kgtowa mozna wyrazié w postaci:
@.36) o= (% +5(5-5) +5(5-5).

Otrzymane w ten sposéb zaleznodci (2.31) oraz predkoéé kgtowa
(2.36) pozwalaja na znalezienie & (i'= 1,2,3) przy znajomodei S
lub odwrotnie - znalezienie © przy danych %E .

Same wersory €, muszj by¢ znane z zalozenia, gdy% poXoZenie
bryty w kazdej chwili (tzn. orientacja osi x) powinna by¢ dana
za pomocg odpowiednich réwnan ruchu. W konkretnych zagadnieniach
réwnaniami tymi bywaja najczg¢sciej funkcje czasu trzech katéw Fule-
ra. Definicje i sens tych katdéw mozna znaleZ¢ w kazdej powazniej-
szej pracy z zakresu mechaniki np. [4] 4 dlatego ten fragment
badania ogdélnego ruchu bryiy tutaj pominigto.

Na obecnym etapie rozwazan jest juz moéliwe wyprowadzenie wzo=-
réow na predkosé i przyspieszenie dowolnego punktu bryXy poruszajg-
cej si¢ ruchem ogdlnym, W tym celu bierze si¢ pod uwagg wektor wo-
dzacy punktu M (rys. 3) zapisany wzorem (2.1) 1 wyraza sig go za
pomocg odpowiednich wspéirzgdnych wektordw i wersordéw w postaci:
(2.37) T = ﬁ . &+ t Xy O s (1, 1 = 1,2,3),

*

t's
a nast¢pnie rdézniczkuje si¢ go wzgledem czasu. Zwazywszy, 2e od

czasu zalezg wspélrzgdne wektora poczgtku uk¥adu ruchomego wyra-
2one w ukiadzie ruchomym, tzn.

Xoi = Xot (t),
oraz wersory ukiadu ruchomego, tzn,
-e.LI = .?lt (t) [}

za$ nie zalezg od czasu wersory ukladu atalego'ﬂﬁ oragz wspoirzgdin.
X, wektora wodzgcego punktu M wyrazZone w ukladzie ruchomym - zapo-

wiedziane rézniczkowanie wyrazi wzér:

(2.38) T=V- g'xm. g +?;x‘."é';. .
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Poniewaz 'xﬂ sq wspéirzednymi wektora prgdkosci poczatku

uk¥adu ruchomego, to wobec tego suma:

km-g|+xﬂ-gl+xﬂs-g;=

(2.39) = Vg &t Vg 6 * Vg G =
—p
"Vo'

jest wektorem predkosci poczgtku ukiadu.
Nastg¢pna suma, przy wykorzystaniu wzordw (2.31] moze byé

przeksgtaXcona jak nizej:
[ e Lo e *
x;. ein =X * e..i + le ez.. + le es. =

L}
-

— -ty
=X, WxE + X0 %G+ X 0% € =
(2.40) “ — . - .
=ox(x, ey + X, G +x, €)=

L' 3 x ?7 ’
gdy% ostatni nawias zgodnie z (2.8) jest wektorem T' .

Laczac (2.38) 5 (2.39) i (2.40) otrzymuje si¢ znany wzdr na
prgdkosé punktéw bryty 'w ruchu ogdélnym:

(2.41) T toxT .
Wzér na przyspieszenie wyniknie z rdézniczkowania wzgledem cza=-

su wzoru (2.41), :

(2.42) VeVav,+Oxr + 3w,
gdzie W Jjest wektorem przyspieszenia punktu M, Jest jasne, ze 'v-r;.
bgdzie wektorem przyspieszenia poczgtku uktadu ruchomego - ozna-
cza si¢ go przez W, . Ponadto wprowadza sig¢ definicje:

i

(2.43) n=o
gdzie 'r'i' Jest wektorem przyspieszenia kgtowego bryty., W ten spo=-
86b wzér (2.42) daje sig zapisaé nastepujaco:

— <

(2.44) Vel + QxT + Oxpe
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Wyrazenie:
PxPed
przeksztalca sig¢ - przy wykorzystaniu wzordéw L2.31) - nastgpujaco:

- 2.

= e g
WX = wx(xl_ €, + X, € + xsa' =

il

2o 2. S
Wr(x, e + X, e+ Xy €y) =

Ta(x, ST, + 0, Ox G + X x G) =

ST ¢+ m T 5 H]

co dalej, w oparciu o (2.8} , mozna zapisaé:

(2.45’ P 83'(3;;) .

Przez wstawienie (2.45) do (2.44) wzér na przyspieszenie przyj-

muje ostateczng postad:

(2.46) w = _\;;. + _;i--z': + 5-(5:'5) .

3.\ Krytyczna ocena badania ogélnego ruchu bryly w dotychczasowym

‘ujgeiu

Rozwazania poprzedniego paragrafu mozna podsumowaé przedsta=-
wiajac kolejnosS¢ postepowania przy obliczaniu prgdkosci i przyspie-
szenie dowolnych punktéw bryiy poruszajgcej si¢ ruchem ogdlnym.
Ujmuje sig¢ to w zadania:

- wyrazié¢ ruch bryly za pomocg rdéwnan

ad — \ — -
Ty = Iy (t) oraz & = & (t),
. . - e - pei
= obliczyC Vg = I, 0raz We = I ,
- obliczyé¢ € ,
. , - -— e > - e —_— (e -
B Obllczyc u - ef (e,. L) e,t) + 821 esl - e'!) + e‘l e‘l ¢ E2l, »
. = T —
- oblicgy¢ v = Vu +w*1I1' ,
- obliczyé 'i"": =

¥
- -
- obliczyé W = "u'é, - _.rl- o +w=(|.3-'a .
Przedstawione w paragrafie 2. badanie ruchu ogdlnego bryity
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jest oparte na pracach [1] , [2] , [3] i [4] ., przy czym sposéb
podejscia jest najbardgiej zblizony do zaprekentowanego w pozyc~
ji 2 ., Prsy identycznosci gzapisu i koicowych wzordéw opracowania
przedstawione w tym artykule i w pracy [2] réinig sig, gdyz tutaj
pokazano caly wywéd zagadnienia bez zadnych uproszczed i skrétiw.
Jest widoczne, Ze kompletny wywéd jest wyjatkowo nieprzejrzys-
ty. Wyprowadzenie wzordw transformacyjnych dla wspéirzgdnych wekto-
réw w réinych uktadach wspéirzednych, tzn. wzoréw (2.10) i (2.12)
jest dosé drugie. ZaleznosSci migdzy cosinusami kierunkowymi osi,
wyrazone zwigszkami (2.6) » 3 (2.7) » wobec obszernosci zapisu sg
trudne do spamietania., Nie jest jasne znaczenie wprowadzonych w (2.17)
i (2.1'8) nieoznaczonych mnoZnikéwAy , gdzie pojawiajg sig one jako
czynniki pewnych liniowych form wektorowych, Powigzany z tymi mnoi-
nikami wektor predkodci katowejw jest skutkiem tego wprowadzony
sztucznie jako pewien twér matematyczny i nie jest jasny jego sens
w powigzaniu z mechaniksg., Wyprowadzenie kluczowych dla zagadnienia
pochodnych czasowych wersordéw 1&- ma charakter czysto matematyczny
i trzeba przygznaé, ze wyprowadzenie to jest dXugie i nieprzejrays-
te. Przytoczone wzglgdy sprawiajg, ze caty temat jest trudny i jest
ueigzliwa interpretacja fizyczna zardéwno samego zagadnienia, jak i

otrzymanych 2z rozwazali wzordw.

4. Propozycje dotyczace odmiennego ujgcia zagadnienia
ogélnego ruchu bryly

Zgﬁdnie g zapowiedzig zawarty we wstgpie celem pracy jest
przedstawienie odmiennego i, zdaniem autordw, prostszego ujgcia
gagadnienja ogdlnego ruchu bryly,

Rogpocsyna sig jak gwykle od badania wzajemnych katowych po-
Tozefi dwéch ukZaddéw wspéirgednych. W tym celu wektor wodzacy pun=-
ktu "M" wg rys. 2 zapisuje si¢ réwnanie w obu uktadach wspéirzgd-



nych, tzn,
(4.1) T =T

Przy wykorzystaniu konwencji sumacyjnej wektory (4.1) mona
zapisaé nastgpujgco:

(4.2) X § = x & (3, & =1,2,3)

Mnozgc obie strony zaleznosei (4.2) skalarowo przez 1: i gwva-
zywszy, ze iloczyn skalarowy dwéch wersordéw nalezgcych do réznych
uktadéw wspéirzednych jest réwny cosinusowi kgqta miedzy odpowiedni-
mi osiami, a iloczyn wersordéw nalezacych do tego samego ukiadu jest
réwny symbolowi Kroneckera, ponadto biorac pod uwage zwezajace dzia-
tanie tegoz symbolu, otrzymuje sig¢ po wykonaniu wskazanego mnosenia
pierwszy wzdr transformacyjny w postaci:

(4.3) Xp =& X g (ju y o= 1!2i3) ’

co w zwartej postaci jest réwnowazne (2,10) .
Podobnie, mnozgc obustronnie skalarowo (4.2) przez e, otrzy-

muje si¢ drugie prawo transformacji:
(4.4) Xy =Gy X; (i 3 =1,2,3)
révnowazne prawu (2.12) .
Wzory transformacyjne dla wersordw muszg by¢ identyczne, jak '
dla odpowiednich wspéirzgdnych wektora i stad odpowjiednio do (4.3)
mozna napisac:
(4.5) . T cey S (1, 3' =1,2,3),
a stosowanie do (4.4) mozna napisac:
(4.6) T T (1 3=1,2.3) .
Zalegnosci migdzy cosinusami kétéw zawartych w tablicy 1.

szuka si¢ nast¢pujgco. Prawo transformacji. wersordw (4.5’ mnozy
8i¢ obustronnie skalarowo przez wersory ukiadu staXego 1: s CO

W wyniku daje:
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(4.7) a0y = Oy, (1, Xk, 3'=1,2,3) .

Dziewig¢é zaleZnosci (4.7) , poSréd ktérych szes¢ jest nieza-
leinych a trzy sg tozsamosciowo réwne trzem spoSrdéd niezaleznych,
sa w gwartej formie réwnowazne szesciu zwigzkom (2.6) i (2.7) i
jak tamte wyrazajq zwiaski migdzy cosinusami kierunkowymi zawarty-
mi w tablicy 1.

Prgzechodzgc do kinematyki bryly w pierwsze] kolejnosci rozpa-
truje sig gagadnienia pomocnicze, tutaj nazwane kinematycznym obro-
tem ukladu wspdirzg¢dnych.

Na poczgtek gaklada si¢, Ze ruchomy uk¥ad wspéirzgdnych X
obraca sig wokSr osi x, uk¥adu staXego, przy czym o8 x,. pokry-
,wa si¢ caly czas z osig x,(rys. 4) . Ropatrywanie ruchu samego

) X=X,

Rys. 4. ¥yobragzenie kinenatycznegb obrotu uk¥adu wspoéirzgdnych

ukZadu wspéirz¢dnych zamiast ruchu bryly uzasadnia sig tym prze-
konaniem o sgtywnym gwigzaniu bryly z uktadem ruchomym, a zatem
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wsgelkie gwigzki formutowane dla punktéw bryly sg jednakowo sIusg-
ne i dla punktéw, ktérych potosenie jest opisywane w ruchomym uka-
dzie xi , przy czym rozpartywanie ruchu samego ukadu upraszcsza
obserwacj¢ zmian parametréw kinematycznych charakteryzujgcych ruch.

Nawigqgzujae do rozpatrywanego obrotu zakada sig, Ze w pew-
nej chwili czasu "t" uklad ruchomy zajaX poXozenie, jak na rys. 4,
jest ono w zupeXnosci okreslone katem obrotu osi x,{i osi x,) od
poozenia poczatkowego X, = X,(oraz x, = x,) . Kgt ten, oznaczony
przez ; jest funkcjg czasu, tzn,

(4.8) ¥ = p(t) .

W opisanym potozeniu wersory 6. 83 skierowane tak, jak przed-
stawiono na rys. 4. W chwili czasu ,t + At" osie Xy 1 Xp obrécily
si¢ o kat A¢g,, a wersory 6, 1 &, przeszly odpowiednio w wersory
'E,. i -E,. doznajac przy tym przyrostéw 4 €, i 4 &, . Tworzymy
. granice:

Iagﬁ e o %%?}
(4-9) }‘as T = gqp = g‘..jflgA% . 1 e
Jest widoczne, e wektor
ZA

®;
ma kierunek wersora €, , a modul réwny 1, gdyz

|aE| ~a
jedli uwazaé, ze zaréwno ¢ jak iAo wyrazane w mierze ukowej. .
Granica:
48 _
23 at =«

jest pochodng kata obrotu wzglgdem czasu, definiuje 8ig jg jako
moduZ wektora predkodci obrotud, przy czym wektor< lezy na osi

obrotu, tzn,:

(4.10) ;5‘1 = “".)'?"

Zamiast (4.9) mozna terasz napisaé :
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(4.11) T = ey
Przy wykorgystaniu zapisu (4.10) wzdr U-.HJ przyjmuje postaé:
(4012) ° T = Oy .
* .
e‘l .

Prgy obliczaniu pochodnej wersora

gy Bey _ o Aea A®
G AT "28%ag At °

wystarcsy gauwazy¢, ze wektor:

_.A_?.-__.I o
AP
ma modu réwny 1, a zwrot przeciwny do wersora 'é:. . Tak wige?

(4.13) G oo T
lub po wykorzystaniu (4.10) ,
(4.14) T =T .

Wiadomo, %e pochodna wersora 'é';. jest réwna zeru, gdyz wersor
ten podcus' ruchu nie zmienia kierunku, Warunek zerowania sig te}j

pochodnej jest spexniony, jesli napisaé:

(4.15’ ?‘n “J‘l" .8:1 = .5 .
' Lgczny zapis (4.12) , (4.14) i (4.15) doprowadza do wzoru:
(‘016) z. = al"-ﬂza ’ (dla. i-= 1.2-3.)

Dalej zaklada sig, ze réwnoczesnie z obrotem wokdél osi x,
ukad wykonuje obroty woké: osi x, oraz x, . Przy obrocie wokdi
osi x, pochodne wersoréw bgdg rdwne:

(4.17, z 30.3 .q » -:il »
a przy obrocie wokdé: osi i, »
(4.1 7’ *‘T. .qt L -BT, .

Cazkowite pochodne czasowe wersordw przy rdéwnocgesnym obrocie
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woké? trsech osi ukZadu statego bcdg ocsywidcie sumami:

Blowanr Bl + i) + Tley) =
("18) - e g i - ey
=0y, * '&.’ oy ¥ e, +q =oe -(&qu.

Suma?

-I-:\.-lr '5,.1-‘{,5; -3

jest wektorem predkosci katowej ogélnego obrotu ukXadu X .
Ostatecenie wigc otraymuje sig:

(4.19) T =L q
csyli wynik jak (2.31) .

Dalszy tok rogwazaid, polegajgcy na wyprowadseniu wzordéw na
predkosé i przyspieszenie punktéw bryy, Jest taki sam, jak po=-
przednio, choé¢ stosujgc umowg sumacyjng upraszcza 8i¢ gapis wezo=-
réw., Przy badaniu bowiem bdbryry zwiqgzanej o akiadem ruchomym wzZo=
ry f4.19) pozostajg takie same, gdyz jak wiJtuc z ich budowy, Opi=
sujg one w koricu i tak ruch ukadu ruchomego ( wersory :;E.)wsglgdem
statego, a nie samej bryty.

Zamiast powtarza¢ wigc wyprowadzenia odpowiednich wzordw, po-
kazano dalej, 2e przedstawiony tutaj sposdéb badania ogélnego ruchu
bryty mose byé z powodzeniem wykorgystany do badania gXoZonego ru-
chu punktu, Przypuddémy mianowicie, 2e rozwazajgc kinematyczny obrét
ukYadu wspéirz¢dnych znaleziono wzory (4.19) na pochodne czasowe
wersoréw uktadu ruchomegu., Zatéemy dalej, Ze w ukadzie ruchomym
punkt M nic jest z nim sztywno zwigzany, lecz wykonuje w tymée
ukadzie ruch po torze ,I'(rys. 5) « Ruch ten nagywa si¢ ruchem
wzglednym. Ten sam ruch odniesiony do ukiadu nieruchomego, realizo=-
wany po torze ,1"', nazywa sig ruchem bezwzglednym., Ruch uktadu ru=
chomego wzglédem nieruchomego Jjest unoszenia, '

Wektor wodzgcy punktu ,M", jak widad¢ z rysunku 5., zapisuje
sig tak samo, jak przy ruchu ogdlnym bryly, tzn, wyraza sig wzorem
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L}

Rys. 5. Ilustracja s¥oZonego ruchu punktu

(2.37’ » Przy czym z racji odmiennosci zapisu i dla jasnosci wywo=
du przepisano go tuta} jeszcze rasz:
(4.20) -I."- x“ -g(. + X, -e’l‘l

W odréimieniu od ustaled paprzednich, wspbéirzg¢dne poXoZenia
punktu w ukadzie ruchomym x; 83 teraz funkcjami czasu, tzn.:

(4.21) x, = x (t)

czyli w kinematycznym réwnaniu ruchu (4.20] od czasu zalezq wspéi=-
rzgdne Xy = Xy (t) , wspéirzgdne (4.21) oraz wersory -é; = ?;. (t) .
Majgc powyzsze na uwadze rdzniczkuje sig wektor (4.20’ w celu gna=-
lezienia predkodci punktu M :

.(4-22,. ?--V--'xﬁ. E + .xi. -q‘ + xil -B’p

Poprzednio okazano, %ze °



i

(4.23) .Iu{ -B? = Vo,
jest wektorem predkosci poczgtku uktfadu ruchomego. Dalej - 3@ 83

-5
wspétrzednymi wektora predkosci wzglgdnej v, , tzn.:
. eing .
(4.24) N, = X '&, s 3;? = Vo
wyrazonego w ukizadzie ruchomym.
Wykorzystujgc w (4.22) wzory (5.23). (4.24) i (4.19) otrzymu=-
je sig:
(TR T ST =T Ty W) T
Cstatecznie wigec:
(4-25) -V.=‘7:| +:3'-?' +-v.~ .

Rézniczkujge wzgledem czasu wzér (4.25) otrzymuje sig wzér
na przyspieszenie bezwzglgdne: :
(4.26) T=FT=-0+F=T +Dx(x &+ T

Dalsze przeksztaXcenie prowadzi do wyniku:

B

Wor 'P-th;"'. +3:(ii. 't?‘,, +3u(xt. :';_.J-l- 'Ip;:: +';|:‘.=;;, =

1

-
w
i —y — - - — — ol =
W +AXT FWIX Y, +_¢.>x[x,;. (2= e;.)] W, € F T e,
Vor +'r'i'n"£"7 1o v, +3E&(x, ‘é".” + v, +or(g, '5;-.)
Koficowy wzér na przyspieszenie bezwzglgdne punktu M ma wige

postac:

(4.27)

(4.28) Ve g+ T +en(Bee) + g, + 2By,
gdzie oznaczono:

(4.29) '\r{, =W, € =Y, € =X, ep

jako wektor przyspieszenia wzgl¢dnego punktu, iloczyn:
(4.30) e = 28 x W,

Jest'przyspieszeniem Cariolisa,
Wyprowadzenie wzordw (4.25’ i (4.28] na predkosé i przyspie-
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sgenie punktu poruszajgcego sig ruchem ztoZonym wskazuje na to,
2e elementy proponowanego. w pracy opisu ruchu ogélnego bryly mo=-
ga gnaleié gastosowanie réwniez i w tym przypadku.

' 5, Wnioski korcowe

Prgedstawione w pracy dwa sposoby potraktowania zagadnienia
ogbélnego ruchu bryly w praktyce dydaktycznej pozwalajg na dokona=-
nie pewnych poréwnai i wyciggnigcie wnioskéw,

Wydaje sig, Ze pierwszy z tych sposobéw, stosowany zazwycza]
w nauq;aniu mechaniki, jest trudniejszy, na co skXada sig kilka
przyczyn, a mianowicie; rozwazania sg d¥ugie, co sprawia, Ze gxéw=-
ne cele tych rozwazad ulegajg zamazaniu i dopiero przy dobrej zna-
jomosci tematu jeat-widoczna celowosé kolejnych przeksztaXced, Na-
lezy jednak gdawaé sobie sprawg¢ z faktu, Ze w temat jest wprowadza-
ny student, ktéry zagadnienia nie zna, Stosowany zapis jest diugi
i utrudnia zapami¢tanie najwazniejszych fragmentéw. Charakteryzu=
Jace ruch parametry kinematyczne - w szczegélnoSci wektor prgdkos-
ci katowej - s3 wprowadzane dosy¢ sztucznie 1 pojawiajg sig w wy-
wodzie jako efekty pewnych przeksztalcen matematycznych, co 2 ko=
lei utrudnia nadanie im odpowiedniego sensu fizycznego.

Jesli chodzi o zaproponowany przez autoréw drugi sposdéb po=-
dejécia do zagadniénia, to wydaje sig, Ze w poréwnaniu z pierwszym
ma on kilka zalet, Prgede wszystkim same rozwazania sg krétsze, co
gXéwnie osiggnigto dzigki konsekwentnemu zastosowaniu w zapisie
konwencj)i sumacyjnej. Skréoenip przeksztaXced pozwala na wigkszg
koncentracj¢ uwagi studenta na momentach istotnie waznych bez roz-
praszania uwagi dXugimi przeksgztaXceniami, Wektor predkosci kgto=-
wej w proponowanym sposobie pochodzi z interpretacji fizycznej i
pojawia sig w sposéb bardziej naturalny. CaXoé¢ zagadnienia wyda-
je sie wigc bardziej zwarta, a stopied interpretacji mechanicznej
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zagadnienia, pelniejszy. Wskazano ponadto na moliwodé wykorzysta-
nia pewnego gagadnienia csgiciowego - nagwanego w pracy kinematycs-
nym obrotem uk¥adu wspéirz¢dnych - réwniez do badania sZoZonego ruchu
punktu,

Uwazamy, e proponowane ujgcie zagadnienia moze byé wykorzysta-
ne efektywnie w dydaktyce mechaniki,
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Stresgcgenie

W pracy zaproponowano inny od dotychczas stosowanego w dydakty-
ce nechaniki sposdéb ujecia gagadnienia ogdélnego ruchu bryly. Drogg
pordéwnai pokazano, ze sposéb ten ma kilka zalet, jak skrdconie sa=-
pisu, 2zwi¢kszenie przejrzystosci wywodéw oraz wprowadgenie para =
metrdw kinematycznych rozpatrywanego ruchu jako konsekwencji pew=-
nych interpretacji fizycznych, Wskazano na mozliwosé wykorzystania
proponowanego sposobu rdéwnieg prezy badaniu 2Xo2onego ruchu punktu.
Wyniki pracy mogg znale¢ zastosowanie w dydaktyce mechaniki,



