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Streszczenie: Celem opracowania jest przedstawienie stworzonego przez Lanchestera modelu walki na dowolnym przyktadzie. W
artykule zamieszczone sq informacje na temat samego modelu walki, prezentowany jest ogolny uktad rownan Lanchestera oraz ukiad
klasyczny i najpopularniejszy. Do komputerowej symulacji wykorzystane bedq aplikacje w Excel-u oraz C++ Builder. Uktad rownan jest
rozwiqzany metodami numerycznymi z wykorzystaniem czteropoziomowego algorytmu Runge—Kutty.

Stowa kluczowe: Lanchester, uktad rownan Lanchestera, metoda Runge—Kutty

Competition and combat models in Lanchester equations

Abstarct: The aim of this study is to present the combat model created by Lanchester using some example. The paper includes
information on the combat model itself. The author presents Lanchester’s general set of equations as well as classical and most popular
sets. The computer simulation uses applications created in Excel and C++ Builder. The set of equations is solved by means of numerical
methods using four-level Runge—Kutty algorithm.
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(1)
gdzie:

1. ROWNANIA LANCHESTERA r, b — liczby rzeczywiste z przedziatu (0,1), tak zwane

Frederick William Lanchester sformulowatl kilka wspbiezynniki efektywnosci Lanchestera lub
prostych réwnan rozniczkowych opisujacych modele dR(t)

walki. Okazaly si¢ one bardzo ciekawym, bezkrwawym —==-bB(t)

narzgdziem zdolnym do  przewidywania czasu dt

zakonczenia bitwy czy zwycigzcy starcia. ROwnania te dB(?)

sprawdzaly si¢ przy analizach staré wojennych od 7 =—rR(?)

czasOw antycznych po czasy okresu boni palnej.
Rozszerzone zostaty tez zastosowane do innych operacji,
np. w przemysle, gietdach papierow wartosciowych.
Kazda modyfikacja rownan wiazata si¢ ze wzrostem
liczby  zmiennych i dodawanych  kolejnych
wspolczynnikéw. Ogélny model Lanchestera w zaden
sposob nie nadaje si¢ do bezposredniego zastosowania
we wspotczesnym polu np. dziatan zbrojnych.

Og6lny model Lanchestera wyglada nastepujaco [1]:

dR(t) _ c1 c2
= =—bBOT R()

dB(1) = 1R - B(t)*

wspotczynniki walecznoéci. Interpretuje si¢ je czesto
jako prawdopodobienstwa strat kazdej z walczacych
stron w ciagu umowionej jednostki czasu walki,

dR() _dB(0)
dt dt

— straty stron,

Cp,..., ¢4 — wykladniki potgg przy B(t) i R(t), moga
przyjmowa¢ wartosci liczbowe 0 lub 1.

Najprostszy z wariantow ma postac [3]:

2

Powyzszy uklad jest najpopularniejszym modelem i w
dalszej czesci to wlasnie on bedzie rozpatrywany.
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9. NUMERYCZNE METODY
ROZWIAZYWANIA ROWNAN
ROZNICZKOWYCH ZWYCZAJNYCH

Podstawowe rownanie rozniczkowe pierwszego rzedu
ma postac:

d
Y- fey) 6
dx

gdzie f (x, y) jest znang funkcja.

Ay =Y, =, oraz
dx=nh otrzymany jest prosty algorytm numeryczny:

%#(xn,yn) )

yn+l:yn+f(xn,yn).h (5)
X, =x,+n-h (6

Przyjmujac, ze

Znajac warunki poczatkowe X, ), oraz zakladajac
warto§¢ kroku h mozna znalez¢ zaleznos$¢ y(x)

dlax € <x0,xn>

Roéwnanie (5) przedstawia krok nastgpny w
jednokrokowym schemacie Eulera.

W przypadku gdy w rownaniach rézniczkowych
wystepuja pochodne rzedu wyzszego niz pierwszy to
takie rownanie jest przeksztalcane do uktadu rownan
rzgdu pierwszego. Dzigki temu mozna do rozwiazania
zastosowa¢ metody numeryczne.

Jedna z najbardziej rozpowszechnionych i
popularnych jest czterokrokowa metoda Rungego —
Kutty. Zalicza si¢ ja do bardzo wygodnych w
programowaniu ze wzgledu na swoja prostote. Struktura
klasycznej metody Rungego — Kutty dla uktadu réwnan
wyglada nastepujaco [2]:

ky =hf(x,,»,)
m, =hf(x,,,)

ky =hf(x, +h,y, +k;)
m, :hf(xn +h7yn +m3)
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X, =X, +l(kl + 2k, + 2k, +k,)
6 (7)

Yps1 = Va +é(m1 +2my +2m; +m4)

10. IMPLEMENTACJA KOMPUTEROWA
MODELU

Implementacja w Excel-u

Srodowisko Excel $wietnie nadaje si¢ porozwiazywania
zadan metodami numerycznymi ze wzglgdu na tatwosé
implementacji rownan. Innym ale bardzo waznym
atutem Excel-a jest prostota w tworzeniu niezbgdnych
wykresow.

A T 8 [ ¢ [ o [ & [ F [ 6 [ W T T [ v K[ L[ ™M T[N

Kwadratowy uklad réwnan Lanchestera
dxldt=-b"y
dyldt=-a"x

Warunki 6 iki walecznosci Krok
x0= 200 a I h=
¥= 150 b= 001

1

toh i yn m K2 m; [5) m3 K ma x1 vl
0 0 200 150 15 2 1496 199 149254 -199005 -1 48607 19801 149262 -139003
1 11985075 14801 14801 198507 14727 197515 147274 19752 146537 198532 147272 -1 97518

2 2/ 197,0348 1460348 146035 197035 145305 19605 145308 196055 144582 196074 145307 -1 96053

ysunek. 1 Implementacja uktadu réwnan Lanchestera

Implementacja w Borlannd C++ Builder
Zaletami programu sa na pewno: dziatanie aplikacji bez
potrzeby instalowania samego programu czyli istnieje
mozliwo$¢ prezentacji na kazdym stanowisku bez
potrzeby wczesniejszych przygotowan. Inne zalety to:
fatwo$¢ w implementacji metody Rungego — Kutty oraz
brak arkusza czyli przejrzysty wyglad okna programu.

Model rywalizaci
Program opisujacy walke dwdch armii z wykorzystaniem réwnan Lanchestera

Uktad réwnan kwadratowych

Pole danych rR o _ —~b-B(1)

dt
b [o01 xo [200 keokh [1 )
v [oon yo [150 Nr. iteracii 100

=-r-R(t)
xy
Tabela wynikow
2000000 1500000

1965075 1480100 Przebieg rozwiazaniaw czasie

dt

197.048 |146,0348
1955617 1440743
1941481 1421282
1927399 1401964

191339 1362786 | &

Rysunek. 2 Implementacja uktadu rownan Lanchestera
Przyktad:

Dwie armie tocza ze sobg bitwg. Armia R (Red) liczy
200 tysigcy zolnierzy za§ armia B (Blue) liczy 150
tysigcy. Wspodlczynnik efektywnosci obu armii wynosi
0,01. Obliczenia zostana zakonczone kiedy jedna ze
stron poniesie porazkg czyli zging wszyscy jej
zohierze [4].

Rozwigzanie:
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Rysunek. 3 Graficzne rozwiazanie ukladu roéwnan w Excel-u.
Na osi poziomej podano numer iteracji

XY

k

Przebieg rozwiazania w czasie

Rysunek. 4 Graficzne rozwiazanie uktadu réwnan w C++
Builder

Wida¢ na obu wykresach jak niebieska linia osiaga
warto$¢ zerowa, oznacza to, ze porazke poniosta armia B
(Blue). Czynnik liczebnosci zadecydowal o tym kto
przegral bo obie strony posiadaty taki sam wspotczynnik
walecznos$ci. Czas trwania starcia wynosi 97 godzin lub
np. minut — kwestia doboru jednostki czasu w
modelowaniu jest dowolna. Po stronie R (Red)
pozostanie 131 tysigcy zolnierzy wiec klgska
przeciwnika jest do$¢ spora.

W prezentowanych aplikacjach mozna dokonywaé
roznych zmian, np. operowa¢ wspodlczynnikami
walecznos$ci czy zmieniaé krok h. Jezeli liczebnos¢
walczacych armii bedzie taka sama (150 tys. zotnierzy)
przy jednakowych wspoélczynnikach walecznosci (0,01)
to zaobserwuje si¢ ciekawe zjawisko. Starcie zakonczone
jest porazka obu armii, z tym ze czas jej trwania
zwigkszy si¢ az pigciokrotnie. Inny przypadek to gdy
przyjete zostang dane poczatkowe ale zalozone zostanie
zwycigstwo armii B (Blue). Trzeba np. podwoié
wspotczynnik walecznosci dla tej wlasnie armii. Wyniki
starcia to oczywiscie zaplanowane zwycigstwo, ktore
zakonczy si¢ po ok. 130 godzinach (jednostkach) i 50
tys. zolierzach przy zyciu.
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11. WNIOSKI I PODSUMOWANIE

Model walki Lanchestera byt bardzo dobrze znany w
pierwszej polowie XX wieku i stosowany praktycznie w
kazdej dziedzinie gdzie wystgpowata rywalizacja.
Obecnie przy tak zaawansowanej technologii
informatycznej mozna w sposob bardzo tatwy kazdy z
modeli zaimplementowa¢ w dowolnej aplikacji i
dokonywa¢ symulacji oraz badan. Stato sig¢ to mozliwe
dzieki numerycznym metodom rozwiazywania uktadow
rownan rozniczkowych.

Stworzone aplikacje w Excel-u oraz w C++ Builder
umozliwiaja ~ rozwiazanie klasycznego modelu
Lanchestera w sposéb bardzo szybki i efektowny. Mozna
jak pokazano to powyzej dokonywa¢ wielu symulacji.
Otrzymane wyniki w obu aplikacjach sa identyczne wigc
nie ma znaczenia, ktory program bedzie uzywany.
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