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Streszczenie: W artykule prezentowana jest metoda badania stabilnosci obwodu elektrycznego opisanego za pomocq rownania
rozniczkowego. Aby opisaé tq metode wykorzystano oscylator van der Pola. Badania uktadu opisanego rownaniem van der Pola z
losowym wspétczynnikiem ttumienia przeprowadzono za pomocq programu vdP.exe. Na podstawie wizualizacji wynikow rozwiqzania
rownania vdP okreslamy przyblizonq wartosci wspotczynnik tlumienia, przy ktorym uklad traci stabilnos¢. Wykorzystanq metodq
numerycznq do obliczen rownania rozniczkowego jest metoda Runge-Kutty wedfug schematu cztero poziomowego.

Stowa kluczowe: Bifurkacja, Rownanie van der Pola, metoda Runge-Kutty.

Van der Pol equation

Abstarct: This paper presents the electric circuit stability test method analysed using differential equation. Authors described this
method using van der Pol oscillator. Research of the system analysed using van der Pol equation with random damping coefficient has
been performed by means of the vdP.exe program. Authors determine approximate value of the damping coefficient for which the system
becomes instable on the grounds of the vdP equation visualisation results. The numerical analysis method used to calculate the
differential equation is Runge-Kutty method with a four-level pattern.
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der Pola (1). Przy czym warto$¢ parametr p — czyli
wspotczynnik tlumienia bedzie liczba losowa. Warunki
1. WSTEP poczatkowe natomiast beda stale.

Mozliwo$¢ jednoznacznego okre$lenia ewolucji w czasie
interesujacego nas procesu, istnieje gdy dysponujemy
wiedza dotyczaca zaleznoSci funkcyjnych miedzy
funkcja opisujaca ten proces i jej pochodna (lub jej
pochodnymi) oraz dodatkowo nalezy dysponowac
warunkami  poczatkowymi.  Zalezno$¢  funkcyjna
pomigdzy nieznana funkcja a jej pochodna nosi nazwg
roéwnania rozniczkowego.

Obecnie bardzo trudno wyobrazi¢ sobie rozwdj wielu
dziedzin nauki bez znajomos$ci teorii réwnan
rozniczkowych. Istnieje wiele kierunkéw rozwoju
wspotczesnych teorii rownan rézniczkowych oraz rézne
metody ich nauczania w zalezno$ci od potrzeb
uwarunkowanych kregiem odbiorcéw.

Celem artykutu jest przedstawienie metody i okreslenie
stabilnosci uktadu opisanego za pomoca rownania van

2. ROWNANIE VAN DER POLA

Réwnanie van der Pola (oscylator van der Pola) opisane
jest nastgpujacym modelem matematycznym
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nieliniowa funkcja thumienia,
p — wspotczynnik thumienia.

Rownanie (1) jest to rownanie wykorzystywane do

analizy obwodu elektrycznego, w ktorym zwyktly
rezystor zostal zastapiony elementem o nieliniowej
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charakterystyce pradowo-napigciowej. Elementami o
takiej charakterystyce sa diody tunelowe.

Réwnanie (1) ma dokladnie jedno asymptotyczne
stabilne rozwigzanie okresowe. Fakt ten jest podstawa
wykorzystania diod tunelowych do konstrukcji tzw.
generatoroOw samowzbudnych, niezbednych w wielu
zastosowaniach elektroniki (generowanie 1 odbior
sygnatow).

Szczegdtowe wyprowadzenia réwnania vdP  oraz
zastosowanie rownan rozniczkowych w teorii obwodow
elektrycznych mozemy znalez¢ w wielu opracowaniach.

(1]

W ostatnich latach oscylator stosowany jest rowniez do
modelowania dynamiki serca.

Jedna z cech oscylatorow relaksacyjnych jest
umiej¢tnos¢  dopasowywania swojej czgstosci  do
czgstosci zewngtrznego uktadu wymuszajacego [2]. Ta
cecha powoduje, ze oscylatory relaksacyjne nadaja si¢
do modelowania uktadow, w ktorych istotne jest
generowanie  odpowiedzi na  pobudzenie, o
dopasowujacej si¢ czgstosci i statej amplitudzie. Ta
wlasnos¢ wykorzystali van der Pol i van der Mark
tworzac pierwszy model serca oparty na oscylatorach
relaksacyjnych (van der Pola) [3].

3. NUMERYCZNE ROZWIAZANIE ROWNANIA
VAN DER POLA.

W rozlicznych opracowaniach [4],[5] mozna znalezé
algorytmy  numerycznego rozwigzania  roéwnania
rozniczkowego lub uktadu réwnan. Prosty schemat
drugiego rzedu przedstawia nastgpujacy schemat:

1
yn+1 :yn +E(k1 +k2)

1 1
klzh.f(tn’yn)ﬂ k2:h.f(tn+§hﬂyn+5k1)

h - jest krokiem (przyrostem) catkowania zmiennej
niezaleznej t, natomiast k; i k, sa to wyrazenia
pomocnicze.

Bardziej dokladna metoda stosowana przy catkowaniu
rownan rézniczkowych jest metoda Runge-Kutty
czwartego rzedu.
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Metoda w porownania do poprzedniej ma wigksza
doktadnosc¢.

Rozwigza¢ rownanie rozniczkowe oznacza zalez
wszystkie  funkcje  spelniajace  dane  réwnanie
rozniczkowe, tzw. rozwigzanie ogoélne. Funkcji tych jest
zazwyczaj nieskonczenie wiele, a réznia si¢ zazwyczaj
wielko$ciami jednego parametru.

Aby rozwigza¢ réwnanie (1), postuzymy si¢ metoda,
ktora pozwoli znalez¢ szczegdlne rozwigzanie rownania.
Spetniajac pewne warunki zwane brzegowymi lub
poczatkowymi.

Na poczatku musimy nasze réwnanie roézniczkowe (1)
sprowadzi¢ do postaci uktadu réownan rézniczkowych
pierwszego rzgdu.

x'=y

3)
y'=—x+p-(1-x")-y
Rownanie van der Pola (1) zapisane w takiej postaci (3)
mozna rozwigzaé za pomoca metody Runge-Kutty,
korzystajac np. z arkusza kalkulacyjnego Excel. Ponizej
przedstawiono algorytm rozwiazania uktadu rownan,
wedlug 4 poziomowego schematu Runge-Kutty.

k =y )
my==x+pu-(1-x")-y (5)
k2=y+h-% 6)
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k3=y+h-% (®)
oy e By e
my;=—(x+h 2)+y (I-(x+h 2))(y+h 2)
9
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(11
xn+1 =xn+h(k1+2k2+2k3+k4)/6
(12)
Yy = Vo he(my +2my +2-my +m,)/ 6
(13)

W metodzie tej musimy wielokrotnie oblicza¢ warto$ci
funkcji, korzystamy tutaj z poprzedniego kroku. Dtugos¢
kroku catkowania okresla h.

Ponizej przedstawiono widok arkusza kalkulacyjnego z
widocznymi wynikami rozwiazania rownania van der
Pola z losowym parametrem p. Wspotczynnik thumienia
wynosi 1 + plos.
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0 1 1 1 - 0995 -1014975 0994925 -10149 0989851 -1,02974 4 3507486
001 1009949502 0989851 098985085 109583 09843717 -1044449 0984629 104437 0979407 -1,0569 33384652
002 1019794933 0979297 097929679 -156299 097148186 -1 073268 0973931 -107326 0968564 108758 128732
1029526076 0967724 096772409 -1 50001 095972403 -1,101459 0962217 -1,10151 0256708 -1,11552 8 8376855
004 1039139934 0955655 095585495 -20671 094551947 -1128796 0950211 -1,12906 0944564 -1,14277 12474623
005 1048626401 0842979 034297899 174337 093426211 -1155669 0937201 -1,15586 093142 -1,16917 63958927
006 1057988603 093042 033041964 -3,18835 031447768 -1,180795 0324516 -1,18186 0218601 -1,19491 18,185198
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Rys 1 Widok arkusza kalkulacyjnego z widocznymi wynikami
rozwigzania rownania van der Pola z losowym parametrem .

4. PRZEPROWADZONE BADANIA
OSCYLATORA VAN DER POLA

Glownym celem artykutu jest okreslenie stabilno$ci
uktadu opisanego za pomoca rownania van der Pola (1).
Przy czym warto$¢ parametr p — czyli wspotczynnik
tlumienia bedzie liczba losowa z zakresu <0;5>.
Warunki poczatkowe natomiast beda state.

System jest strukturalnie stabilny, jezeli przy

niewielkiej zmianie parametréw zachodza niewielkie
zmiany w trajektoriach. Ze stabilno$cia strukturalng
$cisle wiaze sig¢ pojecie bifurkacji.
Bifurkacja (tac. Bifurcus - rozdwojenie, rozwidlenie,
rozdzielenie) nazywa si¢ zjawisko, polegajace na tym,
ze pod wplywem zmiany parametru nastgpuja
jakosciowe zmiany trajektorii. Punktem bifurkacji jest
wartos$¢ parametru, dla ktorego uktad traci stabilnosc.
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Do okreslenia stabilno$ci uktadu postuzy nam portretu
fazowy, w ktorym to Dbedziemy szukali sig
przecinajacych si¢ linii tego portretu. W momencie gdy
linie portretu fazowego zaczng si¢ przecina¢ uktad
przestaje by¢ stabilny. Do przeprowadzenia badan
wykorzystano aplikacje napisang za pomoca programu
Borland Enterprise Suite C++ Builder. Wykorzystano
metodyke programowania obiektowego. Stworzony
program jest zdefiniowany za pomoca obiektow
komunikujacych  si¢ pomigdzy soba w celu
wykonywania zadan.

Wykorzystane komponenty:

TChart — jest jednym z najwazniejszych komponentow
udostepnionych przez biblioteke TeeChart Zawiera on
bogaty zbiér wykresow. Komponent ten stuzy do
wizualizacji wynikow.

TStringGrid — arkusz z elementami bgdacymi
fancuchami  znakow. Komponent ten shuizy do
wyswietlania wynikow obliczen w formie tabeli.
TCheckBox — pole wyboru, wlaczony i wylaczony. Za
pomoca tego komponentu mozemy wprowadzac
losowos¢ parametru u z przedziatu.

MainMenu - menu zwigzane z formularzem..
Komponent odpowiada za pasek menu w ktérym
mozemy zapisa¢ dane, zapisa¢ grafikg, zamknac
program.

Edit — edycja tekstu. Edit stuza nam do wprowadzania
parametrow.

Button — przycisk. Wykonywanie zdefiniowanych zadan.

W programie wykorzystano metod¢ Runge—Kutty
czwartego rzgdu opisang w punkcie 3.
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Rys. 2 Okno programu vdP

Program jest bardzo prosty w obstudze. Po uruchomieniu
programu mozemy ustawia¢ parametry takie jak:
wartos$ci poczatkowe x0, y0

warto$¢ wspotczynnika ttumienia p
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liczbg krokow
czas symulacji.

Symulacja nr.1
Parametry uktadu: wspotczynnika thumienia losowany z

przedziatu <1;2>, warunki poczatkowe x¢=1 y,= 1, czas
symulacji =15, krok =0,01, ilo$¢ iteracji=1500.

Zaleznodd x iy od numetu teraci

t t t t t t t x
a 200 400 &00 g00 1000 1200 1400

Rys. 3 Otrzymany wykres sktadowych x i y oscylatora vdP.

Whykres fazowy

x

Rys. 4 Portret fazowy oscylatora vdP z parametrem losowym.

Widzimy ze portret fazowy rownania (1) przy losowym
wspotczynniku  tlumienia z  przedzialu = <1;2>
charakteryzuje si¢  nierowno$ciami trajektorii.
Nieréwnosci te spowodowane sa  zmienny
wspolczynnikiem tlumienia. Skutkiem tego jest
pojawienie sig bifurkacji.

Aby zauwazy¢ wystgpujace bifurkacje wykorzystano
opcje zoom, aby powigkszy¢ interesujacy fragment
wykresu (rys.4).
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Rys. 5 Powigkszony fragment zaznaczony czerwona ramka na
rysunku 16.

Na rysunku 5 portret fazowy przecina sig, co oznacza ze
przekroczona zostala granica stabilnosci uktadu. Po
przyblizeniu mozemy zauwazy¢C, ze portret przecina sig
w punkcie (-1.819,0.447) co wedhug tabeli odpowiada
wspotczynnikowi thumienia rownemu p=1,0368.

Symulacja nr. 2
Parametry uktadu: wspotczynnika thumienia losowany z

przedziatu <0;2>, warunki poczatkowe x¢=1 yo,= 1, czas
symulacji =15, krok =0,01, ilo$¢ iteracji=1500.

Zaleznoge x i v od numeru iteracji

T T T T T T T x
i] 200 400 &00 800 1000 1200 9400

Rys. 6 Otrzymany wykres sktadowych x i y oscylatora vdP



Wivkres fazowny
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x

Rys. 8 Powigkszony fragment zaznaczony czerwona ramka na
rysunku 16.

Bifurkacje wystapity w punkcie (1.7634, -0.5974) co
odpowiada wspotczynnikowi thumienia p=1,86056.

5. PODSUMOWANIE

Najmniejsza losowa wartosci wspotczynnika tlumienia
przy ktorej wystapity bifurkacje wynosi 0,49. Jest to
granica po przekroczeniu ktorej uklad traci stabilnosc.
Wspotczynnik thumienia w tym uktadzie losowany byl z
przedziatu <0;1>. Im wigkszy przedzial, z ktérego
losowany jest wspolczynnika thumienia tym jest wigksze
prawdopodobiefistwo  wystapienia  bifurkacji. Na
podstawie  przyprowadzonych symulacji mozemy
stwierdzi¢, ze losowy wspotczynnik ttumienia wptywa
na stabilno§¢ uktadu. W ten sposob mozna
przeprowadza¢ symulacje uktadow, w ktorych elementy
wraz z uplywem czasu tracg swoje pierwotne
wlasciwosci. Co moze powodowaé zaburzenia w
uktadzie.

Praktyczne wykorzystanie metod numerycznych juz
od wielu lat wiaze si¢ maszynami cyfrowymi.
Wspotczesne metody numeryczne sg rozwijane z my$la o
ich realizacji na maszynach cyfrowych. Wykonanie
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obliczen numerycznych na komputerach tworzy nowa
klasg probleméw. Wynikaja one miedzy innymi ze
stosowanej arytmetyki. Kazda liczba w pamigci
komputera jest reprezentowana przez swoje skonczone
rozwiniecie. W kazdym dziataniu arytmetycznym
powstaje blad, poniewaz wynik jest rOwniez skonczonym
rozwinigciem. Dlatego nie nalezy przyjmowa¢ wynikow
bezkrytycznie i uznawac je za poprawne tylko dla tego,
ze zostaly obliczone przez komputer.
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