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Streszczenie:

Niniejsze opracowanie ma stanowi¢ przyczynek do szerszej refleksji nad sensem powstania skierowanych liczb

rozmytych (ang. Ordered Fuzzy Numbers). Pr: ady te majq przekonac nie tylko do nowatorskiego podejscia do alge. rozmytej, ale
ytych (ang. Ordered Fuzzy Numbers). Przyktady ijq przekonac ylko d kiego podejscia do algebry ytej, al

takze ukazac sens istnienia skierowania.

Stowa kluczowe: : Skierowane liczby rozmyte, obserwacja rozmyta, logika rozmyta

The idea of ordered fuzzy numbers — fuzzy observation

Abstarct:

This paper is intended to represent a valuable contribution to broader reflection on the sense of creating Ordered Fuzzy

Numbers. Presented examples are aimed at making others warm to the innovative attitude towards fuzzy algebra but also at showing the

sense of ordering itself.

Keywords:

1. WSTEP

Czlowiek czgsto stosuje pojgcia nie ostre 1 nie
precyzyjne jak “wysoka jako$¢ materiatu”, ,,niski wzrost
gospodarczy”, ,srednie zasolenie” itp. Cho¢ nie
zawieraja w sobie danych liczbowych dla  innego
czlowieka sa rozumiane jednoznacznie. Koncepcja
zbioréw rozmytych jest jedna z dziedzin sztucznej
inteligencji. Teoria ta w szczegdlny sposob przydatna
jest w przypadku systemow, w ktorych czynnik ludzki
odgrywa zasadnicza rolg. Naleza do nich ekonomia,
medycyna, socjologia, teoria podejmowania decyzji, ale
takze dziedziny techniki. Jest pewnego rodzaju
thumaczem jgzyka nieprecyzyjnych i nie ostrych pojg¢ na
jezyk liczb.

2. SKIEROWANE LICZBY ROZMYTE

Model  skierowanych  liczb  rozmytych  zostal
zaproponowany przez prof. W. Kosinskiego, dr. P.

Ordered fuzzy numbers, fuzzy observation, fuzzy logic

Propokowicza oraz dr. D. Slezaka w 2002 roku.
Zatozeniem ich bylo wyeliminowanie wad klasycznej
algebry liczb rozmytych opartej na zasadzie rozszerzania
wedlug prof. L. Zadeha. Wady te to przede wszystkim:
zwigkszanie rozmytosci przy wykonywaniu kolejnych
dziatan, brak mozliwosci wnioskowania wstecz oraz
duze skomplikowanie obliczeniowe. W dalszej czgsci
artykutu bedzie uzywany skrét OFN (ang. Ordered
Fuzzy Numbers) na okreslenie skierowanych liczby
rozmytych. By méc prowadzi¢ rozwazania na temat idei
skierowanych liczb rozmytych nalezy przyblizy¢ ich
definicje.

Definicja 1 Skierowangq liczbq rozmytq A nazywamy
uporzqdkowangq pare (f, g) funkcji takich zZe

1, g:[0,1] =R sq ciqgte.

Funkcje te nazywaja si¢ odpowiednio: czgscia
(ramieniem) up i czgécia down. Funkcje f i g sa
polaczone przedzialem (const) zawierajacym = si¢
pomigdzy [f (1) , g(1)] i réwnym 1. Granice funkcji
oznacza si¢ up = (lIA,1-A) oraz down = (1+A,pA).
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Granice te sa liczbami rzeczywistymi. Nie musza one
by¢ wlasciwe. Znaczy to tyle, ze nie musza spelniad
warunku 1A <1 -A oraz 1+A< pA (rys. 3).
Przyporzadkowuje sig kolejno:

Li:=f(0), 174:=(1), 1" 4=g(1), pa-=g(0)

‘
=
g =i
2

8 |

1 up  dodany down
/ przedziat
f,

0 I

Rys. 1 a) Interpretacja graficzna OFN, b) OFN przedstawiona
w sposob nawiqzujqcy do klasycznych liczb rozmytych z
dodatkowq strzatka ukazujqcq skierowanie (orvientacje) liczby.
Skierowaniem  liczby  rozmytej nazywa sig
uporzadkowanie funkcji f i g tak, ze funkcja f jest
poczatkiem OFN, za$§ g koncem tej liczby (poréwnaj rys.
2). W zaleznos$ci od skierowania OFN mozna podzieli¢
na dwa typy:

o skierowane liczby rozmyte o orientacji
pozytywnej wtedy, gdy kierunek OFN jest
zgodny z kierunkiem osi X liczb rzeczywistych.
Dla wiasciwej OFN o orientacji pozytywnej
przyporzadkowuje sig kolejno:
1y :=f(0), 1 "4:=f(1), 1"x:=g(1), pa=g(0)

o skierowane liczby rozmyte o orientacji
negatywnej wtedy, gdy kierunek OFN jest
przeciwny do  kierunku osi X liczb
rzeczywistych. Dla wlasciwej OFN o orientacji
negatywnej przyporzadkowuje sig kolejno:
1A I:g(O), 1 -A::g(l): 1+A::f(1): PA3:f(0)
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Rys. 2 OFN A4 i B z tym samym ksztaltem funkcji, lecz o
przeciwnym skierowaniu.

Zeby w odpowiedni sposob przedstawi¢ innowacje,
nalezy przyjrze¢ si¢ mozliwoscia jakie daje algebra
OFN. Zasady podstawowych dziatan zostana przyblizone
nizej. Niech A=(f; ,g1), B=(fpgs), C=(/cgC) beda
skierowanymi liczbami rozmyty wtedy:

o suma C=A+B
Je=fit[p. 8c =84+t gn
o r6znica C=A-B
Je=Ffi-15.8c =84~ 8
o iloczyn C=A*B
Je=Ffa s, 8c =84 "85
o iloczyn przez skalar C=A*r
Je=r*fa, g =r7gs
o iloraz C=A/B
Je=Ja/fp. 8&c =ga/8n
W przeciwienstwie do klasycznych liczb rozmytych
rezultatem operacji na OFN nie zawsze jest liczba o
wigkszym nosniku. Wykonujac operacj¢ arytmetyczna
mozna otrzymac liczbg, ktorej nosnik jest nieskonczenie
maly, interpretuje si¢ ja jako liczbg rzeczywista. Taka
liczba nazywa sig singletonem, tak jak w klasycznych
liczbach rozmytych i traktuje si¢ ja jako wyjatkowy
przypadek liczby skierowanej rozmytej.
A-A=0 oraz A*1/A=1
Tak jak w arytmetyce liczb rzeczywistych, analogiczne
operacje na OFN sa przemienne jaki laczne oraz
mnozenie jest rozlaczne wzglgdem dodawania. Co nie
bylo takie oczywiste dla algebry klasycznych liczb
rozmytych opartej na zasadzie rozszerzania. Dzigki temu
jest si¢ w stanie rozwigza¢ réwnania, ktére nie miato
rozwiazania dla klasycznych liczb rozmytych.
X=C-A
Uzywanie liczb OFN w przeciwienstwie do klasycznych
liczb rozmytych nie zwigksza no$nika kolejnych
wynikowych liczb. Dzigki temu moga one przechodzi¢



przez wiele operacji nie tracac przy tym na dokladnosci.
Daja one przy tym mozliwos¢ wnioskowania wstecz.
Dodatkowo idea skierowanych liczb rozmytych taczy w
sobie operowanie na liczbach rozmytych jak i
rzeczywistych.

3. OBSERWACJA ROZMYTA

Codziennie  jest si¢  obserwatorem  procesow
zachodzacych ~w  otoczeniu:  nat¢zenie  ruchu
samochodow w miescie, rotacja towaru w sklepie. Kazdy
z tych proceséw jest trwajacy w czasie. Patrzac z
perspektywy czasu, wschod i zachod stonca w stosunku
do natgzenia promieniowania stonecznego sa sobie
przeciwne. W kolejnych jednostkach czasu obserwuje si¢
zdarzenia, ktorym przypisuje si¢ oceny w skali [0,1].
Obserwacje¢ taka i zmiany w czasie mozna nazwaé
obserwacja rozmyta. Czas lub tez monotoniczno$é
(narastanie, zanikanie) zjawiska moze by$s dla
projektanta  systemu  decydujacym  czynnikiem
wplywajacym na skierowanie liczb w jego projekcie.

W obserwacji rozmytej istnienie czasu moze byc¢
wykorzystane jako mozliwos¢ wyboru parametru dla
przedstawienia krzywej przynaleznosci skierowanej
liczby rozmytej w postaci parametrycznej. Jesli para
funkcji ciaglych (f, g) reprezentuje skierowana liczbe
rozmyta A, to przy wyborze ¢ jako parametru czasu
obserwacji rozmytej, ktorej wynikiem jest 4, mozna
bytoby przedstawic krzywa przynaleznosci
odpowiadajacej liczbie A w postaci pary funkcji:

X:/\X(t), FAY(t)y te [tOstf]
t<t;+
Ay(t)ENY (=YD=, teft Lt
f(*y(1) ="x(t) ="y(1), gdy te[to,t; ]
g(y(t) =x(1) , gdy te[ti.,t]

Przedstawione zostanie kilka przyktadow, ktore dowodza
sensu zaistnienia OFN nie tylko jako obiektow
matematycznych, ale réwniez jako pewnych prognoz,
tendencji, ocen, parametrow. W przyktadach postuzono
si¢ modelem liczb trapezoidalnych i trojkatnych -
funkcje f'i g sa funkcjami liniowymi (rys. 1, 2, 3).

H(x)

Rys. 3 Trapezoidalna OFN.
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Kazda trapezoidalna OFN mozna opisa¢ za pomoca
charakterystycznych punktéw (granice te opisano

powyzej): I, 1,1 +,p (rys. 3), gdzie punkt | zawsze
znajduje si¢ z lewej strony danej liczby niezaleznie od jej
skierowania. By jednak uwidoczni¢ skierowanie
uzywany bedzie zapis dla liczby o orientacji dodatniej
(f10), f(1), g(1), g(0)) oraz dla OFN o orientacji ujemnej
(2(0), g(1), (1), f(0)). W podobny sposob sa traktowane
trojkatne OFN, z tym, Ze punkty I oraz I  sa sobie
rowne. W ich przypadku zapis zostanie ograniczony do
nastepujacych trzech liczb (f(0), (1), g(0)).

Przyktad 1

Rozwazany bedzie przypadek, w ktorym obserwator
znajdujacy si¢ na pewnym dworcu szacuje, ze pociag
porusza si¢ z predkoscia v=okoto 20 km/h. Jednak to nie
jest wystarczajaca informacja. Dla obserwatora wazne
jest rowniez czy pociag bedzie si¢ zblizat, czy oddalat od
dworca (rys. 4), czy uciekl mu, czy dopiero nadjezdza.

H(v)

1 okofo 20 km/h

H(v)

1 okoto 20 km/h

Rys. 4 Pociqg a) oddalajqcy sie
b) zblizajqcy sie od dworca z predkosciq okoto 20 km/h

Chcac zapisa¢ predkosé jako klasyczna liczbe rozmyta
nie ma mozliwo$ci zaznaczenia w jakim kierunku
postgpuje ruch. OFN daja t¢ mozliwos¢ w postaci
skierowania. Skierowanie jest tu prognoza co si¢
wydarzy w nastgpnej chwili czasu czy odlegtos¢ od
dworca begdzie rosta czy malata. Dzigki OFN, obserwator
moze nie tylko ocenia¢, w jakim stopniu uznaje

prawdziwo$¢ rozpatrywanego zjawiska, ale takze
wyrazi¢ swoja oceng dotyczaca jego dynamiki.
Przyktad 2

Rozwazony zostanie uprostrzony model dzialania

tempomatu. Jest to urzadzenie pozwalajace na
utrzymywanie okreslonej predkosci, bez znaczenia czy
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pojazd porusza si¢ po plaskiej czy tez pochylej
nawierzchni. Dzigki niemu prowadzacy pojazd nie musi
naciska¢ pedatu przyspieszenia, poniewaz odbywa sig to
automatycznie. Rozwazone zostanie sens uzycia
skierowanych liczb do sterowania, ktére si¢ odbywa w
tym urzadzeniu, co za tym idzie przyspieszeniem badz
hamowaniem pojazdu. Oczywiscie rozwazany przyklad
jest teoretyczny.

Rozwazone bgdzie osiem OFN obranych dla kontinuum
predkosci w przypadku, w ktorym  predkos¢ jest
mierzona z dokladnoscia do 0,2 km/h. Beda one
wygladaty nastepujaco: okofo 10 (0, 10, (20,1)), okoto 30
(20, 30, (40,1)), okoto 50 (40, 50, (60,1)), okoto 70 (60,
70, (80,1)), okoto 90 (80, 90, (100,1)), okoto 110 (100,
110, (120,1)), okoto 130 (120, 130, 140). Wszystkie
OFN beda na poczatku tego samego dodatniego
skierowania. Zbiory liczb si¢ pokrywaja w pewnym
zakresie, by unikna¢ sytuacji, w ktorej wystapi warto$¢
predkosci z pomigdzy nich, dla ktorej minimalna warto$¢
funkcji przynaleznosci do kazdego z nich byla by réwna
zero. Zakres tych natozen jest mniejszy niz doktadnosé
odczytu co daje w rezultacie to, iz kazda warto$¢
odczytywanej predkosci bedzie nalezata tylko do jednej
OFN z przedziatu (0, 140).

W pewnym momencie prowadzacy pojazd wybral pred-
kos¢ z jaka chcialby si¢ przemieszcza¢ na 100 km/h.
Skierowanie wszystkich OFN potozonych powyzej tej
warto$ci predkosci zmienito kierunek na przeciwny do
pozostatych (rys. 5). O tej chwili przedstawiaja si¢
nastepujaco: okolo 110 ((120,1), 110, 100), okoto 130
(140, 130, 120).

\
u( ) ok. ok. ok. ok. ok. ok. ok. ok.
1 10 30 50 70 20 110 130 150

L L L L .
T T T

T ' —
0 20 40 60 80 100 120 140 160 \4

Rys. 5 OFN zalozone dla predkosci pojazdu.

Baza regut oparta na wnioskowaniu typy Uogdlniony
Modus Ponens przedstawia si¢ nastepujaco:

1. jesli v jest okolo 10 (0, 10, 20,1) to a jest Sm/s’;

2. jesli v jest okolo 30 (20, 30, 40,1)to a jest 4m/s’;

3. jesli v jest okofo 50 (40, 50, 60,1) to a jest 3m/s’;

4. jesli v jest okolo 70 (60, 70, 80,1)to a jest 2m/s’;

5. jesli v jest okoto 90 (80, 90, 100,1) to a jest Im/s’;

6. jesli v jest okolo 110 (120,1, 130, 100) to a jest
-Im/s’;

7. jesli v jest okolo 130 (140, 130, 120) to a jest -2m/s” .
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Jesli warto$¢ predkosci pojazdu bedzie sig¢ zawiera¢ w
OFN o skierowaniu dodatnim to przyspieszenie a bedzie
przybierato wartos$ci dodatnie za$ jesli wartos¢ predkosci
bedzie si¢ zawiera¢ w OFN o skierowaniu dodatnim to
przyspieszenie a bedzie przybieralo wartosci ujemne.
Wartos$¢ przyspieszenia liczb okofo 90 i okolo 110 oraz
liczb okofo 70 1 okolo 130 bedzie przybierata ta sama
warto$¢, ale inny znak. Skierowania interpretowane jest
w tym przypadku jako wyznacznik znaku wartosci
funkcji pierwotnej po czasie. Informuje ono z gory jaki
znak bedzie przybierato przyspieszenie a, krotko méwiac
w przypadku samochodu znaczylo by to tyle, ktéry pedat
automat ma docisna¢: gazu czy hamulca.

Przyktad 3

Dotyczy dziedziny, z ktora kazdy ma co§ wspolnego
czyli finansow. Proby zastosowania OFN w ekonomi
mozna znalez¢ w publikacji [3], gdzie przeanalizowano
model Leontiewa przy uzyciu OFN dla opisu
wspotrzgdnych ~ wektora ~ produkcji catkowitej.
Przyblizony tu model bedzie prostszy w interpretacji.

Tabela 1 Zestawienie kosztow i przychodéw

M(i) | Przewidywany Przewidywane Przewidywany

przychod (P;) koszty (K;) dochéd (D= P K;)

(100, 108, 116, 130) | (50, 55, 60,70) | (50, 53, 56, 60)
(120, 130, 140, 145) | (70, 80,90, 101) | (50, 50, 50, 44)
(80, 75, 70, 60) (40,30,25,22) | (40, 45,45, 46)
(105, 100, 96,92) | (85,80,75,70) = (20,20, 21,22)

R S

Obliczony dochdd globalny (160, 168, 172, 194)

Teoretyczna firma posiada sie¢ czterech marketow.
Zostaly one ponumerowane i=I, 2, 3, 4. Na sprzedaz
globalng D, firmy sktada si¢ przychod ze sprzedazy
produktéw P, minus koszty K, tj.: cena zakupu produktu,
transport, pensje pracownicze, oplaty medialne, reklama
itp. Eksperci uwzgledniajac wiele czynnikow w tym
tendencj¢ do wzrostow 1 spadkéw maja oszacowac
przyszloroczne koszty 1 przychody pojedynczych
marketow, z ktorych zostang obliczone dochody D;, D,,
D;, D, ktore po zsumowaniu dadza przypuszczalny
przysztoroczny dochéd globalny D,. Ich ocena nie jest
precyzyjna miesci si¢ w roznych przedziatach i aby
obliczy¢ przewidywalny globalny dochdd firmy wydaje
si¢ sensownym uzycie OFN do zobrazowania
przychodéw i kosztow kazdego z marketow podany w
milionach zi (tabelal).
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<
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Rys. 6 Przewidywane dochody poszczegolnych marketow
oraz dochod globalny.

Interpretacja dla pierwszej dwodjki marketow dla
przychoddw i kosztow jest nastgpujaca:

[ - jest wyj$ciowym punktem dla ktoérych prognozowane
przychody i koszty maja wzrosnagc;

(L1") - méwi o przewidywanym wzro$cie przychodow i
kosztow. Gdyby koszty miescity by si¢ w tym przedziale
cho¢ niskie wedtug ekspertow mogly by nie starczy¢ na
wszystkie potrzeby. W tym przedziale przychody nie
daje  zadowalajacych  rezultatow, ale  istnieje
przypuszczenie, ze beda w czasie przynosily lepsze
rezultaty ;

7,1 +) - informuje o spodziewanych optymalnych
parametrach przychodow i kosztow

¢ +,p) — mowi o sytuacji przychody w opinii ekspertow
beda powodowa¢ wigksze koszty 1 zmniejszenie sig
optacalnos$ci produkcji, za$§ koszty beda tak duze ze
optacalnym bylo by ich pominigcie;

p — jest to maksymalny poziom kosztoéw i przychodow
jaki moze by¢ osiagnigty.

Dla marketéw nr: 3 oraz 4 interpretacja tych przedziatlow
jest inna:

p — w opinii ekspertow jest punktem wyjSciowym dla
marketow, w ktorych zakladane sa zmniejszone koszty i
przychody;

(1 +, p) — prognozowane przychody co za tym idzie czgs¢
kosztow maja zmale¢, jednak bilans ich daje pozytywne
perspektywy;

£, 1 +) - tak jak dla poprzednich dwoch marketow

zawiera informuje o spodziewanych optymalnych
parametrach przychodow i kosztow;
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(I, I') - informuje sytuacji w ktorej wiekszy spadek
kosztow daje rowniez duzy spadek przychodéw co nie
jest pozytywna perspektywa;

p - najmniejsze wartosci przychodéw i kosztéw jakie sg
brane pod uwagg przez ekspertow.

Nalezy zauwazy¢ ze przychody i koszty marketow nr / i
2 sa liczbami o orientacji pozytywnej za§ pozostatych o
orientacji negatywnej (rys. 6). Nie koniecznie ma to
wplyw na skierowanie dochodu przyktadem staje sig
sytuacji marketu nr 2, gdzie dochod otrzymany zostat w
postaci OFN skierowanej ujemnie. Cho¢ P, i K, sa
dodatnie to koszty rosna szybciej niz przychody co daje
spadek dochodu tego w stosunku to punktu jaki obrano
za wyj$ciowy 1 jest zgodne z intuicja. Mozna zauwazy¢
rOwniez ze najwigkszy wptyw na D, ma market 1, nie
tylko ze wzgledu na wielko$¢ kwot na jakich pracuje, ale
rowniez ze wzgledu na szerokos$¢ no$nika.

Przychody i koszty eksperci starali si¢ dobra¢ tak by w
przysztym roku otrzyma¢ dochod globalny X, w postaci
OFN  skierowanej pozytywnie. Wazna jest tu
interpretacja skierowania jako tendencji wzrostowej
dochodu globalnego. Informacja, Zze X, bedzie miat
tendencj¢ do wzrostu i bgdzie oscylowat w granicach
160 do 194 milionéw zt jest wigc informacja pozytywna.

Przyktad ten pokazuje proste i zgodne z intuicja
zastosowanie OFN w modelach ekonomicznych, gdzie
istnieje wiele zalezno$ci i wpltywdw zewnetrznych i
wewnetrznych na pewne komorki gospodarcze do tego
stopnia, iz nawet grupa ekspertow w danej dziedzinie nie
jest wstanie doktadnie przewidzie¢ pewnych sytuacji
(kryzys). Wielkim plusem OFN niewielka szeroko$¢
no$nika wyniku co umozliwi interpretacj¢ bez zbgdnych
w tym wypadku procedur wyostrzania. Wazna zaleta jest
nie tylko zawieranie informacji o sytuacji w danym
czasie, ale rowniez pojawienie si¢ parametru
umozliwiajacego odczytanie tendencji w czasie, ktore w
tym przyktadzie musieli uwzglednié¢ eksperci.

4. WNIOSKI I PODSUMOWANIE

Skierowane liczby rozmyte sa odpowiedzia na czgste
zarzuty wytaczane przeciw klasycznym liczba rozmytym
takim jak: zwigkszanie rozmytosci przy wykonywaniu
kolejnych dziatan, brak mozliwosci wnioskowania
wstecz oraz duze skomplikowanie obliczeniowe. Maja
swoja nowatorska algebr¢ zachowujac przy tym cata idee
zbioru rozmytego. Dzigki temu moga one przechodzi¢
przez wiele operacji nie tracac przy tym na dokltadnosci.
Daja one przy tym mozliwos¢ wnioskowania wstecz.
Wykonujac operacje arytmetyczna mozna otrzymac
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liczbe, ktérej nosnik jest nieskonczenie maty, interpretuje
si¢ ja jako liczbe rzeczywista. Mozna wigc rozwigzywaé
zadania, w ktorych czg¢s¢ danych jest skierowanymi
liczbami rozmytymi a czg$¢ liczbami rzeczywistymi. Tak
jak w arytmetyce liczb rzeczywistych, analogiczne
operacje na OFN sa przemienne, taczne oraz mnozenie
jest roztaczne wzgledem dodawania. Dzigki temu jest si¢
w stanie rozwigza¢ rOwnania, ktére nie miato
rozwiazania dla klasycznych liczb rozmytych.

Waznym aspektem w rozwazaniach nad skierowanymi
liczbami rozmytymi jest obserwacja rozmyta. Istnienie
czasu moze by¢ wykorzystane jako mozliwo§¢ wyboru
parametru dla przedstawienia krzywej przynalezno$ci
skierowanej liczby rozmytej w postaci parametryczne;j.
Czas lub tez monotoniczno$¢ (narastanie, zanikanie)
zjawiska moze bys dla projektanta systemu decydujacym
czynnikiem wplywajacym na skierowanie liczb.

W przykladach podano kilka mozliwosci interpretacji
skierowania. Rozwazane byto jako wyznacznik kierunku
ruchu, wyznacznik znaku warto$ci funkcji pierwotnej po
czasie oraz pewnej tendencji. Dzigki skierowanym
liczbom rozmytym, ekspert moze nie tylko oceniaé, w
jakim stopniu uznaje prawdziwos$¢ rozpatrywanego
zjawiska, ale takze wyrazi¢ swoja oceng dotyczaca jego
dynamiki.
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