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ZOLKIEWSKI ZYGMU!

PROBA KSZTALTOWANIA PODSTAWOWYCH
STRUKTUR ALGEBRAICZNYCH W STARSZYCH
KLASACH SZKOLY PODSTAWOWEJ NA PRZYKLADZIE
POJECIA GRUPY

Wprowadzenie

Ostatnie dziesieciolecia to okres permanentnej modernizacji nauczania ma-
tematyki w wielu krajach. Podejmowanie wysitkow w tym zakresie inspirowane
bylo olbrzymim rozwojem samej matematyki i jej zastosowan, nowymi osiagnie-
ciami z psychologii i dydaktyki ogélnej, a przede wszystkim wynikalo z potrzeb
rozwojowych spoteczenstw.

Jednym z elementéw tego rozwoju jest systematyczne podnoszenie “ogélnej
kultury matematycznej”. Zdaniem Z. Krygowskiej “podstawowym trzonem tej
kultury jest rozumienie matematyki jako symbolicznego uniwersalnego jezyka, w
ktérym mozemy opisaé bardzo réznorodne tresci oraz wyrazaé szczegélnie Sciste
i jasne rozumowanie prowadzace do rozwigzywania bardzo réznych pmblerrlléﬂ.lw."1

Stad wynikala koniecznosé prowadzenia réznorodnych dzialan w zakresie
opracowywania nowych programéw nauczania, wzbogacania metod aktywizujacy
proces nauczania i uczenia sig oraz poszukiwania nowoczesnych srodkéw dyda-
ktycznych. Na dobér tresci do nowo konstruowanych programéw nauczania mialy
wplyw nie tylko kierunki rozwoju samej matematyki, ale przede wszystkim
tendencje w niej panujace.

Jedng z nich mocno zarysowujacg si¢ juz od polowy naszego stulecia byla
tendencja integracji matematyki przez jej strukturalne ujecia. Wystepowanie jej
obserwujemy w calej historii rozwoju matematyki, gdzie pomimo wyodrebniania
sie i rozwoju szeregu dyscyplin oraz powstawania coraz to nowych galezi specjali-
styeznych obserwujen;y powracanie do idei syntezy wiedzy matematycznej.

W wypracowanych programach nauczania wyrazila sie ona w formie postu-

latu “uczenia matematyki mocno zespolonej za pomocs ogélnych poje¢ kluczowych
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i struktur 1.'>c:u:1.vat:a\amwych.2 Szezegblng role w wigzaniu treSci nauczania mogs
odegraé takie pojecia kluczowe jak: zbiér, relacja, odwzorowanie, dzialanie, mor-
fizm itp. oraz podstawowe struktury algebraiczne takie jak: grupa, pierscien,
cialo, przestrzen wektorowa, algebra Boole’a itp.

Nie zostal jednak wypracowany dotychczas jednolity poglad na to, w jakim
zakresie te ogblne pojecia i struktury majg byé wprowadzone do programéw
szkolnych oraz jakg majg spelniaé role w konstrukeji matematyki szkolnej. Czy
maja one spetniaé role dogodnej terminologii umozliwiaé wigzanie wielu tematéw
odleglych pojeciowo, czy tez maja byé przedmiotem nauczania i badania przez
uczniéw.

W niektérych rozwigzaniach metodycznych wprowadzenie tych struktur
mialo charakter formalny, bowiem byty ﬁne okreslane i badane metodg akcjoma-
tyczna. Takie ich ujecie w procesie nauczania wywolalo gwaltowng krytyke i
spowodowalo wycofanie sie z tych radykalnych koncepcji.

Wsrod przeciwnikéw uwzgledniania w matematyce szkolnej struktur alge-
braicznych w ten sposéb znalezli si¢ réwniez wybitni matematycy. Jednym z nich
byt R. Thom, ktéry wyrazajac swe stanowisko pisal “w koficu nie nalezy sadzi¢, ze
znajomoéé standardowych struktur daje wiedze o matematyce, przeciwnie, stru-
ktury te reprezentuja matematyke jedynie bardzo pa::wierz-::hlo'\.\\mie”.3 Stanowisku
R. Thoma bardzo ostro przeciwstawit si¢ J. Diéudonne piszac “przegrana mate-
matyki nowej nie jest usprawiedliwieniem dla powrotu ku dawnemu” ukiadowi
materiahu szkolnego.

Réwniez P. Hilton stwierdza “w gruncie rzeczy nowa matematyka nigdy nie
miala byé w jakimkolwiek sensie konkurencjg dla dawnej; jej rola miata polegaé
na wzbogaceniu dawnej matematyki i zastgpieniu pewnych jej archaicznych
fragmentéw materiatem lepiej odpowiadajacym wspélczesnym pogladom i potrze-
bom”.*

W wielu zmodernizowanych programach nauczania rola struktur algebrai-
cznych zostala sprowadzona tylko do dogodnej i integrujacej terminologii.

Zostala wiec ograniczona, ale i “... dla tej terminologii warto je wprowadza¢
- pisze Z. Krygowska - byle z pewng $wiadomoscig ich ograniczonej - przy obecnym
stanie dydaktyki - roli.”

Wiaczenie do nauczania szkolnego podstawowych struktur matematyeznych
w szezegblnosei struktur algebraicznych oraz okreslenia roli, jakg majg one
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spetniaé na poszczegélnych poziomach nauczania, pozostaje nadal problemem

otwartym.

Chodzi o to, aby staly si¢ one przedmiotem, nauczania oraz Srodkiem do
rozwigzywania zagadniei w innych dziatlach matematyki szkolnej. Poza tym
chodzi réwniez o wypracowanie nowych pomocy dydaktycznych, podrecznikéow,
zeszytéw ¢éwiczen, zestawow zadan itp., ktore zagwarantowalyby aktywna posta-
we uczniéw w procesie ksztaltowania zamierzonych pojeé.

Dla rozwigzania tego problemu podejmowane sg badania nad opracowaniem
oraz wdrozeniem takich rozwigzan dydaktycznych, ktére z jednej strony zapew-
nialyby poprawne z punktu matematycznego wprowadzenie tych struktur, z
drugiej zas uwzglednialyby mozliwosci percepcyjne dzieci na réznych etapach ich
rozwoju.

Na potrzebe podjecia takich badan w naszym systemie wskazywal miedzy
innymi Z. Semadeni piszgc “nalezy prowadzié badanie w zakresie problematyki,

a w wykazie tematow badawczych wymienia problem ksztaltowania pojecia

grupy.”®

Uwzgledniajac otwartosé problemu wprowadzania do matematyki szkolnej
struktur algebraicznych i ich przydatnos¢ dla strukturalizacji tresci, walory
dydaktyczne w zakresie rozwijania aktywnosci matematycznej dzieci tkwiace w
ich opracowaniu podjatem przeprowadzenie eksperymentu dydaktycznego, doty-
czgcego wprowadzenia pojecia grupy jako podstawowej struktury algebraicznej w
starszych klasach szkoly podstawowej w warunkach naszych doSwiadczen na-

uczania matematyki.

1. Przydatnosé ujawniania struktury grupy w szkolnym

nauczaniu matematyki

Dotychczas obowiazujace programy nauczania charakteryzuje przeladowa-
nie ich materialem wielokrotnie obejmujacym spora ilos¢ luzno ze soba powigza-
nych tematéw. To przeladowanie programéw, “atomizacja” poszczegélnych
zagadnien, koniecznosé przekazania uczniom duzej liczby informacji powoduje,
jak zauwaza J. Zborowski, “ze szkola nie radzi sobie z przerobieniem programow

w okreSlonym czasie, a zarazem obcigza pamieé uczniéw nadmiarem szczegélow,
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ktore nierzadko nie posiadaja ani wartosci uzytkowych ani ksztalca(cych.”? Ten
stan rzeczy powoduje przeprowadzanie czgstych zmian polegajacych w zasadzie
na uszczuplaniu tresci programowych.

Z drugiej jednak strony osiagnigcia oraz systematyczny i szybki rozwéj nauk,
zwlaszcza nauk matematyczno-przyrodniczych, stwarza potrzebg wprowadzania
do programéw nauczania coraz to nowszych, bardziej aktualnych tresci. K. Lech
wskazuje, ze “narastajgca wciaz gwaltownie i zmieniajaca si¢ wiedza wspélczesna
nie daje sie ujaé w zadne, nawet ciagle peczniejgce programy o charakterze
trad_’yr:yjnym."8

Jak zatem pogodzié problem redukeji materiatu nauczania z koniecznoscig
uwzglednienia aktualnego stanu wiedzy?

W zakresie jego rozwigzania wysuwana jest przede wszystkim koncepcja
strukturalizacji tresci nauczanego przedmiotu.

Strukture przedmiotu, jak wskazuje J. Bruner, nalezy uczyni¢ “dominujacym
czynnikiem nauczania i wprowadzié¢ nauczanie i uczenie si¢ struktur w miejsce
zwyklego opanowania faktow.® Precyzujac pojecie nauczania i uczenia sigstruktur
pisze: "uchwycenie struktury przedmiotu jest to zrozumienie go w taki sposdb,
jaki pozwala na sensowne powigzanie z nim wielu elementéw. Krétko méwiac
uczyé struktury, to uczyé sieg tego, jak rzeczy sg wzajemnie pcm.ri:sp.'ame.10

Znaczenie wprowadzonych do nauczania struktur wedlug niego polega na
pelnieniu przez nie czterech waznych fu nkt:ji:11

1. Poznanie podstawowych struktur czyni przedmiot bardziej zrozumiatym.

2. Uczenie sie strukturalne oddzialywuje na trwaloéé pamigci. Prowadzi ono do
uogblnienia, stanowiacego wazng dla pamietania “kondensacjg i reprezenta-
cje” szezegdlnych wypadkow. -

3. Zrozumienie podstawowych zasad i pojeé (struktur) prowadzi do adekwatnego
transferu éwiczen, gdyz aby uchwycié szczegél przypadku ogélnego, trzeba

poznaé nie tylko rzecz konkretna, ale takze model.
J. Zborowski stwierdza, ze struktura ta - 6w model pozwala zrozumieé inne
podobne zjawiska i fakty, z ktérymi mozna sig zetlmqé.13

4. Dzigki opanowaniu struktur przedmiotu mozna zredukowaé przepasé migdzy
wiedzg zaawansowana a elementarng, gdyz w spiralnym ukladzie programu
zachowana zostaje ciagloéé podstawowych pojeé i struktur w rozwigzywaniu
napotykanych probleméw na coraz wyzszym poziomie. .

Matematyka szkolna stanowi szczegélnie podatny grunt dla realizacji postulatu
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strukturalizacji tresci nauczania. Jego realizacje zapewnia miedzy innymi wpro-
wadzenie do materialu szkolnego podstawowych struktur matematycznych, w
szczegblnoéei struktur algebraicznych. Z. Krygowska pisze, “znajomos¢ i opano-
wanie tych struktur, postugiwanie si¢ nimi w ujmowaniu rzeczywistosci, to pra-
wdziwe cele nauczania matematyki. Niektére z tych struktur sa tak elementarne,
ze byloby stuszne postugiwanie si¢ nimi od dziecinstwa.!® Réwniez K. Lech
sugeruje "skromny material nauczania, objety programem szkolnym daje wiele
okazji do ukazania uczniom podstawowych struktur algebraicznych, do ujawnia-
nia analogii miedzy réznymi, izolowanymi w pojeciu uczniéw fragmentami mate-
matyki szkolnej i to w sposéb naturalny i dostepny mlodziezy. i

Ujawnianie zatem w nauczaniu juz od starszych klas szkoly podstawowej
tych struktur z jednej strony stworzyloby warunki do racjonalnej i bardziej
oszczednej organizacji materialu nauczania, z drugiej zas wzbogaciloby proces
rozwijania u uczniéw umiejetnosci matematycznych. Wprowadzone do nauczania
struktury w peini realizowalyby funkcje wymieniane przez J. Brunera.

1. Wprowadzenie na przyklad pojecia grupy poczawszy od starszych klas
szkoly podstawowej otwiera mozliwosci postugiwania si¢ dogodng terminologia
wiazaca wiele tematéw opracowywanych na tym etapie nauczania. Zapobiegaloby
to sztucznej izolacji poszezegélnych zagadnien zmniejszajacych spoistos¢ wewneg-
trzng matematyki szkolnej.

Dla zilustrowania integrujacej roli pojecia grupy wymieamy kilka zagadnien
objetych programem nauczania, w ktérych mozna ujawnié jej strukture:

- zbiér liczb catkowitych (wymiernych, rzeczywistych) ze wzgledu na dodawa-
nie,

- zbiér liczb wymiernych (rzeczywistych) bez zera ze wzgledu na mnozenie.

- zbiér wektoréw ze wzgledu na ich dodawanie,

- zbiér przeksztalcen geometrycznych (zbiér przesunigé réwnoleglych, obrotéow
wokét ustalonego srodka, jednokladnosci o ustalonym srodku) ze wzgledu na
ich skladanie,

- zbiér izometrii wlasnych wielokatéw foremnych.

2. Opanowanie struktur zapobiega zapominaniu szezeg6iow.

J. Zborowski zauwaza “latwo zapominamy szczegély, o ile nie sg one umiej-

»17

scowione w zorganizowanym ukladzie.
Zrozumienie i zapamietanie struktury pozwala w razie potrzeby odtworzy¢

szczegély. Na przyklad stwierdzenie, ze zbior liczb catkowitych ze wzgledu na
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dodawanie jest grupg abelowa, pozwala z latwoécia wymieni¢ wlasnosci dodawa-

nia w tym zbiorze.
3. Z. Opial wskazuje na to, ze kazda ze struktur stanowi abstrakecyjny ogolny

schemat, w ktérym miesci sie zazwyczaj bardzo dlugi szereg konkretnych indywi-
dualnych przypadkéw, co zwalnia od koniecznosci rozpatrywania kazdego z nich
z osobna i pozwala w kazdym z nich automatycznie stosowaé wszystkie pojecia,
twierdzenia, wnioski i konstrukcje teorii agc’ﬁm;j.l8

Zrozumienie zatem struktury jest droga wiodgcg do “adekwatnego transferu
éwiczen”, gdyz pozwala przejsé od schematu ogélnego do przypadkéw szczegdl-
nych.

Wprowadzenie do nauczania struktur algebraicznych stwarza poza tym
mozliwosci rozwijania u dzieci umiejetnosci dostrzegania analogii, a w szczegdl-
nosci izomorfizmu omawianych struktur, co jest rowniez pewnga forma “transferu

éwiczen”.

4. Wprowadzenie struktur algebraicznych do nauczania juz od starszych klas
szkoly podstawowej stwarza mozliwosci systematycznego przyblizania uczniow
do matematyki wspélczesnej. Na poziomie szkoly podstawowej ujawnianie tych
struktur poprzez analize réznorodnych rﬁode]i, przykladéw i kontrprzykladéw, jak
zauwaza St. Serafin, pozwala na wlasciwg “organizacje w nowych kategoriach
wiedzy matematycznej ... dopinguje do poszukiwania wspélnego schematu w
réznych zagadnieniach, a wiec powoduje dzialalnoéé umysltowa niezwykle wazna
i charakterystyczng dla myslenia ma1;«=3ma|1tycznego.”lg

Realizacja koncepcji zaszczepienia i rozwijania u uczniéw myslenia struktu-
rami, pozwala zblizy¢ sie¢ do matematyki jako nauki o strukturach okreslanych i
badanych aksjomatycznie.

Struktury algebraiczne poza wymienionymi funkcjami dydaktycznymi
otwieraja duze mozliwoSci rozwijania samodzielnego mys$lenia, spostrzegawczo-
§ci, umiejetnosci formutowania wnioskow itp.

Atrakeyjnosé i nowoczesnosé tresci, a takze mozliwo$é ukazania szerokich jej
zastosowan, aktywizuja uczniéw w procesie rozwijania umiejetnosci charaktery-
stycznych dla dzialalnosci matematyczne].

dJ. Jakébowski wskazuje, ze “w dydaktyce wspélczesnej duzy nacisk kladzie
sie na ksztaltowanie czynnej postawy uczniéw wobec poznawanej przez nich
rzeczywistosci, wywieranie korzystnego wplywu na rozwdéj ich zdolnoéci poznaw-
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czych, a przede wszystkim samodzielnego myslenia i dzialania.”%’

Realizacje tego wiasnie postulatu dydaktyki wspélezesnej zapewnia wprowa-
dzenie do nauczania matematyki podstawowych struktur matematycznych, w

szezegblnoscei struktury grupy.

2. Zalozenia dydaktyczne eksperymentu

Okres wstepny eksperymentu po$wigcony zostal oméwieniu z uczniami pod-
stawowych poje¢ teorio-mnogosciowych takich jak: zbiér, podzbiér danego zbioru,
element zbioru, relacji nalezenia elementu do zbioru, zawierania sie zbioréw, pary
uporzadkowanej oraz iloczynu kartezjanskiego (bez uzycia samej nazwy). Wiasei-
wy proces ksztaltowania pojecia grupy, ze wzgledu na zlozonosé tego pojecia zostat
rozbity na kilka etapéw. Kazdy z tych etapéw poswiecony zostal doprowadzeniu
uczniéw do zrozumienia jednego z pojeé potrzebnych do okreslenia pojecia grupy.
Stanowily one zatem wyodrebnione moduly dydaktyczne.

Zalozone cele w zakresie ksztaltowanych pojeé, jak i rozwijanych umiejetno-

4ci dla poszczegdlnych modutéw zostaly zestawione w tabeli 1.

Tabela 1. Etapy ksztaltowania pojgcia grupy

Liczba go-
Modul dydaktyczny dzin prze-
Etap znaczonych
na
E:).ic:j!:;ccizay' Zalozone cele poznawze Rozwijane umiejetnosc realizacje
1. Poslugiwanie si¢ tabelka jako op-
e tymalna formq opisu dzialania w
D.qprc;wad”_cmg i zbiorze skoriczonym.
Dzialania ;:)‘;:ciazzzl‘::i';:?: 2. Okredlenie dziatar w zbiorach nie-
A wewnetrz- wnetrznego w danym 5koncmnycl'1 przy pomocy 6-7
negoe zbiorze A jako funkgji S S T
F:AXA - A 3. Podawanic kontrprzykladow.
X 4. Formulowanie opisowej definicji
dzialania.
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Etap

Modut dydaktyczny

Dotyczyt
pojecia

Zalozone cele poznawze

Rozwijane umiej¢tnosa

Liczba go-
dzin prze-
znaczonych
na
realizacje

Elementu

neulralne-
go dziala-
nia

Wprowadzenie pojecia
neutralnego

1. Analizowanie tabelki dzialania
pod katem istnienia elementu neu-
tralnego wzgledem lego dzialania.
2. Podawanie przykladéw dzialan
w danym zbiorze posiadajacych lub
nie posiadajacych elementu neutral-
nego.

3. Formulowanie opisowej definicji
pojgcia elementu neutralnego.

4. Préba dowodu istnienia tylko jed-

nego elemenlu neulralnego

Elementu
odwrotne-

8o

Kszlallowanie pojgcia
elemenlu odwrolnego
wzgledem danego dzia-
tania

1. Analizowanie labelki dzialania
pod katem istnienia elementéw od-
wrolnych wzgledem tego dzialania
2. Podawanie przykladéw dzialan
w danym zbiorze, w ktérym pewne
lub wszystkie elementy beda posia-
daly elementy odwrotne.

3. Formuolwanie opisowej definigji
pojecia elementu odwrolnego.

Prawa ig-
cznoéci
dzialania

Poglebienie rozumie-
nia prawa lacznosci
dzialania okreslonego
w danym zbiorze

1. Formulowanie prawa lacznosci
dzialania.

2. Sprawdzanie prawa lacznosci dla
dzialan okreslonych w dowolnych
zbiorach.

4. Podawanie przykladéw dzialan
tacznych.

Grupy

Doprowadzenie ucz-
niow do rozumicnia

pojecia grupy

1. Analizowanie dzialania pod ka-
tem wlasnosci lego dzialania jako
metoda odkrywania struklury gru-
py w zbiorze skoriczonym.

2. Konstruowanie w danym zbiorze
tabelki dzialania tak, aby ze wzgle-
du na to dzialanie uzyskaé grupe.
3. Dostrzeganie izomorfizmu grup.
4. Formulowanie definicji opisowej

pojecia grup.

Realizacje zalozen dydaktycznych poszczegdlnych etapéw eksperymentu

oparfem na opracowaniu cyklu przykiadow.
Poprzez ich analize uczniowie doprowadzani byli do zrozumienia pojec,
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ktorych ksztaltowanie zalozylem w poszczegdlnych etapach.

W trakeie realizacji kolejnego etapu eksperymentu - nawiazywania do wia-
domosci z etapu poprzedniego, a nawet postugiwanie si¢ tymi samymi lub podo-
bnymi przykladami - sprzyjalo dostarczeniu uczniom informacji uzupetniajacych
lub korektywnych. Moglo to spowodowaé, ze uczniowie, ktérzy nie opanowali
uprzednio w sposéb zadowalajacy danego pojecia, osiggneli jego zrozumienie.

W celu opisania struktury procesu ksztaltowania pojecia zalozylem, ze ba-
dani dochodzgc do zrozumienia pojecia grupy przechodza nastepujace stany:

W -stan wyjsciowy.

A - stan, w ktérym uczen osiaga zrozumienie pojecia dziatania.

A’ -stan, w ktérym uczen otrzymuje informacje dodatkowe dotyczace pojecia
dziatania.

A" - stan, w ktérym uczen nie opanowat pojecia dziatania.

B - stan, w ktérym uczen osiaga zrozumienie pojecia elementu neutralnego.

B’ - stan, w ktérym uczen otrzymuje informacje dodatkowe, dotyczace pojecia
elementu neutralnego.

B" -stan, w ktérym uczen nie opanowal pojecia elementu neutralnego.

C - stan, w ktérym uczen osiaga zrozumienie pojecia elementu odwrotnego.

C’ -stan, w ktérym uczen otrzymuje informacje dodatkowe.

C" -stan, w ktérym uczen nie opanowat pojecia elementu odwrotnego.

D - stan, w ktérym uczen wykazuje zrozumienie prawa lgcznosci.

D’ -stan, w ktérym uczen otrzymuje dodatkowe informacje dotyczace prawa
tacznoéci.

D" -stan, w ktérym uczei nie opanowal prawa facznosci.

E - stan, w ktérym uczen osiaga zrozumienie pojecia grupy.

E’-stan, w ktérym uczen otrzymuje informacje dodatkowe dotyczace pojecia
grupy

E" -stan, w ktérym uczen nie opanowat pojecia grupy.

Procesowi ksztattowania pojecia grupy nadano uklad sta néw?! przedstawio-
ny na diagramie 1.

Po zakonczeniu realizacji kazdego z etapéw przeprowadzilem badania uzy-
skanych efektéw w oparciu o zaprojektowane zestawy zadan. Przeprowadzenie
badan po kazdym etapie eksperymentu, pozwolilo ujawnié trudnosci oraz przesle-
dzié postepy kazdego ucznia na kazdym etapie, w calosci zas eksperymentu opisaé
droge, jakg przebywat kazdy z nich dochodzac do zrozumienia pojecia grupy.
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Diagram 1.
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Znajomosé liczby uczniéw osiagajacych dane stany, pozwolila wyznaczyé
procent badanych, ktérzy przechodzg od jednego stanu do drugiego, a tym samym

7
i
CaCiy

opisaé w sposéb iloSciowy proces ksztalcenia pojecia grupy.

Eksperyment przeprowadzony zostal w 1989 r. w dwéch grupach uczniéw
klas V i VI zrekrutowanych na zasadzie dobrowolnoseci. £.5¢znie zespél badanych
liczyt 32 uczniéw, z ktérych 17 bylo w wieku 13 lat, 15 zas w wieku lat 12. Objeci

eksperymentem uczniowie osiagali w zasadzie dobre wyniki w nauce.
Eksperyment zostat powtérzony w roku 1991 w zespole liczacym 24 uczniéw
klasy VI, z ktérych 22 bylo w wieku 13 lat, 2 zad w wieku 12 lat. Uczniowie danej

klasy osiggali przecigtne wyniki w nauce.

3. Efektywnos¢ ksztaltowania poje¢ wystepujacych w trakcie
ujawniania struktury grupy

Kazdy z etapéw eksperymentu zakonczony zostat - jak juz wspomniano -

zbadaniem stopnia zrozumienia przez uczniéw pojecia ksztaltowanego na tym
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etapie. Rozumienie wprowadzonego pojecia badani wykazywali poprzez rozwia-
zywanie zestawu zadan, ktore wymagaly opanowania umiejetnosci zwiazanych z
tym pojr-;ciem.22

Kazdy z tych zestawéw obejmowal od 5 do 7 zadah podobnych forma do
przykladéw omawianych w procesie ksztaltowanego pojecia. Zawieraly one taki
sam stopien trudnosci jak zadania analizowane w trakcie opracowywanego mate-
rialu na danym etapie eksperymentu.

Drugs formg sprawdzania opanowania ksztaltowanych pojeé byla analiza
prac domowych, polegajacych na rozwigzywaniu zadan éwiczeniowych.

Uzyskane wyniki badan oraz analiza tych prac stanowily podstawe do okre-
slenia stopnia opanowania rozwijanych umiejetnoéci.

Zbiorcze zestawienie uzyskanych wynikéw ujeto w tabeli 2.

Tabela 2. Wyniki eksperymentu w zakresie ksztaltowania poszezegélnych pojeé

Kszialtowane I zespol 1l zespot Razem
pojecie p n p n p n
Dzialanie 30 2 17 7 47 9
Klement 26 6 20 4 46 10
neutralny

Element

odwrotny 25 7 19 5 44 12
Prawa lacznosci 21 11 20 4 41 15
Grupa 25 7 18 6 43 13

Oznaczenie: p - liczba badanych, ktérzy osiggneli stan zrozumieni
a wprowadzanego pojecia
n - liczba badanych, ktérzy nie opanowali w sposéb zadowalajacy
ksztaltowanego pojecia

Analizujgc droge dochodzenia do zrozumienia pojecia grupy przez poszcze-
g6lnych uczniéw stwierdzamy, ze czesé z nich osiagala stany zrozumienia kolejno
ksztaltowanych pojeé - dziatania, elementu neutralnego, elementu odwrotnego,
prawa tgcznosci, a w koricu pojecia grupy bez przeszkéd, przechodzac bezposred-

nio z jednego stanu do nastepnego.

Czesé badanych dla zrozumienia ktéregos z opracowywanych pojeé potrzebo-
wala jednak informacji uzupelniajgcych bgdz korektywnych, po otrzymaniu kto-
rych pokonywala wystepujaca trudnosé i osiagala cel. Dla czesci badanych
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nieosiaganie zrozumienia ktoregos z ksztaltowanych poje¢ nie pozwolilo juz na
opanowanie dalszych.

Wyniki kolejnych badan pozwolily okreslié¢ ilosé badanych, ktérzy osiagneli
stan zrozumienia ksztaltowanego pojecia na danym etapie eksperymentu oraz
liczbg tych, ktérym dla zrozumienia tego pojecia nalezalo dostarczyé informacji
uzupelniajgcych oraz tych, ktérzy nie pokonali trudnosci w jego opanowaniu.

Zestawienie tych wynikéw przedstawiono diagramem 2 (str. 151). Obok
symboli literowych oznaczajgcych poszezegélne stany podano liczbe uczniéw osia-
gajacych ten stan, za$ obok strzalki prowadzgcej od stanu do stanu procent
badanych, ktorzy przebywali te droge.

Dla stanéw A, B, C, D druga podana liczba jest liczbg badanych, ktérzy
przechodzg bezposrednio od stanu poprzedniego do nastepnego.

Z ukladu stanéw przedstawionych na diagramie 2 widaé, ze najkrétsza droga
bez stanéw, w ktérych badany otrzymywat dodatkowe informacje prowadzace do
zrozumienia pojecia grupy, zawiera pieé krokéw, najdluzsza zas moze posiadaé ich
az dziesigé. Uzyskane dane pozwolily wyznaczyé procent badanych, ktérzy docho-
dzili do pojecia grupy na drodze zawierajacej 5, 6, 7, 8, 9 lub 10 krokéw.

Po przeprowadzeniu obliczen oraz przy oznaczeniu przez p/n/ procentu bada-

nych dochodzacych do celu w n - krokach mamy:

p (6)=50,0%
p (6)=21,4%
p (M= 54%
p 8= 00%
p©= 00%
p(10)= 0,0%

Widaé z tego, zZe dla 50 % badanych droga ksztaltowania pojecia grupy byla
najkrétsza, 27 % badanych musialo dla zrozumienia tego pojecia przechodzié przez
stany, w ktérych otrzymywali dodatkowe informacje, zas 23 % nie osiggneta
Zrozumienia pojecia grupy.

Przeprowadzony eksperyment wykazat, ze istnieje mozliwo$é wigczenia w
spos6b jawny pojecia grupy jako jednej z podstawowych struktur algebraicznych
do nauczania matematyki poczynajgc od starszych klas szkoly podstawowej w

warunkach naszego systemu jej nauczania.
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Diagram 2. Schemat procesu ksztaltowania pojecia
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W wyniku wdrozenia zaprojektowanej koncepcji dydaktycznej wprowadze-
nia pojecia grupy, jego zrozumienia osiggneto 76 % badanych.

Ze wzgledu na zlozony charakter definicji grupy, gdyz w jej strukturze
wystepuje koniunkcja trzech warunkéw, proces ksztaltowania pojecia grupy zo-
stal rozlozony na etapy.

Takie ujecie pozwolilo pokonywaé stopniowo trudnosci wystgpujace w toku
jego ksztaltowania. Najpierw w kolejnych etapach eksperymentu wprowadzono
te pojecia, na ktérych buduje sig pojgcie grupy. Ich zrozumienie bylo konieczne dla
zdefiniowania samego pojecia grupy. W momencie przystapienia do ujawnienia
struktury grupy 91 % uczniéw - jak wykazaly badania - dysponowalo znajomoscig
pojecia dziatania, elementu neutralnego, elementu odwrotnego, a takze rozumiato
istote prawa lacznoéci, a wiee bylo przygotowanych do przyswojenia pojgcia grupy.

Powracanie w kolejnych etapach do tych samych lub podobnych przykladéw
okazalo sie korzystne. Nawigzywanie bowiem do tych samych lub podobnych
przykladéw pozwolilo tym uczniom, ktérzy w danym etapie nie opanowali ksztal-
towanego pojecia, uzupelnié¢ powstale braki, a tym samym osiagnaé jego zrozu-
mienie. Przeprowadzony eksperyment pokazal, ze w procesie ujawniania
struktury grupy wystepuje szereg momentéw sprzyjajacych rozwijaniu umiejet-
noéci charakteryzujacych dla dziatalnosci matematycznych takich jak schematy-
zowanie, matematyzowanie rozwazanych sytuacji, analizowanie przykladéw i
kontrprzyktadéw, uogélnienie, abstrahowanie czy tez definiowanie pojgc.

Opisywanie wykonywanych przez uczniéw czynno$ci konkretnych czy wyob-
razeniowych przy pomocy tabelek, graféw czy symboli sprzyjalo rozwijaniu umie-
jetnoéci poslugiwania sig jezykiem matematycznym. Poddani eksperymentowi
uczniowie wykazali réwniez umiejetnosci konstruowania przykiadéw i kontrprzy-
kladoéw. Potwierdza to wysoki procent poprawnych odpowiedzi w tych zadaniach,
w ktérych nalezato podaé przyklad dzialania bez elementu neutralnego czy tez
dzialah, w ktérych tylko pewne elementy zbioru posiadaly elementy odwrotne.

W realizowanej koncepcji wystepowato wiele sytuacji pozwalajgcych uczniom
na odkrywanie przez nich twierdzen oraz wywotanie motywacji dla ich uzasad-
nienia. Poza tym koncepcja ta data okazje do zapoczatkowania procesu ksztatto-
wania pojecia izomorfizmu struktur, ktére w nauczaniu matematyki mialoby

liczne zastosowanie.
Przeprowadzony eksperyment potwierdzil, ze wiek 12-13 lat, tj. okres, w
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ktérym zaczynajg sig rozwijaé operacje formalne, jest sprzyjajacym momentem do
rozpoczecia procesu ksztaltowania podstawowych struktur algebraicznych.

Wprowadzenie zas tych struktur do matematyki szkolnej otworzyloby duze
mozliwoéci optymalizacji tresci nauczania poczawszy od starszych klas szkoly
podstawowej.

Zalozenia dydaktyczne eksperymentu zostaly zrealizowane w czasie od 25 do
29 godzin lekcyjnych, a wige przeprowadzony eksperyment pozwala réwniez
okreslié orientacyjny czas potrzebny do realizacji tematyki zwiazanej z pojeciem
grupy w starszych klasach szkoly podstawowe;j.

4. Wnioski wynikajace z przeprowadzonego eksperymentu

1. Ujawnienie w nauczaniu matematyki w szkole fundamentalnych struktur
matematycznych, w szczegdlnoSci struktur algebraicznych, jest odbiciem ogdl-
nych tendencji wystepujacych w matematyce wspélczesnej. Wprowadzanym
do programéw szkolnych tresciom zwigzanych ze strukturami algebraiczny-
mi, miedzy innymi z pojeciem grupy, powinno sie nada¢ uklad spiralny. Takie
ich ujecie zapewniloby z jednej strony rozlozenie w czasie procesu ksztattowa-
nia strony pojeciowej w zaleznosci od mozliwosci percepeyjnych dzieci na
réznych etapach ich rozwoju, z drugiej strony umozliwiloby ukazanie szero-
kich zastosowan wprowadzanych pojeé.

2. W poczatkowej fazie opracowania struktur algebraicznych, a takze struktury
grupy, proces ich wprowadzenia powinien obejmowaé obserwacje réznorod-
nych modeli, schematyzacje rozwazanych sytuacji oraz analizg przykladéw 1
kontrprzykladéw. Oderwanie si¢ z kolei od tych modeli doprowadzitoby do
sformulowania warunkéw definiujgcych wprowadzane struktury. Dobér mo-
deli oraz przykladéw powinien zapewnié przeprowadzenie uczniéw do czynno-
éci wykonywanych na przedmiotach materialnych, poprzez wyobrazeniowe do
czynnoéci formalnych.

3. Na dalszych etapach pracy ze strukturami, ktére przypadalyby juz na okres
szkoly ponadpodstawowej, podejéciu do nich wskazane byloby nadaé chara-
kter bardziej formalny.

Moga byé tu juz one okreslane aksjometrycznie, a takze mozna by dazy¢ do
udowodnienia w oparciu o przyjete aksjometry kilku poczatkowych twierdzen
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rozwijanych teorii.

W nauczaniu matematyki poczgtkowo rola struktur algebraicznych sprowa-
dzalaby sie do uniwersalnego jezyka, w ktérym mozna opisywaé wiele tema-
tycznie odleglych faktéw. Gléwna tu ich rola to integracja materialu, a tym
samym zapobieganie “atomizacji wiedzy”. Pozwalalyby ukazaé matematyke w
sposéb spéjny, a nie podzielony na dzialy: arytmetyka, geometria czy algebra.
W nastepnych fazach nauczania oprécz wyzej wymienionych funkeji moga one
wraz z wprowadzeniem pojecia izomorfizmu staé si¢ dogodnym narzedziem do
rozwigzywania niektérych probleméw.

Wprowadzenie do nauczania struktur algebraicznych sprzyja rozwijaniu tych
umiejetnosci, ktére dla dzialalnosci matematycznej sa istotne. Przeprowadzo-
ny eksperyment potwierdza wystepowanie w toku ich opracowania wielu
sytuacji sprzyjajacych rozwijaniu takich umiejetnosci jak: schematyzowanie,
matematyzowanie rozwazanych sytuacji, analizowanie przykladéw, abstraho-
wanie, uogélnianie, formulowanie definicji, zauwazanie analogii i izomorfi-
zmoéw oraz odkrywanie i dowodzenie twierdzen.

Postugiwanfe sie w trakcie opracowania struktur réznego rodzaju symbolami,
tabelkami schematami, grafami itp. sprzyja rozwijaniu jezyka matematycz-

nego.
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Zusammenfassung

Das Problem des Komprosisses zwischen der Notwendigkeit der Reduzie-
rung des Lehrstoffes und dem aktuellen Zustand des Wissens erfordert die
Strukturalisierung der Lehrinhalte. In der Schulmathematik kann die Realisie-
rung dieser Forderung durch die Einfiithrung der algebraischen Grundstrukturen,
insbesondere der Struktur der Gruppe, vor allem in héhere Klassenstufen gesi-
chert werden.

Im Beitrag wurden die Annahmen, der Verlauf und die Bedingungen des
Experiments vorgestellt. Es wurde auch darauf hingewiesen, da man durch das
Aufdecken der Struktur der Gruppe auf dieser Lehrstufe viele bearbeitete The-
men verbinden kann und daB es auch beim Entwickeln der Fertigkeiten, die fiir
das Mathematikwirken von groBer Bedeutung sind, behilflich sein kann. Das
bietet auch die Méglichkeit, die Schulmathematik der zeitgendssischen modernen

Mathematik ndher zu bringen.



