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Streszczenie

Elementarng kulturag matematyczna nazywamy ogot wiedzy, kompetencji i umie-
jetnosci, ktére powinny sta¢ sie udziatem uczniéw danego etapu edukacji. W kulturze
matematycznej kreuje sie, niezbedna dorostemu cztowiekowi w codziennym zyciu,
umiejetno$¢ myslenia matematycznego. Badania PISA pokazuja, ze chociaz wyniki
polskich gimnazjalistéw w czesci matematycznej osiggnety poziom poréwnywalny
do $redniej panstw cztonkowskich OECE, to wcigz jeszcze przed nami wiele pracy,
zanim dofagczymy do najlepszych.

W niniejszej pracy przeanalizowano wyniki polskich uczniéw w badaniach PISA,
w kontekscie ich elementarnej kultury matematycznej. Zdefiniowano takze pojecia ele-
mentarnej kultury matematycznej, myslenia matematycznego i wyprowadzono wnioski.

Stowa kluczowe: kultura matematyczna, myslenie matematyczne, badanie PISA

Summary

Basic mathematical culture is defined as the whole knowledge, competen-
cies and skills, that a student should ilate/acquire during each level of education.
In mathematical culture, an ability for mathematical thinking is created, which is
essential in everyday life for everyone. The researches of Program for International
Student Assessment (PISA) show, that although results of polish students in mat-
hematical part of exams, reached a level comparable to the average of the OECD
countries, there is still a lot of work ahead of us, to join the best.

In this study were analyzed the results of polish students in PISA researches,
in the context of their basic mathematical culture. Also defined the concept of
basic mathematical culture, mathematical thinking and presented conclusions.

Keywords: mathematical culture, mathematical thinking, PISA
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1. Program badan PISA

Program Miedzynarodowej Oceny Umiejetnosci Ucznidéw (ang. Programme for Inter-
national Student Assessment, PISA) realizowany jest pod auspicjami Organizacji Wspot-
pracy Gospodarczej i Rozwoju (OECD). Badanie przeprowadzane jest regularnie co trzy
lata, poczawszy od 2000 roku. Jego celem jest monitorowanie efektywnosci dziatan
edukacyjnych w poréwnaniu miedzynarodowym. Badang grupa sa uczniowie w wieku
15 lat, poniewaz w prawie wszystkich panstwach nalezacych do OECD uczeszczajg oni
jeszcze do szkoty. Jednoczesnie ich edukacja trwa juz wystarczajgco dtugo, aby moc
realnie ocenic jej efektywnosc.

Badanie PISA, jak mato ktére badanie spofeczne, wywotato publiczng sensacje
[Spitzer, 2008] i na state zadomowito sie w $wiadomosci spotecznej, jako punkt odnie-
sienia dla podejmowanych w oswiacie dziatan [Federowicz i in., 2008]. Nie powinno ono
by¢ jednak, co stusznie zauwazaja jego autorzy, swoista ,,Olimpiadg w zakresie poziomu
ksztatcenia, w czasie ktorej wylania sie zwyciezcow i przegranych” [Spitzer, 2008]. Pro-
gram badan stwarza realng szanse poréwnania efektywnosci systeméw edukacyjnych
w réznych krajach. Dzieki temu w zatoZeniu bedzie mozliwe nawet swoiste ,,uczenie sie”
catych systemdw od siebie, poprzez poréwnanie z osiggajacymi lepsze i gorsze wyniki.

Punktem wyjscia dla badania PISA jest pojecie ,alfabetyzmu” (ang. literacy) odno-
szace sie do ,,zdolnosci stosowania wiedzy i umiejetnosci, analizowania, argumento-
wania i efektywnego komunikowania w procesie stawiania, rozwiazywania i interpre-
towania probleméw w réznych sytuacjach” [PISA, 2003]. Badanie zostato podzielone
na trzy obszary tematyczne:

1) czytanie ze zrozumieniem (reading literacy),

2) rozumowanie w naukach przyrodniczych (scientific literacy),

3) matematyka (mathematical literacy).

Specyfika ostatniego z wymienionych obszaréw zostanie przedstawiona szczegé-
towo w kolejnym paragrafie.

2. Rozumienie matematyki w badaniu PISA

Matematyka byta gtéwng domeng badania PISA w 2003 roku. Skalibrowano wtedy
skale punktowa dla kolejnych edyciji i przyjeto, ze Sredni wynik panstw cztonkowskich
OECD wynosi 500 punktéw. Do zbadania umiejetnosci uczniéw wykorzystano wowczas
84 zadania, z ktérych 48 uzyto ponownie w edycji z 2006 roku, a kolejne 35 zadan w 2009
roku. Warto poswieci¢ odrobine czasu, aby dobrze zrozumie¢, jak postrzegana jest
matematyka przez twércdw badania. Punktem wyjscia jest przekonanie, ze rozwoj
nauki i techniki od kazdego cztowieka wymaga coraz lepszego korzystania z matema-
tyki w najrozniejszych sytuacjach zycia codziennego. ,,Podobnie jak dawniej, tak i teraz
zaklada sig, Ze istnieje transfer umiejetnosci zdobytych w szkole na zadaniach realistycz-
nych do dziatalnosci zawodowej w dorostym zyciu” [Siwek, 2005]. PISA prébuje odpo-
wiedzie¢ wiec na pytanie: ,w jakim stopniu pietnastoletni uczniowie sg w stanie uak-
tywni¢ swojag wiedze i umiejetnosci matematyczne, gdy stajg przed koniecznoscia roz-
wigzania autentycznych problemdw, jakich dostarcza im otaczajacy swiat?” [Bartnik i in.,
2006]. Takie zatozenie sprawia, ze zadania s umieszczane w kontekscie praktycznym
i na 0gét nie przypominajg rutynowych przyktadéw szkolnych [Haman, 2009]. Trud-
nos¢ polega zatem nie na rozwigzaniu oderwanej od zycia abstrakcyjnej famigtéwki
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obliczeniowej, ale poradzeniu sobie z realnym problemem bez znajomosci gotowego
schematu postepowania. Wykorzystuje sie w tym celu myslenie matematyczne, ktére
jest kluczowe dla zrozumienia powyzszej idei. ,,Specyfika myslenia matematycznego
polega na mysleniu konkretnym, opartym na okreslonych zatozeniach, prawach logicz-
nych, definicjach, twierdzeniach, a jednoczesnie na stawianiu pytan-hipotez, cho¢ nie
zawsze mozna na nie odpowiedzie¢” [Nowik, 2011].

Wedtug autoréw badania PISA:

Myslenie matematyczne oznacza indywidualng zdolnos¢ do:

* rozpoznania i zrozumienia roli matematyki we wspoétczesnym Swiecie,

* formutowania osagdéw opartych na logicznym, matematycznym rozumowaniu,

* wykorzystywania umiejetnosci matematycznych, jezeli wymaga tego sytuacja zy-
cia codziennego [Haman, 2009].

Szerszg i bogatszg definicje podaje M. Niss, ktory wymienia myslenie matema-
tyczne jako jedng z oSmiu umiejetnosci wchodzacych w sktad kompetencji matema-
tycznych'. Jego zdaniem [Niss, 2003, tltumaczenie M. Legutko i S. Turnau] na myslenie
matematyczne sktadaja sie takie umiejetnosci, jak:

* stawianie charakterystycznych dla matematyki pytan oraz wiedza, jakiego rodza-

ju odpowiedzi mozna oczekiwac;

* rozszerzanie zakresu pojecia poprzez uabstrakcyjnianie niektérych jego wiasno-
$ci i uogolnianie wynikéw dla szerszych klas przedmiotow;

* odréznianie réznych rodzajéw zdarn matematycznych (wigcznie z wypowiedzia-
mi implikacyjnymi ,,jesli-to”), zdaniami z kwantyfikatorami, zatozeniami, definicja-
mi, twierdzeniami, przypuszczeniami, hipotezami i szczegdélnymi przypadkami;

* operowanie danym pojeciem przy rozumieniu jego zakresu i jego ograniczen.

Autorzy ksigzki Matematyczne myslenie, J. Mason, K. Stacey i L. Burton, wymieniaja
trzy czynniki, majace zasadniczy wplyw na skutecznos¢ myslenia matematycznego
[Mason i in., 20051:

1. umiejetnos¢ wykorzystywania proceséw uzywanych w badaniach matematycz-

nych,

2. panowanie nad stanami psychicznymi i emocjonalnymi oraz zdolnos¢ ich wyko-

rzystania,

3. rozumienie odpowiedniej dziedziny matematyki, a jesli to konieczne, réwniez

dziedziny, w ktérej jest stosowana.

Kazde wykorzystane w badaniu PISA zadanie zostato opisane za pomoca trzech
parametréw. Pierwszy z nich to tre$ci matematyczne, do ktérych trzeba sie odwotac,
rozwigzujac dany problem [Bartnik i in., 2006]:

* przestrzen i ksztatt - sytuacje geometryczne, zwiazki przestrzenne miedzy obiek-

tami;

* zmiana i zwigzki - zaleznosci funkcyjne oraz ogoélniejsze relacje, reprezentowane
w sposéb symboliczny, algebraiczny, tabelaryczny lub graficzny;

* ilo$¢ — obliczenia, w tym zrozumienie sensu wykonywanych obliczen, szacowa-
nie i przyblizanie wielkosci liczbowych, odwotanie do realnych liczb otaczajacego
Swiata (np. kursy walut, objetosci, gestosci);

* niepewnosc¢ - zjawiska losowe, rozwazania o charakterze statystycznym i proba-
bilistycznym.

! Kompetencje matematyczne znalazty sie wsréd osmiu kompetencji kluczowych dla uczenia sie
przez cate zycie w zaleceniu Parlamentu Europejskiego z dnia 26 wrze$nia 2006 roku.
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Kolejny parametr to umiejetnosci matematyczne, ktére nalezy uaktywni¢, by sko-
jarzy¢ postawiony problem z matematyka i znalez¢ rozwiazanie [Bartnik i in., 2006]:

* odtwarzanie - kompetencje wykorzystywane w zadaniach wymagajacych uzy-
cia wycwiczonych umiejetnosci oraz operowania dobrze znanymi, prostymi
obiektami;

* powigzania - wystepuje zwykle wieksza liczba krokéw do wykonania. Ucze musi
wybra¢ pojecia matematyczne odpowiednie dla rozwigzania danego problemu;

* rozumowanie — oznacza tworcze podejscie do problemu, niebanalng matema-
tyzacje lub rozumowanie, stworzenie modelu czesto polegajace na uogdlinieniu,
zazwyczaj wymagane jest wyjasnienie lub uzasadnienie rozwigzania.

Ostatnim parametr to sytuacja, w jakiej umieszczony jest postawiony problem

[Bartnik i in., 2006]:

* osobista - zwigzana z zyciem codziennym,

* edukacyjna - napotykana zazwyczaj w szkole,

* zawodowa - zwigzana z pracg,

* publiczna - zwigzana z zyciem spotecznosci lokalnej (np. komunikacja) oraz ro-
zumianej szerzej (np. wybory parlamentarne),

* naukowa - konteksty techniczne, fizyczne, sytuacje wymagajace uzycia matema-
tyki do opisu zjawiska.

W roku 2003 sytuacje wykorzystano w nastepujacych proporcjach:

@ Naukowe 21%
@ Publiczne  34%
@ Osobiste 21%
Edukacyjne 18%
Zawodowe 6%

Wykres 1. Sytuacje wystepujace w zadaniach w badaniu z roku 2003
Zrédto: Federowicz (red.) [2008]

Skala osiagnie¢ matematycznych zostata podzielona na sze$¢ poziomoéw. Tabela
zawiera opis umiejetnosci, charakterystycznych dla kazdego z nich.

Analize osiggnie¢ polskich gimnazjalistbw w badaniu PISA warto poprzedzi¢
stwierdzeniem, Zze jego autorzy kfada szczegdlny nacisk na kreatywny, analityczny
sposob myslenia oraz aplikacyjny charakter wiedzy matematycznej uczniéw. Rozwia-
zujac zadanie, trzeba zmierzy¢ sie z problemem, do ktérego nie mamy gotowego,
wyuczonego schematu postepowania. Przy takim podejsciu autoréw, badania réz-
nice pomiedzy programami nauczania w poszczeg6lnych szkotach nie maja zadnego
znaczenia.
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Tabela 1. Umiejetnosci typowe dla kazdego poziomu osiagnie¢ matematycznych

Poziom

Umiejetnosci typowe dla kazdego poziomu

Poziom 6
(>669 pkt)

Uczen potrafi analizowad i uogoélniac informacje zgromadzone w wy-
niku zbadania samodzielnie zbudowanego modelu ztozonej sytuac;ji
problemowej. Umie potaczy¢ informacje pochodzace z réznych zr6-
det i swobodnie przemieszczac sie miedzy nimi. Potrafi wykonywa¢
zaawansowane rozumowania i wnioskowa¢ matematycznie. Umie
potaczy¢ rozumowanie z biegtoscia w wykonywaniu operacji symbo-
licznych i formalnych podczas twoérczej pracy nad nowym dla siebie
kontekstem. Potrafi precyzyjnie formutowa¢ komunikat o swoim ro-
zumowaniu, uzasadniajac podjete dziatania.

Poziom 5
(607-669 pkt)

Uczert umie modelowac ztozone sytuacje, identyfikujac ogranicze-
nia i precyzujac zastrzezenia. Potrafi poréwnywa¢, ocenia¢ i wybie-
ra¢ odpowiednie strategie dla probleméw zwiagzanych ze zbudowa-
nym modelem. Wykorzystuje dobrze rozwiniete umiejetnosci mate-
matyczne z uzyciem odpowiednich reprezentacji, w tym symbolicz-
nych i formalnych. Potrafi krytycznie oceni¢ swoje dziatania oraz za-
komunikowac swojg interpretacje i sposdb rozumowania.

Poziom 4
(545-606 pkt)

Uczen umie efektywnie pracowac z podanymi wprost modelami zto-
zonych sytuacji realnych, identyfikujac ograniczenia i czyniac nie-
zbedne zatozenia. Potrafi wybiera¢ oraz faczy¢ informacje pochodza-
ce z réznych zrédet, wiazac je bezposrednio z kontekstem realnym.
Umie w takich kontekstach stosowac¢ ze zrozumieniem dobrze wy-
uczone techniki. Potrafi konstruowa¢ komunikaty opisujace swoje in-
terpretacje, argumenty i dziatania.

Poziom 3
(482-544 pkt)

Uczen umie wykonac jasno opisany algorytm, takze wymagajacy sek-
wencyjnego podejmowania decyzji. Potrafi wybierac i stosowac pro-
ste strategie rozwigzywania problemoéw. Potrafi interpretowac i wy-
ciggac bezposrednie wnioski z danych pochodzacych z kilku Zrédet.
Umie przedstawi¢ wyniki nieskomplikowanych interpretacji i rozwa-
zan.

Poziom 2
(420-482 pkt)

Uczen umie rozpoznac i zinterpretowac sytuacje wymagajaca tylko
prostego kojarzenia. Potrafi wydoby¢ istotng informacje z pojedyn-
czego zrédta i uzy¢ na raz jednej formy reprezentacji danych. Umie
zastosowac prosty wzér lub przepis postepowania. Potrafi wyciagnaé
bezposrednie wnioski i dostownie zinterpretowac wyniki.

Poziom 1
(358-420 pkt)

Uczen umie rozwigzywac typowe zadania, w ktérych wszystkie dane
sg bezposrednio podane, a zadane pytania sa proste. Potrafi wyko-
nywac czynnosci rutynowe, postepujac zgodnie z podanym prostym
przepisem. Podejmuje dziatania oczywiste, wynikajace wprost z tre-
$ci zadania.

< Poz. 1
(<358 pkt)

Uczen wykazuje brak umiejetnosci nawet na poziomie 1.

Zrédto: PISA
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3. Wyniki i problemy polskich uczniéw w badaniu PISA

Poréwnanie wynikéw Polski i innych krajow OECD w poszczegdlnych edycjach
badania dostarcza wielu informacji na temat skutecznosci edukacji matematycznej
i czynnikéw, ktére ja warunkujg. Trudny do zaakceptowania moze by¢ fakt, ze nie
na wszystko mamy wplyw i niektérych elementéw, jak np. pozytywnego wptywu
historii i kultury danego regionu, nie jesteSmy w stanie przenie$¢ na nasz grunt.

3.1. Wyniki badania PISA na swiecie

Najwyzsze wyniki w badaniach PISA osiagaja systematycznie kraje azjatyckie.
W 2003 roku najwiecej punktéw uzyskali uczniowie z Hongkongu. Trzy lata pdZniej
palme pierwszenstwa przejat Tajwan, aby w ostatniej jak do tej pory edycji ustapi¢
miejsca Szanghajowi, ktéry w 2009 roku pierwszy raz przystgpit samodzielnie do
badania. Europe w czotdéwce zestawienia nieprzerwanie reprezentuje Finlandia.

Tab. 2. Najwyzsze wyniki w badaniu PISA w poszczegdlnych edycjach

Badania PISA 2003 Badania PISA 2006 Badania PISA 2009
- matematyka - matematyka - matematyka
1 | Hongkong (Chiny) 1| Tajwan 1| Szanghaj (Chiny)
2 | Finlandia 2 | Finlandia 2 | Singapur
3| Korea 3 | Hongkong (Chiny) 3| Hongkong (Chiny)
4| Holandia 4 | Korea 4 | Korea
5| Lichtenstein 5| Holandia 5| Tajwan
6 | Japonia 6 | Szwajcaria 6 | Finlandia
7 | Kanada 7 | Kanada 7 | Lichtenstein
8|Belgia 8| Macao (Chiny) 8| Szwajcaria
9 | Szwajcaria 9 | Lichtenstein 9 | Japonia
10 | Australia 10 | Japonia 10| Kanada
Zrédto: PISA

Za sukcesami poszczegdlnych panstw w badaniu PISA stoja rézne czynniki, ktére
trudno skonkretyzowaé. Duza role moga jednak petni¢ uwarunkowania historyczne
i kulturowe. W przypadku uczniéw z Azji zrédta znakomitych wynikéw czesto upa-
truje sie w ich szczegélnej pracowitosci, uporze i konsekwencji. R. Nisbett w ksigzce
Inteligencja. Sposoby oddziatywania na IQ przekonuje, ze wspomniane cechy maja
swoje zrédto juz w naukach Konfucjusza sprzed dwdch i pot tysigca lat. Filozof ten
twierdzit, Ze istnieja ,,dwa Zrédta zdolnosci: jedno pochodzace z natury — dar niebios
- i drugie wynikajace z ciezkiej pracy” [Nisbett, 2010]. Azjaci do dzi$ s przekonani,
Ze osiggniecia matematyczne (lub szerzej: intelektualne) sa wynikiem gtéwnie pod-
jetego wysitku. Zupetnie inne podejscie cechuje np. Amerykanéw, ktérzy bardziej
sktonni sa uwazac, ze jest to kwestia wrodzonych zdolnosci lub posiadania dobrego
nauczyciela [Nisbett, 2010]. Taki poglad jest tez popularny w kulturze masowej krajéw
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zachodnich. Niech za przykfad postuzy popularny, nagrodzony Oskarami film Bun-
townik z wyboru. Jego niewyksztatcony bohater okazuje sie matematycznym geniu-
szem i zawstydza rzesze studentéw, borykajacych sie z bardzo trudnym zadaniem
matematycznym. Nieprawdziwosci tych przekonan dowodzi, na drodze eksperymentu
intelektualnego, B. Butterworth w znakomitej ksigzce What Counts: How Every Brain is
Hardwired for Math. Udowodniono to takze na gruncie neuronautyki (m.in. M. Dia-
mond, A. Scheibel, G. Murphy, T. Harvey [1985], On the brain of a scientist: Albert Ein-
stein. W: Experimental Neurology Nr 88).

Zapewne inne sg zrodta sukcesu Finlandii, gdzie postawiono na edukacje nauczy-
cieli i wspieranie od samego poczatku uczniéw stabych. Trudnosci edukacyjne
sg wczesnie diagnozowane i poszukuje sie dla nich odpowiedniej pomocy. Co wiecej,
»wyniki PISA wyraZnie pokazuja, ze wspieranie stabych uczniéw nie musi sie odbywac
kosztem wspierania uczniéw dobrych, jak sie czesto uwaza” [Spitzer, 2008]. W Finlandii
efekty przyniosto takze dalsze ksztatcenie i rozwijanie nauczycieli. ,W ramach krajowej
oceny stwierdzono, ze nauczyciele, ktérzy maja mozliwos¢ doksztatcania sie przez
cztery do szesciu tygodni rocznie, osiagajg w szkotach lepsze efekty” [Spitzer, 2008].

Z pewnoscia nie da sie konkretnie i jednoznacznie wypunktowac przyczyn suk-
cesow Finlandii lub krajow azjatyckich, podobnie jak niepowodzen innych. Mozna zary-
zykowac stwierdzenie, ze decydujaca role odgrywa tu raczej splot czynnikéw, uwa-
runkowanych kulturowo, historycznie i socjologicznie oraz rozmaite decyzje organiza-
cyjne dotyczace oswiaty.

3.2. Polska na tle innych panhstw cztonkowskich OECD

Przypomnijmy, ze skala dla wynikéw z cze$ci matematycznej badania zostata skali-
browana w 2003 roku, gdy rozumowanie matematyczne byto gtéwna domeng badania.
Przyjeto wtedy, ze sredni wynik panstw cztonkowskich OECD wynosi 500 punktéw.
W kolejnej edycji $rednia zostata obnizona do 496 punktéw. Od 2003 roku wyniki pol-
skich uczniow zblizaja sie do $redniej dla krajéw OECD i wynosza w kolejnych edycjach
badania: 490 punktéw (2003 rok), 495 (2006) i ponownie 495 (2009). Chociaz od wspo-
mnianej Sredniej jest to wcigz wynik nizszy, to w praktyce jest od niej ,,statystycznie
nieodréznialny” [Haman, 2009]. Wedtug metodologii badan PISA Polska wcigz znajduje
sie w grupie przecietnych krajéw OECD (w kontekscie czesci matematycznej).

600
M Finlandia
M Hongkong
>00 Polska
400
300

2003 2006 2009
Wykres 2. Wyniki Hongkongu, Finlandii i Polski w kolejnych edycjach badania PISA

Zrédho: opracowanie wiasne na podstawie danych PISA
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W nawiazaniu do zawartych w pierwszej tabeli charakterystyk umiejetnosci typo-
wych dla poszczegblnych pozioméw osiggnie¢ matematycznych, mozemy przeana-
lizowa¢, jak wyglada rozkiad procentowy wynikéw polskich uczniéw na tle $redniej
panstw OECD oraz Finlandii (na podstawie edycji badania 2009).

Finlandia
M poziom 6
M poziom 5
M poziom 4
M poziom 3
¥ poziom 2
poziom 1
< poziom 1

OECD

Polska

I I I I 1
0% 20% 40% 60% 80% 100%
Wykres 3. Poréwnanie wynikéw Sredniej OECD, Finlandii i Polski z rozbiciem na poziomy

Zrodto: PISA

W poréwnaniu z paristwami OECD Polska ma wiecej uczniéw na poziomie srednim,
ale mniej na skrajnych - najwyzszym i najnizszym. Mniej jest wiec w naszym kraju
zaréwno ucznidw stabszych niz srednio w panstwach OECD, ale réwniez mniej dobrych
i bardzo dobrych [Haman, 2009]. Duzo lepszy wynik od $redniej OECD zdobyta Fin-
landia, ktéra nie tylko ma ponad dwa razy wiecej ucznidéw na dwoéch najwyzszych
poziomach, ale w dodatku margines stanowia uczniowie na poziomie najnizszym.

Analizujac wyniki Polski pod katem liczby uczniéw na poszczegdélnych pozio-
mach osiaggnie¢ matematycznych, mozna zauwazy¢, ze w trzech kolejnych edycjach
badania nie nastapity istotne zmiany.

2009
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Wykres 4. Rozktad procentowy wynikéw Polski z rozbiciem na poziomy w poszczegdlnych edy-
cjach badania

Zrédto: PISA
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Warto wspomnie¢, ze w Polsce nie wystepuje silne zréznicowanie wynikéw uzy-
skiwanych przez dziewczeta i przez chtopcéw. W 2009 roku chtopcy osiagneli wynik
497 punktéw, a dziewczeta 493 punkty. Réznica czterech punktdéw jest znacznie
mniejsza niz w przypadku $redniej dla krajéw cztonkowskich OECD, ktéra wynosi az
12 punktéw [Haman, 20091.

3.3. Charakterystyka osiagniec polskich uczniéw

Osiagniecia polskich ucznidow warto pokazac¢ za posrednictwem wynikéw zadan
przynalezacych do poszczegdlnych pozioméw, a takze przez ich poréwnanie ze
$rednig panstw cztonkowskich OECD i Finlandia, osiagajaca regularnie najlepsze wyniki
w Europie. Tak uczyniono w raportach z badan PISA i tak tez, bazujac na na nich,
zostanie to przedstawione na kartach niniejszej pracy.

Po pierwsze, zadanie ponizej najnizszego pierwszego poziomu. Przyktad ruty-
nowy, ktérego rozwigzanie sprowadza sie do dodania paru liczb z tabeli. Zadanie byto
dla polskich uczniéw fatwe. Polska jest w nim prawie tak samo dobra jak Finlandia,
roznice stanowig tylko uczniowie najstabsi, w ktérej to grupie uwidacznia sie prze-
waga Kraju Wielkich Jezior. Wyniki krajéw OECD sg w tym przypadku stabsze.

W wybranym zadaniu na poziomie pierwszym uczniowie musieli oceni¢ praw-
dopodobienstwo wystapienia pewnych elementarnych zdarzen losowych. Takze ten
przykfad byt dla polskich uczniéw stosunkowo tatwy. Osiggniety rezultat jest podobny
do rezultatéw w krajach OECD, natomiast uczniowie z Finlandii okazali sie lepsi.

Tre$¢ zadania na poziomie drugim zawiera opis pewnej realnej sytuacji do rezul-
tatéow wraz z danymi liczbowymi. Od ucznia oczekuje sie przeanalizowania opisu i zapi-
sania wniosku. W pierwszej edycji badania (2003 rok) polscy uczniowie radzili sobie
z tym zadaniem zdecydowanie gorzej niz w kolejnych edycjach. Wcigz jednak dla wielu
najstabszych uczniéw jest to zadanie trudne - w latach 2006 i 2009 poradzito sobie
z nim tylko 25% z tych uczniéw (co jednak ciekawe, najstabsi uczniowie z Polski i tak
radza sobie z tym zadaniem lepiej niz srednio uczniowie z krajéw OECD). Warto zazna-
czy¢, ze dla najlepszych uczniéw zadanie to nie stanowi wiekszego problemu (90%
sposrod nich rozwiazuje je poprawnie).

Na poziomie trzecim wprowadzono do rozwigzania zadanie z zakresu geometrii,
ktore w zaleznosci od preferencji, uczerh mégt wykonac algebraicznie albo czysto geo-
metrycznie. W 2003 roku Polacy poradzili sobie z zadaniem stabo. Poréwnywalny wynik
uzyskalismy w latach 2006 i 2009. Finowie radza sobie z tym zadaniem tak jak nasi ucz-
niowie. Srednia dla krajow OECD jest tym razem wyraznie stabsza na kazdym poziomie
osiagniec.

Zadanie z poziomu czwartego polegato na przeanalizowaniu podanego algorytmu
i wyciggnieciu wnioskdéw na temat jego uzytecznosci. Dla polskich uczniéw zadanie
byto trudne. Najstabsi uczniowie zanotowali rozwigzywalnos¢ ponizej 20%, najlepsi
z kolei tylko ok. 65%. Zaréwno $rednia krajow cztonkowskich OECD, jak i wyniki Finow
sg w tym zadaniu duzo wyzsze niz Polakow.

W zadaniu z poziomu pigtego konieczne byto obliczenie pola nietypowe;j figury.
W edycjach badania z lat 2003 i 2009 polscy uczniowie osiagneli zblizony rezultat,
natomiast w roku 2006 byt on znaczaco stabszy. Jest to zadanie trudne dla ok. potowy
uczniéw. Wsréd stabych odsetek poprawnych odpowiedzi jest nizszy niz 10%. Zadanie
jest jednak trudne nie tylko dla Polakéw. Stabe sa takze srednie wyniki krajow OECD.
Finscy uczniowie radza sobie jednak z zadaniem dobrze.
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Na ostatnim, najwyzszym szoéstym poziomie uczen musiat opisa¢ wzorem realng
sytuacje. Wyniki osiggane przez polskich uczniéw nie zmieniaty sie w kolejnych edy-
cjach badania. Rozwigzywalnos¢ zadania dla zdecydowanej wiekszosci jest réwna lub
bliska zeru. Dopiero najlepsi przekraczaja 10%. Z tym trudnym zadaniem polscy ucz-
niowie radzg sobie znacznie gorzej niz Finowie, a takze stabiej niz $rednio uczniowie
z krajow cztonkowskich OECD.

Wsréd zadan, z ktérymi zmagali sie uczniowie w ramach kolejnych edycji
badania PISA, mozna wyodrebni¢ dwie grupy:

1) zadania rutynowe, wymagajace postuzenia sie znanym algorytmem,

2) zadania wymagajace przeprowadzenia rozumowania wykraczajgcego poza zna-

ne, szkolne informacje.

Z przyktadami z pierwszej grupy Polacy radzg sobie podobnie lub lepiej niz
srednio kraje cztonkowskie OECD. Nasi uczniowie dobrze opanowali sztuke postepo-
wania zgodnie ze znanym algorytmem. Radza sobie takze z odczytywaniem danych
zaprezentowanych w sposéb graficzny (diagramy, wykresy, tabele).

Zadania z drugiej grupy, wymagajace bardziej abstrakcyjnego myslenia, sprawiaja
jednak naszym uczniom spory kfopot: wyniki w poszczegélnych edycjach s3 co naj-
wyzej poréwnywalne ze $rednig OECD, a w przypadku zadan najtrudniejszych — stabsze.
Nasi uczniowie maja problem z podaniem kompletnego rozwigzania oraz przeprowa-
dzenia samodzielnie catego toku rozumowania (od postawienia hipotez, przez zapro-
jektowanie rozwigzania, skonczywszy na sformutowaniu wyniku i wyprowadzeniu
whioskow).

4. Elementarna kultura matematyczna polskich uczniow

W drugim paragrafie zostato zdefiniowane pojecie myslenia matematycznego,
na badanie ktérego nastawiona jest matematyczna cze$¢ programu PISA. Sprébujemy
poznac teraz zrédto myslenia matematycznego - szkolng elementarng kulture mate-
matyczng - a takze zidentyfikowac przyczyny probleméw polskich ucznidw, ktére
uwypuklito badanie OECD.

Pojecie elementarnej kultury matematycznej przeniosta na grunt polskiej literatury
naukowej Zofia Krygowska, opisujac w swoim artykule tendencje w nauczaniu mate-
matyki, z jakimi spotkata sie na konferencjach miedzynarodowych. Termin ten zostat
skonkretyzowany przez Wande Nowak, ktéra zestawita w tabeli najwazniejsze skta-
dowe elementarnej kultury matematycznej.

Przygotowana tabele autorka opatrzyta komentarzem: ,ten rejestr mogtby sta-
nowi¢ punkt wyjscia dla szczegétowego opisania elementéw oczekiwanej od
ucznia kultury matematycznej na poszczegdlnych etapach ksztatcenia” [Nowak,
1989]. Warto zwroci¢ uwage, ze kultura matematyczna jest pojeciem niezwykle sze-
rokim. Nie oznacza ona wytacznie wiedzy i umiejetnosci czysto rachunkowych. Obej-
muje takze takie aspekty, jak umiejetnos¢ postugiwania sie jezykiem matematyki oraz
kwestie fundamentalng dla rozwoju myslenia matematycznego, tj. poprawng tech-
nike uczenia sie matematyki.

Wyniki badania PISA pokazuja, ze solidne matematyczne rzemiosto polskich ucz-
niow faczy sie z nieporadnosciag w radzeniu sobie z problemami wymagajacymi mate-
matycznej kreacji i bardziej abstrakcyjnego myslenia. Typowa dla polskich uczniéw
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Tab. 3. Najwazniejsze elementy sktadowe kultury matematycznej

Dziedzina

Charakterystyka dziedziny

Wiadomosci i sprawnosci

Wiadomosci wybrane racjonalnie i oszczednie; wiadomosci zor-
ganizowane za pomocg struktur matematycznych; niezbedne
sprawnosci w swobodnym postugiwaniu sie wiadomosciami.

Rozumienie formalnego
charakteru matematyki

Rozumienie matematyki jako nauki o wieloznacznych schema-
tach; rozumienie roli matematyki w stosunku do innych dziedzin.

Podstawy

Rozumienie prostych poje¢ metodologicznych (definicja, twier-
metodologiczne dzenie, warunek, dowdd itp.)

dziataniu

Doswiadczenie
w matematycznym

Przezycie typowych proceséw matematycznej

$lonymi modelami.

uogdlnianie i specyfikacja (pojecia czy twierdzenia); klasyfikowa-
nie, schematyzowanie i matematyzowanie, abstrahowanie struk-
tur i odkrywanie znanych struktur w ich modelach; dedukowanie;
racjonalne organizowanie danych problemu; redukowanie jed-
nych probleméw do innych: asymilowanie i przetwarzanie infor-
macji; kodowanie i postugiwanie sie symbolika; postugiwanie sie
graficznymi schematami; postugiwanie sie rzeczywistymi i wymy-

Jezyk matematyczny

jezyku formalnym.

Poprawne uzywanie jezyka matematycznego: definiowanie w okre-
Slonym jezyku poje¢ uzytych intuicyjnie; formutowanie pytan,
probleméw i twierdzen; jasne przedstawianie ogniw rozumowa-
nia; przedstawienie wiasnych intuicji i mysli w okreslonym z géry

matematyki

Technika uczenia sie

krytyczna ocena rezultatéw wiasnej pracy.

Umiejetne czytanie tekstu matematycznego; ,,odformalizowanie”
i ,deformalizowanie” tekstu; umiejetna samokontrola rezultatéw
wiasnej pracy; dociekanie Zrédet powstawania nieprawidtowych
wynikéw i samokontrola btedéw; ostrozne uogdlnianie wynikéw;

Zrédto: Nowak, 1989

Kultura matematyczna W

Myslenie matematyczne W

Kompetencje matematyczne

Schemat 1. Od kultury matematycznej do kompetencji matematycznych

Zrédto: opracowanie wiasne
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strategia uczenia sie matematyki ,na pamie¢”, nazywana popularnie 3Z (od ,zakuj,
zdaj i zapomnij”), nie sprawdza sie, gdy konieczne jest rozumowanie w celu rozwia-
zania nieszablonowego problemu. Co wiecej, stosowanie tej zasady moze przyczynic
sie do wpadniecia w tzw. btedne koto w nauczaniu matematyki, poniewaz niewtas-
ciwie przyswojona kiedys wiedza, w dodatku juz zapomniana, moze okazac sie nie-
zbedna w kolejnym etapie realizowania programu nauczania [Butterworth, 1999].
Stabe wyniki w nauce, majace zrédto w niewtasciwej strategii uczenia sie, moga prze-
rodzi¢ sie we frustracje, ktora z kolei spowoduje lek przed matematyka i w konse-
kwencji che¢ unikania jej. Unikanie prowadzi do nieuczenia sie lub uczenia sie na site,
na pamiec. Wyrwanie sie z btednego kota nauczania musi nastapic przez ,,prace u pod-
staw”, ktérg w matematyce jest odpowiedni sposéb uczenia sie.

m
Y
kara -

— )
m

zte wyniki u
—

nieuczenie sie

brak umiejetnosci

Schemat 2. Btedne koto w nauczaniu matematyki

Zrédto: Butterworth, 1999

Nalezy jednak pamieta¢, ze zniechecenie pojawia sie podczas aktywnosci mate-
matycznej czesto i nie musi oznacza¢ powaznych ktopotéw. ,,Pokonywanie trudnosci
jest wpisane w proces uczenia sie matematyki. Problem jednak w tym, ze dostrzezenie
trudnosci zawartej w zadaniu wywotuje zawsze wzrost napiecia i emocji ujemnych”
[Gruszczyk-Kolczynska, 1989].

5. Wihasciwe pytania i refleksja

W nawigzaniu do analizy wynikéw badania PISA oraz powyzszych przemyslen,
mozna stwierdzi¢, ze u podstaw problemoéw zwigzanych z matematyka u polskich ucz-
niow leza trudnosci z:

* analiza problemdéw matematycznych,

* refleksyjnym podejsciem do podejmowanych dziatan.

Sa to dwa bardzo istotne uchybienia w kulturze matematycznej polskich uczniéw.

Poprawna analiza tre$ci zadan matematycznych oraz jej znaczenie dla efektow
nauczania i uczenia sie matematyki jest w literaturze dobrze opisana. Ciezko oczekiwac,
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zeby niezrozumienie tresci zadania, struktury rozwigzywanego problemu i wykonanie go
»mechanicznie” zaowocowato rozwojem myslenia matematycznego. Znakomity mate-
matyk i dydaktyk G. Polya twierdzit, Ze ,niemadrze jest odpowiadac na pytanie, kt6-
rego nie zrozumieliémy” [Polya, 2009]. Aby w petni przeanalizowa¢ problem, z ktérym
sie mierzymy, nalezy zada¢ wtasciwe pytania. Tymczasem ,polscy uczniowie oczekujg
odpowiedzi, a nie stawiajg pytan. Nasi nauczyciele nie pozwalajg uczniom na mylenie sie
i stawianie nawet gtupich pytan” [G. Czetwerynska, wypowiedz dla ,,Gazety Wyborczej”
z dnia 11.12.20071. Wybitny matematyk A. Grothendieck, opisujac swdj styl pracy, réw-
niez podkreslat role pytan - ,kiedy co$ mnie zadziwi w dziedzinie matematyki lub jakiej-
kolwiek innej, zaczynam stawiac pytania” [Grothendieck, 1985].

W nauczaniu i uczeniu sie matematyki pytania sg rownie wazne jak odpowiedzi.
Pomijanie tego etapu czesto wiaze sie z powaznymi problemami wtasnie z analiza
zadan, co w konsekwencji prowadzi do nieporadnosci uczniéw w sytauacji proble-
mowej, wymagajacej analitycznego myslenia oraz do rozwigzywania zadan mecha-
nicznie, bezrefleksyjnie. Tymczasem niezwykle wazna w nauczania matematyki
jest rowniez refleksja i namyst nad dziataniem. Jak stwierdzajg J. Mason, K. Stacey
i L. Burton w znakomitej ksiazce Matematyczne myslenie, wbrew utartemu powiedzeniu
wcale nie uczymy sie na podstawie doswiadczenia — warunkiem koniecznym jest
refleksja nad tym, co zrobilismy” [Mason i in., 2005]. W celu rozwiniecia myslenia mate-
matycznego, wspomniani autorzy postuluja stosowanie metody, ktéra zawieraja w sto-
wach ,,praktyka potaczona z refleksjg”.

Analizujac wyniki badan PISA, mozna sie zastanawia¢, na ile polscy uczniowie
rozumiejg to, co mechanicznie potrafig wyliczy¢ lub wrecz odtworzy¢ z pamieci?
»Badania wskazuja, ze wielokrotne powtarzanie czynnosci prowadzi do jej automa-
tycznego wykonywania, co utrudnia jej myslowe ujecie. Im wczesniej jakas czyn-
nos¢ jest zautomatyzowana, tym mniejszy udziat swiadomosci” [Nowik, 2011]. Czy
uczniowie dostrzegaja wiec sens podejmowanych takich, a nie innych dziatan? Czy
znaja inne sposoby poradzenia sobie z problemem, o ile takie istnieja? Jezeli tak,
to jakie kryteria zadecydowaty o wyborze metody dziatania? Jaki jest szerszy kon-
tekst wykonywanych obliczen? Przemyslenie odpowiedzi na te pytania jest warun-
kiem koniecznym, aby poznane metody mozna byto zaaplikowac w sytuacji nowej, nie-
szablonowej. Refleksja w i nad matematycznym dziataniem jest niezbedna dla rozwoju
myslenia matematycznego. ,,Refleksja jest poczuciem sensu wykonywanych dziatan”
[Filipiak, 2008]. To dzieki niej odnajdujemy porzadek i fad w pozornie chaotycznej
strukturze problemu matematycznego, doznajemy olénienia i dajemy sobie szanse
na przezycie tego, co w literaturze nazywane jest ,momentem »ahal«” [np. Stix, 2011].

Jak wiec powinno sie pracowa¢ nad zadaniami matematycznymi? Droge wtasciwej,
efektywnej dla rozwoju myslenia matematycznego pracy opisuje G. Polya [Polya, 2009].
Wedtug niego nalezy postepowac wedtug nastepujacego planu:

1. Zrozumienie zadania (zadawanie odpowiednich pytan, zrozumienie celu),

2. Ukfadanie planu rozwigzania (rozpatrzenie zadania z r6znych stron, uwypuklenie

szczego6téw, pozwigzywanie szczegotdw, poszukanie interpretacji catosci),

3. Wykonywanie planu (dziatanie zgodnie z przyjetym sposobem postepowania),

4. Rzut oka wstecz (prawdzanie poprawnosci rozwigzania, ponownie wykonanie

okreslonego toku, poznanie zdolnosci).

Dla zrozumienia zadania i utozenia planu rozwigzania bardzo istotnym elementem
kultury matematycznej jest wiedza, znajomos¢ pojec i doswiadczenie (refleksyjne)
w matematycznym dziataniu. ,,Dobre pomysty oparte sg na zdobytym uprzednio
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doswiadczeniu i wiedzy” [Polya, 2009]. J. Hadamard w ksigzce Psychologia odkry¢
matematycznych przekonywat, ze nie mysli stowami, lecz pojeciami. ,,Samo pamie-
tanie pewnych faktéw jest niewystarczajace dla powstania dobrego pomystu, ale
nie mozna mie¢ zadnych dobrych pomystédw, nie przypominajac sobie odpowied-
nich faktéw: same materiaty budowlane nie wystarczag do zbudowania domu, ale nie
mozna zbudowa¢ domu nie zebrawszy potrzebnych materiatéw” [Polya, 2009]. Pla-
nujac rozwiazanie, ,,uczen powinien rozpatrzy¢ podstawowe elementy zadania wie-
lokrotnie i z roznych stron. Jezeli z zadaniem zwigzana jest pewna figura, powinien
zrobic¢ rysunek i wskaza¢ na nim niewiadoma oraz dane. Jezeli trzeba te elementy
jako$ nazwac, powinien wprowadza¢ odpowiednie oznaczenia, poswiecajac nieco
uwagi wtasciwemu wyborowi symboli, powinien rozwazy¢ te obiekty, dla ktérych
ma wybra¢ symbole” [Polya, 2009]. Konieczne jest oczywiscie zadawanie stosow-
nych pytan, co podkreslono wczeéniej w niniejszym teksécie. Obok juz wymienionych
Polya sugeruje wykorzystanie jeszcze jednego, dodatkowego: ,jest jeszcze jedno
pytanie, ktére moze by¢ uzyteczne na przygotowawczym etapie [...]1: czy warunki te
mozna spetni¢?” [Polya, 2009].

Etap uktadania planu mozemy uznaé za zamkniety, gdy jestesmy w stanie nakresli¢
posuniecia niezbedne do otrzymania wyniku. ,,Plan mamy wtedy, gdy wiemy - przy-
najmniej w zarysie — jakich obliczen lub konstrukcji musimy dokona¢, aby otrzyma¢
niewiadoma” [Polya, 2009]. Nalezy pamieta¢, ze ,,Plan daje nam tylko ogélny szkic roz-
wigzania. Musimy sie przekona¢, ze wszystkie szczegdty mieszcza sie w ramach tego
szkicu” [Polya, 2009].

Etap nazwany rzut oka wstecz, pozornie kojarzacy sie wylacznie ze sprawdze-
niem poprawnosci wyniku, moze by¢ réwniez niezwykle istotny dla ,zapamietania”
uzytych mechanizméw rozumowania i dostrzezenia natury matematycznych prob-
leméw. ,,Dobry nauczyciel powinien zrozumiec¢ (i wpoi¢ ten poglad w swoich ucz-
niéw), ze zaden problem nigdy nie jest wyczerpany catkowicie. Zawsze co$ zostaje
jeszcze do zrobienia: badajac problem dostatecznie wnikliwie, mozemy ulepszy¢
kazde rozwigzanie, a w kazdym razie zawsze udoskonali¢ nasze zrozumienie rozwia-
zania” [Polya, 2009]. Nieoceniona, o ile zostanie wykorzystana, moze by¢ tez umiejet-
no$¢ poréwnania rozwigzania zadania z innymi. ,Mamy naturalng sposobnos¢ do zba-
dania zwigzkéw naszego zadania z innymi, gdy spogladamy wstecz na jego rozwia-
zanie” [Polya, 2009]. Jak wczesniej, takze i tutaj refleksja jest warunkiem koniecznym
skutecznosci edukacyjnej opisanych poczynan.

Cztery punkty opisane przez G. Polye autorzy ksigzki Matematyczne myslenie,
J. Mason, L. Burton i K. Stacey [Mason i in., 2005], konkretyzujg w nastepujacy sposéb:

1. Rozpoznanie (postawienie podstawowych pytan: co wiem? czego chce sie do-

wiedzie¢? czego moge sie dowiedziec?)

2. Atak (sformutowanie hipotezy/hipotez, uzasadnienie jej i rozwigzanie)

3. Przeglad (refleksja nad kluczowymi momentami zadania).

Chociaz ,moze sie wydawac, ze z tych trzech faz najwazniejszy jest Atak, poniewaz
obejmuje gtdwna cze$¢ czynnosci majacych charakter niewatpliwie matematyczny”
[Mason i in., 2005], to jest jednak inaczej. ,,Faza ataku moze rozpocza¢ sie dopiero po
nalezytym Rozpoznaniu problemu” [Masoniin., 2005]. ,,Rozpoznanie czesto zaczyna sie
od konkretyzacji, aby w petni zrozumie¢ pytanie.” [Mason i in., 2005]. Do tego etapu
nalezy zaliczy¢ wszystkie podjete czynnosci, prowadzace do sformutowania hipo-
tezy. Niezwykle wazne jest postawienie kluczowych pytan: co wiem? czego chce sie
dowiedzie¢?
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( Zrozumienie zadania )
( Uktadanie planu )
( Wykonanie planu )
( Rzut oka wstecz )

Schemat 3. Fazy rozwigzywania zadania wedtug G. Polyi

Zrédto: Polya, 2009

Zdaniem J. Masona, L. Burtona i K. Staceya, do fazy Ataku powinnismy przecho-
dzi¢ dopiero, gdy mamy juz ,poczucie, ze w petni rozumiemy problem, tak jakbysmy
sami go sformutowali”. W czasie realizacji etapu Ataku najczesciej mamy do czy-
nienia z zaistnieniem momentoéw ,,utkniecia” oraz wspomnianego wczesniej momentu
»aha!”. ,Szukanie rozwiagzania w fazie Ataku polega na konkretyzacjach i uogoélnieniu”
[Mason i in., 2005].

Ostatni etap pracy nad zadaniem to Przeglad. ,,Konieczne jest sprawdzenie rozu-
mowania oraz refleksja nad kluczowymi krokami, a takze zastanowienie sie nad
mozliwoscig rozwiniecia zastosowania metod i uzyskanych rezultatéw, tak aby byty
poprawne w szerszym kontekscie” [Mason i in., 2005]. Dotarcie do tego etapu nie
musi oznacza¢ wcale konca pracy nad zadaniem. ,Odkrycie btedu moze spowo-
dowa¢ cofniecie sie do Rozpoznania lub Ataku, a jezeli pojawi sie nowe, interesu-
jace pytanie, na przykfad dzieki uogélnieniu rozwigzania, caty proces zaczyna sie od
nowa” [Mason i in., 2005].

N (] N (]

Rozpoznanie Atak Przeglad

J )\

Schemat 4. Fazy rozwigzywania zadania wedtug J. Masona, L. Burtona i K. Staceya

Zrédto: Mason, Burton, Stacey, 2005
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Podsumowujac swoje podejscie, J. Mason, L. Burton i K. Stacey sformutowali
5 zatozen [Mason i in., 2005]:

1. Jeste$ w stanie mysle¢ matematycznie.

2. Matematyczne myslenie mozna usprawnic dzieki praktyce potaczonej z refleksja.

3. Matematyczne myslenie prowokuja sprzecznosci, napiecia i niespodzianki.

4. Matematycznemu mysleniu sprzyja atmosfera swobodnego zadawania pytan,

rzucania wyzwan i refleksji.

5. Matematyczne myslenie pomaga w zrozumieniu siebie i $wiata.

Praca nad wymiennymi stabymi stronami kultury matematycznej polskich ucz-
niow moze sie okaza¢ fundamentalna dla rozwoju ich myslenia matematycznego
i poprawy wynikéw w badaniach PISA. Jest to oczywiscie niezwykle trudne, zwtaszcza
gdy ograniczeni jestesmy napietym harmonogramem, w ktérym brak czasu na zagte-
bianie sie w poszczegdlne zagadnienia. Tym wazniejsza i cenniejsza staje sie kul-
tura samodzielnej edukacji wsrod uczniéw. Nalezy jednak pamieta¢, ze tego réwniez
muszg sie oni nauczy¢, a nie zrobig tego inaczej jak poprzez czerpanie z kultury mate-
matycznej $rodowiska szkolnego. Tym samym warto podkresli¢, ze ,wtasnie na lek-
cjach matematyki jest szczegdlnie wazne, by odejs¢ od przerabiania materiatu i wciaz
na nowo mierzyc sie z wyzwaniem, aby pokaza¢ uczniom na czym polega matema-
tyczne podejscie do problemu” [Spitzer, 2008], poniewaz ,efektem spotkan eduka-
cyjnych powinno by¢ przede wszystkim rozumienie, a nie samo wykonanie” [Bruner,
2006).

6. Podsumowanie

U zrodet badania PISA lezy przekonanie, ze dbatos¢ o system edukacji to funda-
ment rozwoju gospodarczego. Kiedys wybitny polski matematyk Hugo Steinhaus
powiedziat, Ze ,kraj bez matematyki nie wytrzyma wspétzawodnictwa z tymi, ktérzy
uprawiajg matematyke”. Warto pamietac o tym, ze nawet najlepsze rozwigzania syste-
mowe nie zastapig doniostosci panujacego w spoteczenstwie przekonania o sen-
sownosci i wartosci nauki, szacunku dla wiedzy. Uczac sie matematyki, kazdy musi
przejs¢ pewna droge samodzielnie, przezy¢ doswiadczenie matematyczne, aby roz-
wing¢ charakterystyczny dla tej dyscypliny sposéb myslenia — myslenia matematycz-
nego. Wymaga to jednak pewnego wysitku, starannosci i sumiennosci w wykony-
waniu rozpoczetego zadania, ktére nie dadzg przeciez od razu wspaniatych, wyrazi-
stych rezultatéw. Dawno temu Euklides powiedziat, Zze ,w matematyce nie ma drogi
specjalnie dla krolow”. Mozna do tego doda¢, ze w nauce matematyki nie ma tez
drogi na skroty. Tylko czy taka sumienna postawa jest odbierana z szacunkiem?
Mowiac inaczej, czy kultura uczenia sie, o ktérg stara sie dbac¢ szkofa, zostaje zrozu-
miana i doceniona na zewnatrz? Odpowiadajac na to pytanie, warto pamieta¢, ze
»Wynik badania PISA jest nie tyle odbiciem sytuacji panujacej w szkole, ile odzwier-
ciedleniem stanu spoteczenstwa” [Spitzer, 2008]. Przed szkota stoi tym samym nieusta-
jace wyzwanie, aby pozostac¢ miejscem, w ktérym rodzi sie i rozkwita kultura matema-
tyczna mtodych ludzi.

J. Bruner w ksiazce O poznawaniu przyréwnywat zadania matematyczne do tami-
gtéwek. tamigtéwka raz zrozumiana okazuje sie prosta w sposéb tak oczywisty, ze
jak to kiedys z desperacjg powiedziat Bertrand Russell jest rzecza zdumiewajaca, iz
ktokolwiek moze mie¢ w ogéle jakiekolwiek trudnosci z matematyka” [Bruner, 1971].
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Warunkiem, aby matematyczne tamigtéwki staty sie proste, jest jednak refleksja, ktérej
fundamentem sa stawiane pytania. W kontekscie tej wypowiedzi jeszcze wiecej na
wyrazistosci zyskuje cytowane uprzednio stwierdzenie autoréw Myslenia matema-
tycznego, ze warunkiem koniecznym dla efektywnego uczenia sie matematyki jest
refleksja nad tym, co czynimy. Ten rodzaj refleksji jest bowiem gwarantem inspiruja-
cego poczucia sensu wykonywanych dziatan.
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