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ZESZYTY MATEMATYCZNE WYZSZEJ SZKOLY PEDAGOGICZNEJ W BYDGOSZCZY

Problemy Matematyczne 1987 z. 9

ANTONI DOGONSKI, TOMASZ NATKANIEC

WSP w Bydgoszczy

PROSTE PRZYKLADY KRAT GENEROWANYCH PRZEZ PEWNE RODZINY FUNKCJI

Niech R oznacza rodzine wszystkich funkcji f:R —pR
Rodzine NG R nazywamy krata funkcji wtedy i tylko wtedy,
gdy funkcje max (f,g)¢ A i mIn(f, g)¢-A dla dowolnych f,ge.4 .
0d dawna wiadomo, ze gdy /\ jest rodzing funkcji ciagtych
wzgledem pewnej topologii T , to A jest krata funkcji. Jezeli
JCRR , to oC (A ) oznacza krate generowang przez rodzine A,
to znaczy najmniejsza krate funkcji zawierajgcg rodzin™ N\ -
Zauwazmy, ze jezeli JlC%J3 to aC (/\ )d of (& ) oraz oC (o~ /D))=
= W [JJ prof. Grande postawit szereg probleméw dotycza-
cych opisania krat generowanych przez okreslone rodziny funkcji
Dotychczas zbadane zostaty kraty generowane przez
a) rodzine wszystkich funkcji rézniczkowalnych f3J y
b) rodzine wszystkich funkcji quasi-ciggtych oraz d-quasi-

-ciggtych f2j ,

c) rodzine wszystkich funkcji posiadajacych wkasnos¢ Darbousl'**]
W niniejszej pracy opisujemy kraty generowane przez rodzine
wszystkich funkcji roéznowartosciowych, rodzine wszystkich
funkcji liniowych oraz rodzine wszystkich wielomiandéw.
I. Niech oznacza rodzine wszystkich funkcji réznowartos-

ciowych
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Jest funkcjg ritntmrttloitia} .

Niaoh JL emaen rtdilnf «aiy*tkloh funkcji fs R >R spek-
niajacych warunek : 3n & H V yTRIFf" (1)Un, gdzie
1“1 (r) loznacza moc zbiera '"(y) .Dlakazdej funkcji

£6.5. okroilany nQ(f)"amar (n: 3y tR If1(y)+= n}.
(o0]

Zauwazmy, ie £ = *Ul SL ,gdzie 4 ={f sR-?R, n (H)<n)
n

TWIERDZENIE 1, Rodzina 51 jest krata generowang przez
rodzine funkcji réznowartgsoiowyohloc@.1l) m R -

DOWOD . W pierwszej cze$oi udowodnimy, ze JL jest kratg
funkoji, Nieoh Ff,gc¢.&. Wtedy istnieje takie, ze

ft-S oraz istnieje n, takie, zeg6.5l t
“1 2 n2

Nieoh n = max(n”®, n2). Wtedy f,gfc n»

Pot6zmy h = mar (f, g), Dla kazdego y tR  mamy:

1 O™ ni 1g71l WI™n

f d f
Skoro h(r) = / (3 gdy (r>> g(r?
@(z) gdy g > T

Stad hé.J2n”~>£. . Podobnie przebiega dowéd dla min(f,g)-

1
/h (y)/22n.

W drugiej ozesoi udowodnimy, ze <loc( M) .
Dowodzimy Indukcyjnie wzgledem n, ze JIn <Z oC(dt.,)«
1. Twierdzenie jest prawdziwedla n =1 .
2, Zatozenie Indukcyjne: dla kazdego k n 51 <oC ().
Teza: JIn C (Aj)* Wystarozy dowiesc¢, ze

Istotnie, wtedy z zatozenia indukcyjnego otrzymamy:

=« (V. *
Niech h bedzie dowolng funkcja z rodziny 3lp

Jezeli nQ(h) < n-1, to h C. )
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Zalotay, t« nQ(h) = n 1 ekreslmy zbiory:

A a (yfcH, I1h“1(y)|=nQC)} 1 B=h-1 () -
Podzielmy zbiér B na dwa podzbiory i B, spolniajgoo
nastepujace warunki : B s BMuB”, B fBg =1 , h(Bl) = b(BN)=
s A oraz h|B  jeat roéznewartooclowa.
Rozpatrzmy dwa przypadki
1, Dla kazdego yQ£ R 1(-<»» "Al]lsd
LEMAT 1, Jezeli spedniony jest warunek 1, to zbidor RN A
mozna rozbi¢ na dwa zbiory , C2 takie, ze
Vy t R I n”~~ x£y} |=6 , gdzie i =1,2.
DOWOD.Ustawmy wszystkie liczby rzeczywiste w ciag
*g» W)*F X2 »eeen N > eee od A 6.
(Liczbe kardynalng C utozsamiamy z najmniejszg liczbg porzad-

kowg oC taka, ze zbidr liczb porza?dkowych mniejszych od o¢

ma moc t ). Dla kazdej liczby porzadkowej od < Cwybieramy
liczby a”n , b~takie, zo a”™ , b A, NN,
oraz *V » b<*f 2 br} e wtRdy Cl = 1

C2 = R\(AuC”™) spetniajg warunki lematu 1.

Definiujemy funkcje f~, fgflcddn_.j w nastepujacy sposob

h(x@) dla )Er',£B’1 0 h“l(cz),

FL<f0C>=  in(xreci : x A h(x?) i xr.{F(x@:~/"jdla xtB2«h- G>.
0
h(x) dla 27~ABgyh” 1(C1),
fo (xg)=

“in {xxc2 8 xXy*h(x,P 1 xa]{f(*p)le*}}dl* \ oh~1(C2"*
y * w

Wtedy h = max (f~ fg) , a wiec hé«( @?n-1).
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2. Istnieje yQe R, ze | (-o00 ,y) NANC t
Wtedy dla kazdego yeR J(-Qo,y)\NAI=0
Podobnie jak w lemacie 1 mozna dowiesS¢, ze istnieje rozbicie

zbioru A na dwa zbiory , Ag takie, ze

YyeR 1(-00, y)nAAI=C dla 1e(l,2} .
Nieoh o h-1 (Aj) dla 1,j €.7,2} oraz

/h(x,) dla x CB.U(R"B),

i,j( [x5% -V i, j
dla Xg:kB\BIJ -

Wtedy oraz h = max £f+ j: 1,j€.{1,2j]-
UWAGA. Nie kazda funkcje hc¢-#2 mozna przedstawi¢ Jako maksi-
mum (minimum) dwéch funkcji roéznowartosciowych.
Przyk+t+ad. Niech h:R — R bedzie funkcja spetniajaca
nastepujacy warunek: Vy R |ht1 (¥)I= 2.
Tej fTunkcji nie mozna przedstawi¢ jako maksimum dwéch funkcji
réznowartosciowych. Istotnie, przypusémy, ze h=max (*">"2) *
fj, f2¢5_1 . Wtedy R mozna przedstawi¢ w postaci sumy nie-
pustych zbioréw A i B takich, ze: A =£x: h(xX) = f (X))},
B ={x: h(x) = f2(x)} oraz f~A) = f2(B) = R.
Wtedy dla dowolnego punktu bcB istnieje punkt ad A taki, ze
f,(@ = f/b) co przeczy zatozeniu, ze funkcja f1 Jest
réznowartosciowa.

1. Rozpatrujemy rodzine wszystkich funkcji liniowych.

Wprowadzmy nastepujgce oznaczenia.

=jf :R > R : F jest funkcja liniowgj oraz
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gdzie <€ =(f : R R :£kz n (-00= aQZ atz. ..
Nak Mak+1 =°rs T 1 Pi Jest liniowa dla =Za, ai+l>»
i=o0ofl]2,*,, k} 1

(Przyjmujemy, ze ~a,b> jest rowny (-00, b> gdy a = -oo
oraz c¢a,b> jest réwny "a, oo) gdy b =00 ).

Zauwazmy, ze funkcja f6.Jt wtedy i1 tylko wtedy gdy istnieje
cigg n punktéow ar”ranzZ .. .Z a™ taki, ze funkcja F IPM jest
liniowa dla kazdego przedziatu = -ZaN, a™+1> dI* i = 0,1,
2, ..., n. Kazdg funkcje ft,K bedziemy nazywaC przedziatami
liniowg. Punkty al, a2,...,an, w ktérych funkcja f nie jest
rézniczkowalna bedziemy nazywa¢ zebami funkcji fF.

TWIERDZENIE 2. Krata generowana przez rodzine funkcji
liniowych jest rowna rodzinie funkcji przedziatami liniowych:
oC (JCO0) =c/U

DOWOD. Udowodnimy najpierw, ze (M jest krata funkcji.

Niech f,gt & _Wtedy F,ge”~n dla pewnego n £N.

Niech punkty a*Z'a2zZ ...Za~ (m ~on) beda zebami funkcji
oraz
pPr = Zan, ar+™Mdla 1= 1,2,...,m-1, Pqg = (- 00,a”> i

Pm = /a. 700 )-

Udowodnimy, ze h = max(f,g)¢. o .

Zauwazmy, ze jesli fig sg liniowe w pewnym przedziale P,

to funkcja h posiada w przedziale P 00 najwyzej jeden zab.
Rozpatrzmy przypadek, gdy g jest liniowa. Poniewaz f jest
liniowa na przedziale PN =<a”n, > >wiec h ma co najwy-
zej jeden zab w przedziale P~ (i = 0,1,...,n). Zatem h ma

w sumie co najwyzej 2m+l zebow i héjl* Podobnie dowodzimy,

ze min(f,gQLt /L. Zakdzmy, ze funkcja g ma k (kZn) zebdéw.
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Nieoh b1/ N ... /bk beda zebami funkcji g 1 B sjb”

Dla il n niech = B dP~, Wtedy B~ ={b" 8jJ

1 al sbi,o-" bi, ™ “*2~bi,.” bl,.i+1 = al+i" Niech vi,t

oznaoza przedziat ~ bi t’ bi t+1 ~ d*a * ~ atx e

Wtedy P+ = % P t * Poniewaz fi g sg liniowe w przedzia-
t=0 *

le P +» wiec h = max (Ff,g) ma co najwyzej Jeden zab w P1 e

Poniewaz R Jest sumg m+k+l przedziatéw t (i= 0,1,...,m,
t=0,1,...,s"), wiec h ma 2m + 2k + 1 zebbébw. Zatem ht Jt .
Podobnie dowodzimy, ze min (F,Q)<E</E . Tak wiec < Jestkratag
funkoji.

W drugiej czesci udowodnimy, ze krata tM, Jest generowana
przez (Kqg < W tym celu udowodnimy przez indukcje wzgledem n,
ze inkluzja zachodzi dla kazdej liczby na N.
1. Twierdzenie jest prawdziwe dla n=0 s c/EQ0£( /£q)-

2. Zaktozmy, ze oC (cAg)- Chcemy udowodnic¢, ze
W tym celu wystarczy udowodni¢, ze M-n+y<

Nieoh A~ ¢:ke™+m» Mozna zatozy¢, ze funkcja F ma n+1 zebow

aN a2 <£... "an+1l. Przyjmijmy aQ = -eo0 oraz an+2 =+CO
oraz PA =7an, ai+l> dla i =0,1,2, ...,n+1 _ Niech ~(1)=
=mN -x + bedzie funkcjg liniowg takg, ze f = f\Jp

( -0,1,2,...,n+1).

f(x) dla x”an ,
Nieoh g(x) =
fn(x) dla x>an

Wtedy St(Kn

Niech A = ]x<an+1 : f(X) fn+1 (*)}. Rozwazmy dwa przypadki:
a) A = 0. Wtedy poté6zmy h = fh+1 i zauwazmy, ze jezeli

mn 1 mQ+1l, to Ff = max(g,h) oraz jezeli > »n+l1 , to
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f = min (g,h). Zatem ffco£(Jtn).
b) Zatézmy, ze A /7 O i potdézmy xQ = mai A. Zauwazmy, ze

wtedy Xqg<a. Okreslamy funkcje h w nastepujacy sposob:

rf(x) dla xixQ ,

HX) = Ifn+l1 (X) dla x>x0 *
Vtedy h ma co najnizej n zebdéw, wiec ht; K-n.
Zauwazmy, ze jezeli Z nn4 " ? - max (g,h), a jezeli

mn> mn+i» to F = min (Sfh), wiec w tvm przypadku réwniez

ffecC zzatozenia indukcyjnegowynika, ze (K~cd (ok/0).
Zatem Cn+1 & «r(A(.n) & CJiQ). Dowdd twierdzeniazostat
zakonczony.

1. Niech 1T oznacza rodzine wszystkich wielomianéw

o wspotczynnikach rzeczywistych.
DEFINICJA. Mowimy, ze funkcja F : R —~R Jest kawatkami

wielomianowa wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg: liczba n£.N,

ciag liczb al, a,,...-afl (- o0o=aQuaffz... zan <ian+l1 =00)
oraz ciagg wielomianéw w™, w™,..., takie, ze FfIPA= wr|PA
dla i =0,1,2,...,n,gdzie PA =" aA,ai+l>» (Przyjmujemy
dodatkowo, ze ( - o , a™> =(~ £X>>al> oraz (a", = ~an,w))
Punkty a», a2, ..., nazywa¢ bedziemy zebami funkcji f.

Niech M1 oznacza rodzine wszystkich funkcji kawatkami wielo-
mianowych. Dla kazdej liczby naturalnej n definiujemy

rodzine
= I[f.T :3 kf n 3al»a2»*>,»ak ("**= a0 <ai *eeNn LK<

/ak+l =0a) -o*, o fl”ai = ai+i>= wiUai ai+r

i =0,1,2,...,k]
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Zauwazmy, ze
n=0

TWIERDZENIE 3. Rodzina )T Jest kratg funkcji generowanag

przez rodzine wszystkich wielomianéw: «C -
DOWOD, Udowodnimy najpierw, ze rodzina Jest kratag
funkcji. Nieoh . Wtedy f,gfcVn dla pewnego n¢N.

Udowodnimy, ze maz (Ff,g)¢VP. Zauwazmy, -ze Jezeli w,v sg
wielomianami 1 P Jest przedziatem, to ilos¢ zebow funkcji
maz (w, v) w przedziale P Jest nie wieksza niz i1los¢ miejsc
zerowych funkcji w-v, a wiec nie wieksza niz maz(st(w),st(v))
(gdzie st(w) oznacza stopien wielomianu w).
Niech PQ, Pj,..., Pk beda przedziatami wyznaczonymi przez
zeby funkcji fig. Wtedy dla kazdegoi s 0,1,...,k istniejag
wielomiany w” v+ takie, ze f|p® =wAjp™ oraz gJ =v Ajp ,
a wieo funkcja h = maz(f,g) ma w skonczona ilosé
zebéw. W rezultacie h ma skonczong ilos¢ zebow 1 httT .

W drugiej czesoi udowodnimy, ze
Udowodnimy przez indukcje, ze dla kazdej liczby naturalnej
nE_N rodzina Jest zawarta w o0¢C'Wn). Rozpatrzmy
najpierw przypadek gdy n = 0. Niech zmniejsze-
nia ogdlnosci rozwazan mozna zauwazy¢, ze a* = 0 oraz f(an):0.
Przyjmijmy, ze *J(m »0 1(-«,0> orws f|¢€0,00) =
* %1 ]<0,@) -
Nieoh mQ bedzie llozbg rzeozywlstg dodatnig taka, ze
m0 > sax ((«0)"(0), (wl),(0)). Wtedy istnieje o0>0 takie,
ze dla kazdego x t~-o0,0 > funkcja t(z) a »g*z spednia dwa

warunki :

(i) t(x) > ama (WO (X), wi(*)) dla o~rx>0 oraz
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(@) t(xX) £ min (WQ(X), wr(2)) dla -0 * z*0
Nieoh pl bfdil* wUloatuw stepmia nieparzystego spedniajg-
cym warunki

3) pN(x) } aaz (E(x), wOo(z),wl (x) dla x*o

(&) Pt(e) a t(o)
(5) ?2,(*) * tXx) dla x*e

P,(* dl noe
Wtedy maz (t,p~(z) 3 . a x ”

t(2) dla z €0 a
Podobni*, nieoh pQ bedzie wielomianem stopnia nieparzystego

spoinieJgoym warunki:
(6) pO(x)N sdn (t(z), wQ(z), wl(x)) dla X~ -o ,

M PICe) = *(-I»

©)) PO(*) > *(™) dla x>-o0
(P’\z) dla X o,

t(x) dla -c x to ,

PO(@) dla x~-e
Wtedy vO0eo T (VO0) oraz Vg nha nastepujace whkasnosci
vOo(x) > max (WO™x"™» w/ x~ dla XTyO oraz
vQ(x) £ min (WQ(Xx), wl(x)) dla x£.0.
W podobny sposob okreslamy funkcje v1¢ cC ( tak”™» zes

max WQ(x), w-|()) dla XE O oraz
vAX® A min (WO(xX), w™z)) dla x> 0
Pozostaje zauwazy¢, te Ff s min(mar (VQt vQ), max(w”™, v )).
Zatem ftof£(TF). Zatdézmy teraz, zeV Niech f6)Cn+i»

Mozna zatozy¢, ze F ma n+l zebow al ™ a Z. a za
2 *** npan+l *
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Niech Wg» wi*****wn+i beda wielomianami takimi, ze

i a= +co ). Podobnie Jak w poprzednim przypadku mozemy

okresli¢ funkcje vQ, V.]JE.CC ("YOO)» ktore spedniaja nastepu-

vo(*)? ®ax(wn+1(*)»wn(*)) o ol *n+i »
vo(r)”n min(*n+1(x), f (X)) dla *”an+1 ,
n ®ax(wn+1(*)» £(*)) dla x” an+1 *

vi(x)n min(wn+1 (x), wn (X)) dla x> aQ+1

Wtedy g ma n zebdédw, a wiec ge nn. Zauwazmy, ze
f = min (mar (g,vQ), max (wn+1l, vi)), a wiec F¢ o Qh)iécC ("p)-

UWAGA. Niech 0 oznacza rodzine wszystkich funkcji wielomia-
nowych f, o tej whkasnosci, ze w odpowiadajgacym im ciagu
wN, Wj,...,wn wystepuja jedynie wielomiany drugiego stopnia.
tatwo zauwazyé, ze S jest kratg funkcji, ale 0 nie jest
generowania przez rodzine wielomiandw drugiego stopnia.

DOWOD. Niech oznacza rodzine wszystkich wielomia-

now drugiego stopnia. Definiujemy Indukcyjnie rodziny 30°(n 41):

"An+1 =\JnBX min fl1"foe*nn *
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Zauwazmy, ze oC(Xo0) = £ 0X n ~ UdovOdnimyt te dla dOwO0In0«O
ne N i dla dowolnej funkcji zachodzi warunek:

) lin £ = lin f = - < . Dla n = 0 warunek (1) jest oczywisty.
X 00 X Zz=°

Zat6zmy, ze Jezeli ffe¢ » to 1i® f = 110 f = - 00
Ll *o* <>
Pokazemy, ze tak Jest dla dowolnej Tfunkcji
Niech FE.IK-n+1. Zak6zmy, ze istniejg Ffunkcje FAfgtNéEN  takie,
*e f s max

Moga zajs¢ nastepujace przypadki.

1. Jezelilim f_.= lim f = oo
X e oo X e*- «o 1
oraz Ilim f,, = limf_ =oo,to lim f = lim *f=o00 .
X oo X E6—=0 X -Z00 X -Z-00
2. Jezeli Ilimf =1lim f =0
X <« X ¢*»
oraz lim f2 = lim f2= -00 , to lim f=1im f = o0
X - AD X ®-«<= X + 00 >X-z-00O
3. Jezeli lim f1 = lim f = -o00
X -+ O X ** - 00
oraz Llim f2 = lim f2 =-co , to lim £ =limf = - oo
X-» X X-d, X 2@ X z-2

Zatem funkcja f spednia warunek (i). Udowodnilismy wiec przez
indukcje, ze dowolna funkcja f¢ &'CI(Tq spedniawarunek .0.
Vezmy teraz funkcje wielomianowg postaci

f x2 dla x*. 0,

f(*) =
© ](—X* dla x60 .

iatwo zauwazy¢, ze f orazze f nie spednia warunk ).
To oznacza, ze krata 5 nie jest generowanaprzez rodzine

vielomianow drugiego stopnia.
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Uwagi konhcowe

Dla dowolnej rodziny funkcji JL definiujemy

tAQ =Jt >
/Ih+1 = (mai (F,g), min (f,g) s r,gi.An] dla n =0,1,2,...
tatwo zauwazyé, ze
= J,An
Rzad /A (JL) kraty generowanej przez JL definiujemy w nastepu-
Jacy sposob
min [n: JLn+1 =An} Jezeli (n:JLn+1 =JLnJ/ O

UA): T w przeciwnym przypadku

Zauwazmy, ze rzad rodzin opisywanych w poprzednich twierdzenia
jest roéwny oo . Ponadto dla dowolnej liczby n istnieje rodzina
funkcji <A , dla ktoérej A, (Jt) = n.

Istotnie, niech A = (an™,an,...,a"™n] bedzie 2° - elemento
podzbiorem R. Definiujemy rogzine funkcji rzeczywistych Jt

w nastepujacy sposo6b

JI1=~B ! B<™A , ]1b/£17~ , gdzie £ oznacza funkcj
charakterystycznag zbioru B.
Wtedy
JLm :BE A, [BL/2m] dla m=0, 1,2,..
oraz ®n = JIn+1 = (o,I1}A
Zatem t (L) = n =
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SIMPLE EXAHPLES OF LATTICES GENERATED BY SOME FAHILIES OF REAL
FUNCTIONS
Summary
The lattlces generated by the following famllles of real
functions: the family of all 1-1 functions, the family of all
linear functions and the family of all polynomials are charac-

terized.

The order of lattlces is introduced.



