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A PROPOS DE LA CONTINUITĆ FAIBLE
Solt X l'espace normę muni de la normę || • || , X* l'espace

conjugue a X, e^est-a-dire l'ensemble lineaire des fonctio-
nnelles li.nead.res (et continues) x * definies dana X. Un sous-
ensemble E de X* satlsfaisant a la condition suivante:O
pour tout € > 0 et xe.X, 1 1  eziste une combination lineaire
x * = a,!* + ••• + a x* d'elements x',.».,x1' de l'ensemble 1 1  n n  1 ' ' n
E telle que:O
( 1 )  l ( x K  4 1 e t  ( ' I  | x * k> > | | x I I  - £

est dlt un ensemble fondamental de fonctlonnelles linealres(C1 J).
Solt T un espace topologiąue. Une fonctlon abstralte
G: T X sera appole faiblement contlnue par rapport a
E^C X * au point to £T, si x* etant une fonctionnelle arbltraire
de E l a  fonctlon reelle t »-*<G(t)| x*> est contlnue au
point t • La notion de la continulte faible par rapport a O
E^, l'enemble fondamental de fonctionnelles lineaires, etalt 
developpee par A, Aleksiewicz et W. Orllcz dana fiJ, volr

aussi C 5 3 •
PROPOSITION 1, Solt T un eapace topologląue, X un espace 
normę sóparable, un ensemble fondamental de fonctionnelles
lineaires dans X et G:T X une application de T dana X
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falblement continua par rapport a Ey . Alors G est aussi 
fortemeut contlnue en tout point d/un sous-ensemble residuel 
de T du type G ̂  .
DŹMONTRATION:

Pour nć N et *2 * •••* xnlc'®o Posons :
(2) V (xf, x',..., x* J r ): = O  t<i| x A Łrj, re R+
ooinme une base de voisinages de zero dans X. Cette base (2 ) 
engendre une topologie T’ (E^) dans X plus faible que la 
topologie forte fl2j et la continuite faible par rapport a E 
est exaotement la oontinuite par rapport a la topologie obtenue 
de (2) .
Soit O =jdi» d2 * •••} 1X11 sous-ensemble denombrable et dense
dana X, En raison du tbeoreme 3»*2 de il8j coiwenablement 
adapte ; des boules fermees K(d^, r— 2 ^)f r &. Q+ , j ^ N f 
etant convexes et fortement fermees sont aussi fermees par
rapport a la topologie (E^) . L^ensemble de pointa de

0 ^  0dlscontinuite de G: T X est oaracterise par un formule
freąuement employe :
(3) O = U  U  . [G’1(K(d.,r)) -int G~1(K(d.» r ))].

^ 1=1 r e y
Remarąuens, que so>
(k) K(d ,r) := (J K(d , r-2“J),eF (X, XT(E ))

j = 1 15
Comme G est C (Eq)-oontinue, on peut donc eorire, en tenant 

compte de (U) que: ^
(5) G"1(K(dif r)) = G"1 ( ^  K(d±, r-2”J)) =

r.;
= \J G_1 (K (d., r-2-^)) £ F (t). Alors l'ensemble:

j = 1 6

(6) D(ifr) s= G-1 (K(d±f r)) _ int T G~1(K(dif r)) =
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= G^IfCd^r)) n [T _ G"1(K(d;l, r))jc

C j = J G~1 (K(d±» x-2"j)) - intT G_1(K(di, r-2"J))J

est un de premiero categorie aane T# On a dono:
c/>(7) D = u u D(±,r) pour une familie denombrable 

i=1 r 6 Q
|/D(ifr): ić. N, r£.Q+} des ensembles maigres du type F^t ce
qui donnę la oonclusion souhaitee.

Considerons maintenant oomme 1 espaoe X 1 espace 1̂
0 0 1 2conpose de toutes les suites reelles x := (x fx »»».)telles

que

(8 ) || x||:= sqrt (Iz1! 2 + | x2| 2 + . . . ) < + 0 0  ,
l/ensemble E des fonctionnelles lineaires de la formę o
( 9 ) X 3 x t—}- < x I ej y i = xn £. R , o u  n = 1,2, . . . 
est fondamental dana l'espaca lg# Dans son artiole [8]
Z, Grandę definit la continuite approximatibe faible par rap­
port a 1'ensemble E de (9 ) et avait poae le problemeo
sulvantł
PROBLfcME ( TS 3 )s Une fonotion F: 1 ^ T 0 *1] » faiblenamt
approximativement contlnue est— elle conneia, c est-a-dire, 

f(j) est- il tin ensemble connexe pour tout intervalle J C I  ?
Ce probleme se resout negativementf en utilisant le 

theorece sulvante:
PROPOSITION 2. Soit DC. I = f0,1J un sous-ensemble arbitraire 
du type F,_ et de premiero categorie dans 1  intervalle fermo 
I. II existe une fonctlon Gpt I ^ l 2 falblement contlnue par 
rapport a Eo dont 1 'ensemble de tous les pointa auxquels la

**9
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fonctlon Gp est contlnue pour la topologie forte de 1^ est
contenu dans 1 - 0 ,
D&M0NSTRA.TI0N; D ,apres le thereme bien connue de Siez*pińskl 
ri?3 on peut decomposer 1'ensemble D sous la formę:

Co
(10) D = Dn, Dn = ol Dn, Dn O D m = ^  si n * m
ou tous les ensemblee D^; n = 1,2,... sont fermes et disjoint 

deux a deux. Posdns:

( 1 1 ) I 3 t i-> f(t) := <
2 - 2 -n lorsąue t 6 Dn » n £ N

2 lorsąue t£I - D 
et remarąuons ąue la fonctlon f: X -■} R est semioontinue 
inferieurement. En effet f des images reoiproąues des demidroi- 
tes sont fermes :

0 lorsąue r ć 3/2 
D^lorsąue 3/2 5 r< 7/k

(12) f ((- oo ,r])
U  D. lorsąue 2 - 2_n^ r ć 2 -2”n-i 
k=l K

\ I pour r 2 . /
On verifie facilement ąue la fonctlon f est contlnue en tout
point tfc. I-D, discontinue on tout point t <£ D, oac f(t)^2^“n
lorsąue 16 Dn et ąue 3/2 ś f(t)^2 pour t <£. I. Solt,
maintenant,

(13) fn(*) != “i11 + n.|z-t|s 05 z^l^ , n = 1,2,...
On verfiera aisement*^ que la sulte f^ est croissante,

5 /2  ̂  f2/t/ £ ... 4 i n/t/4 ... < 2 , teł

cp., p.e. B. Szokefalvl-Nagy: Introdnction to Real fUnctions 
and Orthogonal Ezpansions, p. 69
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ot q«o lira f (t) = f(t). Toutes los fonotions f sont ^ ^ n nn -yzi?
continu©3f car

(i4*) !*»(*) " fn(z Î ź n - |t - z/
quol que soiont t,z £, I, Cela etant, formons dos fonctions

en :I R 1
(15) 1-9 t Sl(t):= sqrt f^t) := f f^t)1

I5t -*> cn( t) := sqrt (fQ( t) - fn_t(t)), n=2,3,...
et remarąuens qu©
( 1 6 ) £ (t) = lira fg^(t) + ... + g*(t)3 = lim fn(t)=

n=1 n «̂co n «too
= f(t)

II en docoulo imniediatomont, que la fonctlon vectorielle
(17) I 3 t — t ) := (g^(t),..., g2 (t) ( . « . t Gn( ̂ ̂ » • • • ̂ ^ ^2 

est bien definie. Les fonctions reelles g^ etant continues, 
notre fonctlon G^: I —* 12 est faiblement contlnue par rapport 
a Eo (9) .
Pour verifier que est discontinue en ehaque point t€D
observona que:
( 1 8 )  ( l |G D( t ) | | -  || CD(z)ll  U / jGD( t )  -  GD( Z ) / | ^ | / G D( t ) | /  + | | G d ( z ) | |
ot par oonsoquent il eziste un nonibre p > O tel,qu’ on peut 
faire correspondre a tout & > 0  un point y£_ I verfiant:
(19) l|GD(t) - CD(y)lUsqrt < GD( t) / GD(t)>- sqrt <GD(y) | GD( y )>

= | sqrt f(t) - sqrt f(y)l= --
. , sqrt f(t) + sqrt f(y)

£  UT | f(t) - f(y) I >. ?
raalgre que Jt — y I < d , ce qui tonalne la deraonstration.

Le nonbro h est d^ailleurs aise a calculer ,/
IJUfCSTION 1, II resto a savoir si G est oontinue pour la
topologie forte de lv , . n  chaque point du complómontaire I—D
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de 1'ensemble D.
PROPOSITION 3. II eiiste une fonctlon Gs I 1^ fadblement 
continue par rapport a Eq (9) et n'etant pas connexe, De 
plus 1 'image G(j) n'est pas connexe quel que solt 1 'intervalle
conneae J<CI dont la puisance card J = o est infinies
(c 'e3t-a-dire J n'est pas degenere).
DEMORSTRATI0N: Solt Q 1 'ensemble des nombres rationnels. 
Posons D ts Qfll et remarquons que D est due type F^-et
de premlox*e categorie, Alor-s on peut forraer une fonctlon vecto 
rielle G: = gd *I comine dans la demonstration du theore-
me 2, par la formule (17).
Prenons l'intervalle non—degenere J C I  et supposons au 
contraire quo 1'image GD(J) es* (fortement) conneie dans 12» 
La fonctions
(20) 123 s --K(s):= Ws !t 2Ć.R
ótant continue (par rapport a la topologie forte dans 12 >̂
1'ensemble (H o GD)(j). doit etre aussi connexe dans R.
Ma i s (,H o Gu)( J)c^2 - 2-n : n=1 , 2, . . .j" [2 ̂ est denombrable
et a une nombre infinie d'eletaents, Cepandant dans R seule- 
Łent des ensombies convexes sont connexes. Cette contradiotion
tenaine la demonstration.
/
bvidement l'onsemble G^(j) est ccnnexe dans la topologie 
faible de 12»
QUESTI0N 2 (i:. Grandę) Soit G:I 10 une fonctlon faible-
ment continue par rapport a (9J telle, que la familie

:= o G s n=1,2,...( est equicontinuo, c'est-a~direr
( 2 1 ) A  A  V  A  A  f t - z | < J = = >  / g  ( t ) - g  ( z ) i < £ .

zt l  O ó>0 teł n £ N
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Alors G ost- ©Ile counexe ?
QUESTION 3. Soit Dć I un ensemble maigre du type F̂ - . 
Existc- t-il une application Gil — lg faiblement continua 
telle que 1‘'ensemble D_ des points de discontinuite forte h)U v '
est egale a D, D=DG ? Soit d ailleurs Z CI un ensemble
mesurable de mesure nuile, mes Z = O. Alors Z est un F̂-

«■ / \ de premiere categorie par rapport a la topologie de Denjoy
( L23], [11] , [15], [24], f 6], [7]). Existe - t - i l  une applicat­
ion G: I —> lg faiblement approximativement continue [8j» 
dont 1 'ensemble de tous les points de discontinuite
approximative forte T9j est eiactement egal a Z, Z= DG ?

/vOn peut aussi poser la meme question concernante la topologie 
de Wilczyński £"251 dans le cas, ou Z est un ensemble maigre 
arbitraire.
Une fonction G: I —  ̂lg est dite (fortement) quasicontintie 
au point tt I lorsque, quel que soit l'entourage ourert U 
du point G(t)ć-lg et l^entourage ouvert V du point t Cl, 
on a:
(22) int-j. G”1 (u) n v / ^  (voir Cl 6 J )
£videment si G:I — ^lg est fortement continue, elle est 
de meme quasi-continue, Dans le cas de la continuite faible 
la situation est tout different:
PROPOSITION ił: II existe une fonction G: I — ^ lg faiblement 
continue par rapport a Eq qui n*ost pas quasicontinue, 
DEMONSTRATION: Soit G^ une fonction la meme que dans la
preuve du proposition. 3, (17)» Pour t = t^C Q Al 2 ^, tg , • •
nous avons !j GD( t)ll= sqrt f(t)= sqrt (2 - 2~n). Posons:
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(23) U := K(GD(tn), 2”n“5) = [ p e l 2;liP - GD( tn) li < 2~n"5} 
ot obsorvons que G“ "̂(u) ={tn<# Alors 1 ̂ interieur int G”Vu) 
est vide et 1*±nequalite (22) est iraposible. La demonstration 
est dono achevee,
D^autre part chaąue fonction G:X — $• faiblement continue
par rapport a Eo sst deja Kcliquish” , car elle appart-
iont a la premiero classe de Baire (dans la topologie forte) 
ot ainsi est punctuelloment discontinue, Rappolons, que la 
fonction G;I 1^ est dit "cliąuish" lorsqu,il existo pour 
tout notibro i > 0 et pour tout ensemble ouvert U ^ 0 un
ensemble ouvert V C U  non- vide tel ąue
i i g( t) - G(z) ii< i pour tous les points t,z <1 V.

Soit V = c0(^» ( t (Eq))) un espace de totes les 
applications bornees et faiblement oontiaues, muni de la normę 
unif orsae :
(2k) li!G !l! := sup {l|G(t)|| : t C T = l ]
L^anscsible de points de discontinuite forte etant en conformite 
avec la proposition 1 , du typ© dans I est a plus forte
raison mesurable aslon Lobosquo« Designons par V un sous-
-encemble de V compose des applications G: I ——£■ 1^ dont 
i^enaenble D„ de toutes les points do discontinuite est doLr

coaure plaiiie:
(2 5 ) w : s ( G ć V C B  (I, 12): mes (i)G> = lj .
PROPOSITION 5 . i/ enorubl© V do la 1 oriae (2 5) est un soua- 
-ensemble rósidual du type &r dans Y. 

iłEMARQUE 1: On a deja des resultats do co typo f ciais ooncomant
los autres familles dos fonctions rsollos (voir f.13jf f2 j, 13 j )
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/
DEMONSTRATION: Solt L 1‘'ansamble de3 nombres de Liouville
et Z: = I-L » II est bien connue, qua Z est du typi Fj- de
premiero catógorie et de isasura j rt« ( C17D » P» 8- , Rosiar-
ąuons tout d'abord ąue Gz dófinie par la foznaule (17) doit
appartonlr a l'enserabl© (25) car DQ 7> Z. En effet, notre

Z
espace V verifie la propriete (p ) de [l33 :
(26) P(V) <^==> m /̂ ‘1 V( m) := (G C  V: b s s(Dg)> a } ^ 0 .
Prenons en ev±dence, que:

oa
(2 7 )  V = n  V ( -2—r) .n=l n+1
D^une maniero slmllalre comme dans C13Tl on peut se convaincre 
de fait, que cbaąue ensemble V(m) est ouvert et den « dans 
V pour 0£ m d 1 . II ne faut que remplacer dan.j les preuves
de lenuae 1 et 2 de [133 la valeur absolue | • i par la norie
H'Het redefinir 1 'oscillation w& d'une maniero habituelle:

(28 ) w^ a) i= inf 8UP {liG(b) - G(c)||: b,c g. UcT}
U3 a

ou U doit parcourir la familie des entourages euvertes de 
point aCT, Alors V confornement a (27) est un enseble
residuel et du type G^ dans (v, j|| • ||| ).
Demontrons encore deui theorems semblables aux theoroms 9-11
de 1'article T8 3 mais eonceraant des derivees faibles. On dit
qu' une fonction vectorielle G:I est une derivee
faible par rapport a Eq si e^ & G : I R est une derivee
(evidement unilateralle en 0 et l) pour n 1,2,..0 .
PROPOSITION 6. Si G: Ixlxl 12 est une fonction bornea
dont toutes les seotions G , G . G : I — >> 1„ sont desyz xz * xy 2
derivees feibles par rapport a E^, alors elle est de ąuatriem-
»ne classo de Baii'e .
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DEMONSTRATIONt £tant fix6 la fonctionnelle &* £ E . lan o
fonction o G est de troisieme classe de Baire d^apres
mon theoreme du trava±l f2l) . Par conseąuent, d^apres le 
thaoreme 3 de (ij , la fonction G est de quatriema classe 
de Baire forte. ł
PROPOSITION 7. Soit G: Ixlxl — 12 une fonction boraee telle
que ses sections Gyz et GIZ» * » y I *  sont faiblement
continues et les sections G sont des derivees faibles parxy
rapport a Eq. Dans ces hypotheses G est de troisieme 
classe de Baire (forte).
DEMONSTRATION: Źtant fixe e* e. E considerons la fonctiona o
e “ o G. Posons: 
n z
(2 9) g(x,y,z) := J  G)(x,y,t) dt

<?
et remarquons que 6^: SIZ et g sont continues. De plus
les sections g sont oroissantes, ce qui entraine la conti- y
uuite des toutes les sections g^: 1x1 —♦ R. Alors g est de 
premiere classe de Baire.
En se servant du fait, que:
(3°) (e* o G)(x,y,z) = lim {[g(x,y , z+1/n^ )- g (x,y,z )J»nQ] ,

ic[o, 1 - 1/n ],
4 von voit facilement que en ° ® os  ̂de deuxieme classe de Baire.

II en decoule d^apres le theorene 3 du trava±l 11) que G est
de troisieme classe de Baire, ce que etait a montrer,
PROPOSITION 8. Soit C un ideał propre des parties de I de
premiere categorie, Une application G:Ix I — > 1^ dont toutes

0

les sections G , x £ I  sont faiblement C*»approxiisiativetnent
^  ycontinue dans le sense de i.25) et toutes les sections G ,
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y ć  I ont la propriete do Baire faible (voir [Sj ), verifie 
la propriete de Baire forte conue uae fonotion de deux
variables,
' n DEMONSTRATION: Toutes les fonctions g* := e^ o G : 1x1 — R,

n=1,2,,,« sont C-approxiicatAveinent continues par rapport a
y et ont la propriete de Baire par rapport a une variable x.
11 est manifeste, qu'une fonotion g” : I — R C-approximative-
ffient continua n^est de meme B—degeneree au senae de T22} en aucun
point, Alors en se servant de theorone 1 de T22] on voit sans

n , , ,peine, que g possedo la propriete de Baire sur 1 espace
Produit 1x1, Alors G verifie la propriete de Baire faible
Par rapport a łio« Mais d^apres le theoreme k de f8j elle a
la propriete forte de Baire, ce qui acheve la demonstration.

Voila un autre theoreme concemant la propriete de Baire
des fonctions veotorielles de deux variables:
FliOPOSITION 9, Soit F: 1x1 — ^ 12 une application telle que 
tous ses sections = F(x, * ) €. C (l,l2) sont continues pour
*£.1 et les sections F^ = F(»,y) ont la propriete de Baire,
Alors il existe un ensenble Z residuel dans I tel, que la 
bestriction F I Zxl est continue coeune la fonction de deux 
variables,
dŁmoNSTRATION: On pose:
(31) I3x — > g(x) := Fx fc C(I, 12).
Nous allons raontrer que la fonction (3l) verifie la propriete 
de Baire, Prenons une fonction arbitraire hćC(l,l2), Soit 
^(h,r) une boule formee dans C(l, 12)» *1® centre h£ C(l, 12)
®t de rayon r>0. On voit que (cp, (2^))
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(3 2) g- (K(hf r)) : = jitli g(x)tK ( h,r)j = f x £ 1 : sup li g(x) (y)-
yt i

-h(y)/| 4 r) = I - { xe I: V  j|F(x,y)- h(y)]|> rj =y €
= I - pr1 ‘c(x,y)€ 1x1 s iI F(x,y) - h(y)|i> r] =
= I - pr1 k"1 ((r, + «  ))

ou k : 1x1 H «st definie par la formuło:
(33> I2 3 (x,y) t—i> k (x,y) := liF(x,y) - h(y)l!£R .
•t pr^ est una projectlon sur la premiera axe:
(lk) I2.? A pr A := lx£I: V,.(x,y)ćA} <i I .1 1 yt l
Solt M une trlbu des parties de I ayantes la propriete de
Baire et E une trlbu Borelienne. La fonction k de (3 3 ) 
dont toutes les seotions k sont continues et k^ ont lax
propriete de Baire est M (Sę) B - mesurable fl4j . En effet,

pout remarquer que k(x,y) = lim k (x,y) ou
n o°

(35)
k (xfy>:=

f k(*»^5T- ) pour y ^ [ ^ ~  t k/n) fk«i ,2,.,, 

k(x,l) pour y=l
Alors tenant oompte (3 2 ) on voit que g”ł(K(h,r))£ M, car la
projection pr1 d'un ensemble appartenent a M (£> B est un 
element d'une tribu M (voir D O  > 1.5), En raison du fait,
que

00 _

(3 6) K(h,r) s (J K (h, r-2~n), cP. [&] , on a :
n=1 00

(37) S_1 (K(h,r) ) = ̂  g“1(K(h, r - 2'n ))tM .
Oommo C (i, 1^) est separable, donc g verifie la propriete 
de Baire et par conseąuent il existe 1'ensembłe residiiel Z C I  
tel ąue • g  j Z :  Z —-*> 1^ etait continue. En ©ffot, u n e  fonction
(38) Z x l>(x,y) g(x)(y) = F( x, y) £ 1^
est continue sur Zxl en tenant compte de la eąuicontinuitć dc
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leur seotions F̂  et continuite de toutas les sootions Fx
pour x£.Z. Par ailleurs on obtient ainsi la continuite de 
la restriction F I Zxl, d*ou notre assertioii, l/auteur est tres 
reconnaissant a prof. W, Wilczyński de ses remarąuas critiąues 
rendant possible ameliorer cet article.
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V SPRAWIE SŁABEJ CIĄGŁOŚCI

Streszczenie
W artykule podano rozwiązanie problemu opublikowanego przez 
Z. Grandego w [8 j dotyczącego funkcji słabo apro'k3ymatyvnie 
ciągłych. Przy okazji pokazano, że w zbiorze funkcji wektorowych 
o wartościach w przestrzeni Ig, których współrzędne są funkcjami 
ciągłymi, posiadanie pełnej miary zbioru punktów silnej nieciąg­
łości jest zjawiskiem typowym (w sensie kategorii). Przytoczono 
kilka prostych wniosków dotyczących przynależności do poszczegól­
nych klas Baire*a funkcji wektorowych trzech zmiennych i własnoś­
ci Baire*a funkcji dwóch zmiennyoh o wartościach w 1 2»
Praca zawiera też kilka otwartych pytań dotyczących charaktery­
zacji zbioru punktów 3ilnej ciągłości dla słabo ciągłych 
funkcji wektorowych ze względu na różne topologie, gdyż stwier— 
clzenla 1 i 2 ni© w pełni rozstrzygają zagadnienie charakteryzac ji. •


