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Problemy Matematyczne 1986 z, 8

WLODZIMIERZ SLIpZAK
WSP w Bydgoszczy

A PROPOS DE LA CONTINUITC FAIBLE

Solt X [1"espace norme muni de la norme [JJ=l] , X* I"espace
conjugue a X, e”est-a-dire lI“ensemble lineaire des fonctio-
nnelles li.nead.res (et continues) x* definies dana X. Un sous-
ensemble EO de X* satlsfaisant a la condition suivante:
pour tout € >0 et xe.X, !l eziste une combination lineaire
X*= a,1* + eee + a  X* d"elements X e > s %I de 1"ensemble
EO telle que:

(1) I(xK 41 et ("I | x*le>|xIl -£

est dIt un ensemble fondamental de fonctlonnelles linealres(ClJ).
Solt T un espace topologigue. Une fonctlon abstralte

G: T X sera appole faiblement contlnue par rapport a

ENC X * au point to£T, si x* etant une fonctionnelle arbltraire
de E 1 a fonctlon reelle t »-*<G(t)] x*> est contlnhue au

point too La notion de la continulte faible par rapport a

E”, 17enemble fondamental de fonctionnelles lineaires, etalt
developpee par A, Aleksiewicz et W. Orllcz dana fiJ, volr

aussi (53 »

PROPOSITION 1, Solt T un eapace topologlaue, X un espace

norme soéparable, un ensemble fondamental de fonctionnelles

lineaires dans X et G:T X une application de T dana X



k8

falblement continua par rapport a Ey . Alors G est aussi
fortemeut contlnue en tout point d/un sous-ensemble residuel
de T du type G~ .
DZMONTRATION:
Pour n¢ N et *2* eee* xnlc"® Posons :
() V (xf, x*,..., x*Jr )= 0 t<i] xAtrj, re R+
ooinme une base de voisinages de zero dans X. Cette base (2)
engendre une topologie T?(E®) dans X plus faible que la
topologie forte flI2J et la continuite faible par rapport a E
est exaotement la oontinuite par rapport a la topologie obtenue
de (@ .
Soit O =jdi» d2* eee} I sous-ensemble denombrable et dense
dana X, En raison du tbeoreme 3»*2 de il8J coiwenablement
adapte ; des boules fermees K@*, r— 2 MNf r & Q+ , J~NF
etant convexes et fortement fermees sont aussi fermees par
rapport ala topologie EM -L”ensemble depointa de
dlscontinuité de G: T X est oaracterisé par un formule
freguement employe :
(©) 0O = U U - [671(K{-,r)) -intG~1(K{d-» r ))]-

N 1F1 rey
Remarauens, que So>
(3] Kd ,r) = @K@ , r-2J) ,eF X XT(E))

j=1 5

Comme G est C (Eq)-oontinue, on peut donc eorire, en tenant

compte de (U) que: n
©)) G"1(K({dif )= G"1 ( N K%, r-273)) =
r
= N\ G1 (K ., r-2-"))£ F (). Alors I"ensemble:
J=1 6

@)D(ifr) = G-1(K(d=F 1)) _ int TG~1(K(difr)) =
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= GMNIFCA™Mr)) n [T _ G"1(K(;l, nN)jc
C J=JG~1 (K{dx» x-2"})) - IntT G_1(K{di, r-2"3))J

est un de premiero categorie aane T# On a dono:
v 2

(Z) D = U u D(z,r) pour une familie denombrable
i=1 re Q

|/DGifr): i€. N, r£.Q+} des ensembles maigres du type F~t ce
qui donne la oonclusion souhaitee.

Considerons maintenant oomme 1 espaoe X 1 espace 1"
conposé de toutes les suites réelles x := (X & »»».)telles

que

@) WIxll:=sgrt (1z11' 2 + |x2]2 + ...)<+00 ,

1/ensemble EO des fonctionnelles lineaires de la forme

(@) X3x &}F<xlejy i=xnfER,ou n = 1,2, ..
est fondamental dana l1"espaca Ig# Dans son artiole [8]
Z, Grande definit la continuite approximatibe faible par rap-

port a 1"ensemble EO de (9) et avait poae le probleme
sulvantt

PROBLfcME (TS3 )s Une fonotion F: 1 ~TO*1] » Faiblenamt
approximativement contlnue est- elle conneia, c est-a-dire,
() est- il tin ensemble connexe pour tout intervalle JCI1 ?
Ce probleme se resout negativementf en utilisant le

theorece sulvante:

PROPOSITION 2. Soit DC 1 = f0,1J un sous-ensemble arbitraire
du type F, et de premiero categorie dans ! intervalle fermo
I. 11 existe une fonctlon Gpt I1~12 Tfalblement contlnue par

rapport a Eo dont ! "ensemble de tous les pointa auxquels la
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fonctlon Cp est contlnue pour la topologie forte de 1™ est
contenu dans 1-0,
D&MONSTRA.TION; D ,apres le thereme bien connue de Siez*pinskl

ri?3 on peut decomposer 1-"ensemble D sous la forme:

(10) D = Dnh, Dn =ol Dn, DnODm =~ sin *nm
ou tous les ensemblee D*, n = 1,2,... sont fermes et disjoint

deux a deux. Posdns:
2-2"" Jlorsague t6DN» NnEN

(1D 13 t i—> f() =<
2 lorsgue t£I1 - D

et remarguons gue la fonctlon f: X -#m} R est semioontinue
inferieurement. En effet f des images reoiprogues des demidroi-
tes sont fermes :
O lorsgue r ¢ 3/2
DMorsaue 3/2 5 r< 7/Kk
1 t ((- o0 .rD
U D. lorsgue 2 - 2n*rc¢2 -2"n-i
k=1 K

\1 pour r 2 . /
On verifie facilement gue la fonctlon f est contlnue en tout

point tic 1-D, discontinue on tout point t<€D, oac f(t)"27“n
lorsgue 16 Dn et gue 3/2s f(t)”2 pour t<£ I. Solt,
maintenant,

as) meE) = “in + n.]z-t]s 05 z™1I™ , n =1,2,...

On verfiera aisement** que la sulte f* est croissante,

5/2 ~ f2/¢/£ ___4in/t/4 ... < 2, tet

cp., p-e. B. Szokefalvl-Nagy: Introdnction to Real fUnctions
and Orthogonal Ezpansions, p. 69
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ot qwo AlikR f () = (). Toutes los fonotions f, sont
n -yzi?
continu@3f car

as» P»(*) " @Mz n -Jt-z/
quol que soiont t,z £ 1, Celaetant, formons dos fonctions
en :1 R 1
as) 19t SI(t):= sgrt  ~t) = F frt)1l

I5t > con(d = sqrt (N - fn_t()), n=2,3,...
et remarguens qu®

(16) £ (t) = lira fg™(b) + ... +g*(®)3= Tlim M=
n=1 n <« o n «m

= (V)
Il en docoulo imniediatomont, que la fonctlon vectorielle
an 13t- )= (D, ..., 2D (<. N (N Heeen N 12
est bien definie. Les fonctions reelles g etant continues,
notre fonctlon G~ 1 —* 12 est faiblement contlnue par rapport
a Eo ©
Pour verifier que est discontinue en ehaque point t€D
observona que:
(18)  (NGD(t)[[- [ aXz)i U/jGD(t) - GD(Z)/I"IGD(t)[/ + ||Gd(z)]]
ot par oonsoquent il eziste un nonibre p > O tel,qu’on peut
faire correspondre a tout &>0 un point yE 1| verfiant:

(19) 1@ - CD(y)lUsqrt < GD(L) 7/ GD(L)>- sqrt <GD(y)|GD(y)>

= |sgrt f(t) - sqgrt f(y)l= —-

- sqrt f(t) + sqrt f(y)
£ UT |f(Y) - T 1> ?

raalgre que Jt — y kkd , ce qui tonalne la deraonstration.

Le nonbro p est d™ailleurs aise a calculer ,

IJUFCSTION 1, Il resto a savoir si G est oontinue pour la
topologie forte de lv ,.n chaque point du complémontaire 1-D
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de 1%ensemble D.

PROPOSITION 3. Il eiiste une fonctlon Gs 1 1~ fadblement
continue par rapport a Eq (90 et n"etant pas connexe, De
plus 1"image G(J) nT"est pas connexequel que solt 1 "intervalle
conneae J<Cl dont la puisance card J =0 est infinies

(c "e3t-a-dire J n"est pas degenere).

DEMORSTRATION: Solt Q 1 “"ensemble des nombres rationnels.
Posons D ts QFlIl et remarquons que Dest due type F"-et
de premlox*e categorie, Alor-s on peut forraer une fonctlon vecto
rielle G:= gd*Il comine dans la demonstration du theore-
me 2, par la formule (7).

Prenons [1"intervalle non-degenere JCI1 et supposons au
contraire quo 1"image GD(J) es* (fortement) conneie dans 12»
La fonctions

(20) 123 s ——-K(s):= Ws k2C.R

otant continue (par rapport a la topologie forte dans 127>
1"ensemble (H o GD)(J)- doit etre aussi connexe dans R.

Mais (CHoGu)(J)c™2 - 2-n - n=1,2, .. 4" [2”~ est denombrable
et a une nombre infinie d"eletaents, Cepandant dans R seule-
tent des ensombies convexes sont connexes. Cette contradiotion
tenaine la demonstration.

b(/idement 1"onsemble G™N(J) est ccnnexe dans la topologie
faible de 12»

QUESTION 2 (i:. Grande) Soit G:I 10 une fonctlon fTaible-
ment continue par rapport a (9J telle, que la familie

= 0G sn=1,2,...( est equicontinuo, c"est-a~direr

(21) A A \% A A ft-z|<l==> /g (t)-g (z)i<E.
ztl 0O 60 ted nEN
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Alors G ost- ©lle counexe ?

QUESTION 3. Soit D¢ I un ensemble maigre du type FP- .
Existc- t-il une application Gil — |[Ig faiblement continua
telle que 1 “ensemble Dy des points de discontinuite forte ()}
est egale a D, D=DG ? Soit d ailleurs ZCIl un ensemble
mesurable de mesure nuile, mes Z = 0. Alors Z est un P>
de premié}e catééorie par rapport é la topologie de Denjoy
(L23], [11].,[15], [24], 6], [7])- Existe -t-1il une applicat-
ion G: 1 —> Ig faiblement approximativement continue [8j»
dont ! “"ensemble de tous les points de discontinuite
approximative forte T9j est eiactement egal a Z, Z= DG ?

On peut aussi poser la méﬁe question concernante la topologie
de Wilczynski £7251 dans le cas, ou Z est un ensemble maigre
arbitraire.

Une fonction G: 1 -~ Ig est dite (fortement) quasicontintie
au point tt 1 lorsque, quel que soit I“entourage ourert U

du point G(t)¢-Ig et 1"entourage ouvert V du point tCI,

on a:
22) in=j. G’L@W nv/~" (voir C16J )
£videment si  G:1 —~1g est fortement continue, elle est

de meme quasi-continue, Dans le cas de la continuite faible
la situation est tout different:

PROPOSITION #: Il existe une fonction G: I —~1g fTaiblement
continue par rapport a Egq qui n*ost pas quasicontinue,
DEMONSTRATION: Soit G~ une fonction la meme que dans la
preuve du proposition. 3, (17)» Pour t = t~C Q Al 2 nNtg, e

nous avons jGD(E)Il= sqgrt ()= sqrt (2 - 2-n). Posons:
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(23) U := K(GD(n), 2”n“5) =[pel2;liP - GD(tn) E<2~n"5}
ot obsorvons que G“M'(@U) ={tn<# Alors 1~ interieur int G’Vu)
est vide et 1*tnequalite (22) est iraposible. La demonstration
est dono achevee,
DMautre part chague fonction G:X —% faiblement continue
par rapport a Eo sst deja Kcliquish” , car elle appart-
iont a la premiero classe de Baire (dans la topologie forte)
ot ainsi est punctuelloment discontinue, Rappolons, que la
fonction G;l 1~ est dit “cliguish™ lorsqu,il existo pour
tout notibro 1 >0 et pour tout ensemble ouvert U ~0 un
ensemble ouvert VCU non- vide tel ague
ig(t) - G(@) iKki pour tous les points t,z <l V.
Soit V = cO(™ ( t (Eq))) un espace de totes les
applications bornees et faiblement oontiaues, muni de la norme
uniforsee :
(@3] HIGW = sup {IIGEO|l : tCT=1]

L~Manscsible de points de discontinuite forte etant en conformite
avec la proposition !, du typ®© dans 1 est aplus forte
raison mesurable aslon Lobosquo« Designons par V  un sous-
-encemble de V compose des applications G: 1 —@ 1™ dont
i~enaenble Dy de toutes les points do discontinuite est do
coaure plaiiie:

@5) w :s(GeévCB (d, 12): mes @G> = 1j .
PROPOSITION 5. i/enorubl® V do la lorize (25) est un soua-
-ensemble rdésidual du type &r dans V.

I#EMARQUE 1: On a deja des resultats do co typof ciais ooncomant

los autres familles dos fonctions rsollos (voir T.13jff2j, 13 )
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/
DEMONSTRATION: Solt L 1 “ansamble de3 nombres de Liouville

et Z:= I-L » 1l est bien connue, qua Z est du typi F-de
premiero catogorie et de isasura j rtc (C17D» P» 8- , Rosiar-
guons tout d"abord gue Gz dofinie par la foznaule (17) doit
appartonlr a I"enserabl® (25) car DQ »Z. En effet, notre
espace V verifie la propriete (p% de [I33 :

(26) PV) <==> m/A~1 V(m) = (GC V: bss(Dg)>a} "O.
Prenons en evoiadence, que:

@)V o=pgy vV EED

D™Mune maniero simllalre comme dans C13T on peut se convaincre
de fait, que cbague ensemble V(m) est ouvert et den « dans
V pour Of£mdl1l. 11 ne faut que remplacer dan.j les preuves
de lenuae 1 et 2 de [133 la valeur absolue |=i par la norie

H*Het redefinir 1 oscillation w& d"une maniero habituelle:

(28) wnN a) i= inf 8UP {liG(b) - G(c)||]: b,c g-UcT}
U3 a
ou U doit parcourir la familie des entourages euvertes de

point aCT, Alors Vconfornement a (27) est un enseble
residuel et du type G/ dans (v, jii<lll )-

Demontrons encore deui theorems semblables aux theoroms 9-11

de 1 article T83 mais eonceraant des derivees faibles. On dit
qu® une Tfonction vectorielle G:1 est une derivee

faible par rapport a Eq si e &G : 1 R est une derivee
(evidement unilateralle en 0 et 1) pour n 1,2,..0 .
PROPOSITION 6. Si  G: IxIxl 12 est une fonction bornea
dont toutes les seotions Gyz’ ze*ny: | —>>12, sont des

derivees feibles par rapport aE”, alors elle est de guatriem-

»e classo de Baii'e.
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DEMONSTRATIONt £tant fix6 la fonctionnelle &ﬁE Eo' la
fonction oG est de troisieme classe de Baire d™apres
mon theoreme du travazl T21) . Par conseguent, d™apres le
thaoreme 3 de (ij , la fonction G est de quatriema classe
de Baire forte. ¥

PROPOSITION 7. Soit G: IxIxl — 12 une fonction boraee telle
que ses sections Gyz et GIZ» * »y | * sont faiblement
continues et les sections ny sont des derivees faibles par
rapport a Eq. Dans ces hypotheses G est de troisieme
classe de Baire (forte).

DEMONSTRATION:  Ztant fixe e; e Eo considerons la fonction
e“o G. Posons:

n z

@9) 9x,y,z) = J G)(x,y,t) dt

et remarquons que <%A: SIZ et g sont continues. De plus
les sections ¢ y sont oroissantes, ce qui entraine la conti-
uuite des toutes les sections g*: 1x1 —e R. Alors g est de
premiere classe de Baire.

En se servant du fait, que:

@) (e*o006)(x,y,2) = lim {[g(x,y , z+1/n™ )- g (X,y,z)InQ],

iclo, 1 - 1/n 1],
on voit facilement que eﬁ° ® os~ de deuxi®me classe de Baire.
Il en decoule d™apres le theorene 3 du travazl 11) que G est
de troisieme classe de Baire, ce que etait a montrer,
PROPOSITION 8. Soit C un ideat propre des parties de 1 de
premiere categorie, Une application G:Ix 1 —>1n dont toutes

les sections G , X£1 sont faiblement C*»approxiisiativetnent
continue dans le sense de i.25) et toutes les sections d’,
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y¢ 1 ont la propriete do Baire faible (voir [Sj ), verifie
la propriete de Baire forte conue uae fonotion de deux
variables,
DE.MONSTRATION: Toutes les fonctions g’!J =er0oG - 1x1 — R,
n=1,2,,,« sont C-approxiicatAveinent continues par rapport a
y et ont la propriete de Baire par rapport a une variable x.
11 est manifeste, qu“une fonotion ¢g”: I- R C-approximative-
fhiat continua n”est de meme B—degeneree au senae de T22} en aucun
point, Alors en se servant de theorone 1 de T22] on voit sans
peine, gque gn possedo la propri€t€ de Baire sur 1’espace
Produit 1x1, Alors G verifie la propriete de Baire faible
Par rapport a 4o« Mais d™apres le theoreme k de f8j elle a
la propriete forte de Baire, ce qui acheve la demonstration.
Voila un autre theoreme concemant la propriete de Baire
des fonctions veotorielles de deux variables:
FIIOPOSITION 9, Soit F: 1x1 —~12 une application telle que
tous ses sections = F(x, * )€ C (1,12) sont continues pour
*£.1 et les sections F* = F(»,y) ont la propriete de Baire,
Alors il existe un ensenble Z residuel dans 1 tel, que la
bestriction F 1Zxl est continue coeune la fonction de deux
variables,
dtmoNSTRATION: On pose:
(31) I3x —-> gx) = kKt Cc, 12).
Nous allons raontrer que la fonction (31) verifie la propriete
de Baire, Prenons une fonction arbitraire h¢C(l,12), Soit
~(h,r) une boule formee dans C(l, 12)» *I® centre h£ C(l, 12)
®t de rayon r>0. On voit que (cp, @7M))
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B2) g- K(hfr)) =jitli gCOtK (h,nNj=™EL : sup ligx) (¥)-
yti
hG/14 ) =1 - {xe I: yV€ JIFGGY)- hOD]I> 13 =
I - prlex,y)€ Ixls dF(x,y) - h(W]i>r] =
I - pri1 k™1 ((r, +« ))

ou k:1x1 H «st definie par la formuto:

G3> 123 (xy) P k (X,y) = HFXY) - h(y)I'£R .
t pr™ est una projectlon sur la premiera axe:

(k) 122A prlA = le£|: y\é’l'(x’y)éA} <il

Solt M wune trlbu des parties de 1 ayantes la propriete de
Baire et E une trlbu Borelienne. La fonction k de (@3)
dont toutes les seotions kX sont continues et k™ ont la
propriete de Baire est M @B - mesurable Tl4j . En effet,

pout remarquer que k(x,y) = lim k (X,y) ou
n o
(35) f k(»5T- ) pour y~[~~ t k/n) fk«i L2,.,,
k xFy>:=
Oty k(x,1) pour y=I
Alors tenant oompte (32) on voit que g”#(K(h,r))£ M, car la

projection prl d*un ensemble appartenent a M &B est un

element d*une tribu M (voir DO > 1.5), En raison du fait,
que

00 _
@GB6) K¢th,r) s Q@ K (th, r-2-n), cP. [&] , on a

n=1

(€D S 1KCh,r))="  g“1Kch, r - 2*n)) tM

Oommo C (i, 1) est separable, donc g verifie la propriete

de Baire et par conseguent il existe 1"ensembte residiiel ZClI

tel gue <g jz: Z —=1" etait continue. En Offot, une fonction
@8 Z x I>(x,y) geOy) = F(x, M £ 17

est continue sur Zxl en tenant compte de la eguicontinuité dc
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leur seotions P et continuite de toutas les sootions Fy
pour x£.Z. Par ailleurs on obtient ainsi la continuite de
la restriction F 1 2zxl, d*ou notre assertioii, 1/auteur est tres
reconnaissant a prof. W, Wilczynski de ses remarguas critigues
rendant possible ameliorer cet article.
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V SPRAWIE SEABEJ CIAGLOSCI
Streszczenie
W artykule podano rozwigzanie problemu opublikowanego przez
Z. Grandego w [8] dotyczgcego funkcji stabo apro“k3ymatyvnie
ciggtych. Przy okazji pokazano, ze w zbiorze funkcji wektorowych
0 wartosciach w przestrzeni lg, ktorych wspodrzedne sa funkcjami
ciggtymi, posiadanie pelnej miary zbioru punktéw silnej nieciag-
+oSci jest zjawiskiem typowym (w sensie kategorii). Przytoczono
kilka prostych wnioskow dotyczacych przynaleznosci do poszczegol-
nych klas Baire*a funkcji wektorowych trzech zmiennych i1 wkasnos-
ci Baire*a funkcji dwoch zmiennyoh o wartosciach w 12»
Praca zawiera tez kilka otwartych pytan dotyczacych charaktery-
zacji zbioru punktéw 3ilnej ciggtosci dla stabo ciggtych
funkcji wektorowych ze wzgledu na rézne topologie, gdyz stwier—

clzenla 1 1 2 ni© w pedni rozstrzygaja zagadnienie charakteryzac ji.=



