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ZESZYTY NAUKOWE WYŻSZEJ SZKOŁY PEDAGOGICZNEJ w BYDGOSZCZY 

Problemy Matematyczne 1936 z» 3

WŁODZIMIERZ ŚLĘZAK»

WSP w Bydgoszczy

SUR DEUX PROBLEMES DE Z. GRANDĘ
Dans tout ce qu± va suivrs, nous designerons par R la

^  2 / * droite reelle et par R l^aspace produit RxR. Źtant donneo
2 r une fonction f: R —* R et xŁ R et y R fires, le?

fonctiona d*une var±able v P* fx(v) = f(x,v) et
u p—t fy(u)= f(u,y) s^appellent sections de la fonction f
corre spondant respect±veoents a x et y.
Dana les travaux matheraatiąues on trouve de nombreuses condi-

ytions relatives aui sections f et £J, qui impliąuent
1 'appartenanue de la fonction f a une certaine classe de
Baire (voir [i] - C *ł.]» f63-C93)» En particular on salt que

2toute fonction f : R —^  R dont toutes les sections f^ sont
% ycontinues a droite et toutes les seotions f sont de 

premiero classe de Baire est de 2De classe de Baire 193 
qu'il existe une fonction f: R — R dont toutes les sections 
f sont continues et toutes les sections fy sont de premiero 
classe de Baire et ont la propriete de Darboux et qui n'est pas
de premiero classe de Baire C 2 3 • On salt aussi que toute

2fonction f: R — ► R dont toutes les sections f^ sont 
continues et toutes les sections fy sont oontinues et nonoto- 
nes (croissantes ou decroissantes) est continue et qu il oiiste 

'me fonction f : R2 R non-borelionne et telle que toutes ses
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sections f^ et fy sont croissantes f9J . D^autre part la 
monotonie des sections et la mosurabilite (selon Lebe3gxie)

y /, /des sections f" entrain la mesurabilite de la fonction 
f riOj . Dans [3 ] Z. Grandę avait pose-ontre autres-les trois 
problemes suivants:

2I. Existe-t-il une fonction f:R — R dont toutes les
ysections f^ sont continues et toutes les seotions f sont

croissantes et qui n^est pas de premiere classe de Baire ?
2II. Existe-t-il une fonction f: R — * R dont toutes les

sections f sont continues a. droite et toutes les sectionsxy ff sont croissantes et qui n est pas de premiero classe de 
Baire ?
III* Existe-t-il une fonction f: ^ R dont toutes les

ysections f sont continues et toućos les sections f sontx
i.ionotonas et qui n*est pas de premiere classe de Baire ? 

soiution nógative du probleme I a ete donnee recemment
/  A #par S* Plas&acz, mais sa demonstration est plutot compliguee.

Le travaiJ present donnę une reponse affirmative au probleme 
II et une reponse negative au probleme III.
THEORE?IE 1 . Si toutes les sections f^ d une fonction

2 yf: R — R sont continues et toutos les sections f sont 
monotones, rlors la fonction f est do premiere classe de Baire

atraticn: Sana reatrsiadre le ^mfralitd ( on oeut 
supposer quo la fonction f est definie sur un carre
I ^ : =  f O . 1 3 x  L G . 1 ]  t c p t

>00 4. cc.
H 1 / fk+l3 X  Cm, Ki 4*1.] .

k.=— Go
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Posons g(x):= f(x, • ) £ C(l, K), N o u s  allons premieresrcnt 
montrer, que i'npplicatiou g ti'un segment I dans un espace 
de Banach C( I, H) des applications continues de I dans i? 
pour la ccnvorgonce uniforme, est aussi de premiere classe 
de Baire, i/espaco c(l,K)etant separable, tout l'ensemble 
ouvert U de c(l, R) est 1 *union d*une familie denombrablo 
des boules ouvertes, D^autre part chaąue boule ouverte K(h,r) 
est 1 'unioii d'une familie denombi'able des boules fermees 
K(h, r-2 '*), n=1,2,,,, , Allors il suffit de prouver, que des 
imagas róciproąues g” 1(K(h,r)) sont du type ,
Bffectiveir.ent, nous avons
g \łł(h,r))= !l g(x)- h il-ś rj = (x: J f(x,y)- h(y)lir pour 
tout y ć. l}= (fy ) " 1 ( tz: | h(y)- zlśr}) ,
ibes ensembles T^(y)“r > h(y) + r] etant connerea et les 
soctions f' etant monotones, les ensembles
(fy ) ” 1 (Ch(y) - r ; h(y) + r 3 ) sont aussi conneies, II decoule 
de cas raisonnements que g” ̂ ( K( h, r) ) est egalement conneie 
comna 1 'intersection d'une familie des ensembles eonvexes. Car 
tout sous-ensenble connere de la droite reelle R est un
intorvalle et car oheąue intervalle est du type et F^ a
la łois, on vo.it que g” 1 (u) est du type pour tout ouvert
U de C(I,R).
Pai' consóąuont g est de premiere classe de Baire, Actuellement
nous pouvons completor notre demonstration en appliguant la 
jccj.iO raótnc; que dans la demonstration du theorerae 6 de
i 'articiu 3 , UotaEwsnt 11 suffit de demontror qu'il existe

2
pour tout nr;,bre n = 1,2,.,, une fonction hR : i “** R 010
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premiere classe de Baire et talie que
lf(x,y)- hn (x,y)f £ 2 ~n pour cout point (x,y)d 2 .

, r-~> ,Fixons 1 lndice naturel n et soit B une baae denombrable
d 'intervalles ouvert» dans I. i/application g etant continue

.— j
on ur. certain point 11 exlste un intervalle d £ B
tel que ll g(x) - «(x 1 )/! ̂ 2 “ n “ 1 pour * ć. d^ f c'est-a-dire
que lf(x,y) - f (j ̂ ,y) I ± 2 “ n _ 1  pour tout y £ I  et x£ d^ .
hiona le nonbre naturel k > 1  et supposons que, quel que soit
le nombre m < k il existe un intervalle J11 e. B tel quen

dian(fy * fd^ - ( U d^ u ... U  J ^ _ 1 )J  2”n P®«r tout y t I , 
II existe un point I - \J d^_ ̂ ) auquel la
rostriotion g | (i - (d” u/.,. ^)) est continue, oar g est
une application de premiere olassa de Baire d'un espaoe
polonais dans une autre, Par oonsequent 11 existe un intervalle

n ̂  ^  *ouvert B, tel que d^ et
diam( f y * [j” - ( d ^ u » . . , u  Jk„.i 2”n P°ur iewt y ć l  .

Flxons le point t £. d** - (j^ ^ ••• u dn _ ) dans chacun des
8 8 ! 8 —1

ensembles d ^ - ( d ^ u » » » U  9 = 2 r3 t... .
Cela etant, formom des fonotions

(*»y):= «(ts)(y) = f(ts,y)lorsque x fc j” - ^  d£

ot reraarquons que, quel que soit le point (x,y)fcl , on e 
|f(x,y) - hn (x,y)|=|f (x,y) - f(ts ,y) ! ^ 2  ” 

puisque x et tfl appartient a 1 'ensemble commun

Js ” #t dla* (fy>ł f0. " (J? ^ ••• u
;tos te a prouver que la fonotion h est de premiere classon
do Baire. Ilans ce but il suffit de remarquer qu«, quel qu.o 

soit un ouvert G, on a
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hń 1 ( G  ̂ = l(x>y): hn(*>.y) £ ° } =  g0  [ j “ -  ( j ^ u  . . .  u x 
X i,y « f(ta ,y)eG} ć 5^(1*)

Done f = lira h est de preraier6 classe de Baire. n -> -o
REMAIUiUE 1 . On voit sans peine qu'on peut generallser le

/ N . A # %theorene susdit (en appliquant les menies methodes)au cas ou la 
fonction f prenant ses valeurs dans un espace separable de 
Banach Z sera definie sur le produit cartesien XxY de 
deux espaces metriques compacts, dans le premiere d'eux tous 
les ensembles connezes seraient du type F^.
Le cercie est un example de tel espace X sans aucun
ordre compatible a la topologie. La monotonie des sections 
fy signifiera evidemment que (fy ) ” 1 (c)  soit conneze dans X 
pour tout cozznexe C dans Z (voir £5] )
De plus, en vertu des theoremes 1 et 2 de £l,3 , nous obtien-
drons:
CORROLLAIRE 1 . Soit Y un espace polonais et Z un espace de 
Banach. Si la fonction f:RxY Z dont le contz*edomaine est 
separable, a toutes ses sections f^ faiblement continues ot 
toutes ses sections fy monotones, alors la fonction f est 
de premiere classe falbie ce qui entralne qu'elle est de 
deuxieme classe habituelle.
On peut s'efforcer d'affaiblir les conditions eonoernanter 

dans notre theoreme 1 en supposant que est a variaticn
boroee ou ceme la limite uniformo d un suitę de fonctions
n^ayante-s que le nocsbro firi des discontinuites. De suitę,
nous ne snvons pas: peut— on rcraplacer ia continuite des sections 
fx par la continuite upproximative ou merae par 1  hypothese que
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toutes les sections f sont des derivcs». On cait que toute 
2fonction f : R R dont toutes les sections f . sont apprortiraa-x j

tivoment continues et toutes los sections sont do promie*’©
classe de Baire est de deuxieme classe de Baire et qu‘’il oxiste 

2une fonction f: R R dont toutes les sections sont
y / fcontinues, toutes les sections sont des derivees et qui

n^est pas de premiere classe ńe Baire ([6] , cf, T3J» probleme 
2 ,  P *  13 ) *

THŹORjfcKE 2. II existe une fonction b: I —p- I n^est pas de 
premiere classe de Baire, dont toutes les sections sont
continues a gauche et croissantes, cependant que toutes les

y /sections h sont decroissantes,
Demonstration : Soit

n  oc = U ,  Ł o  i 2k 3 '“ S = I  -
1 "ensemble triadique de Cautor, L/ensemble ouvert I-C est 
1 "union de sos composantes (an '^n ) ou an < pour n= 1 t2 f<<> .
Prenons en consideration les triangles ^ o := conv[(°f o), (i , O) , 
(l,l)j et Tn jonv [ (an ,an ), (bn ,an ),(bn ,bn )j pour n= 1 ,2 , . . . . 
Cela etant, fortnons la fonction :

y — a
— -----  lorsque (x,y)ć.T ; n=1,2,...
b - a nn n co

h(x,y)= < °» (x,y)ćTo- Tq

\. 1 , lorsquo (x,y)£I 2 - T0

Observons que lim h(x,t) = b(x,y) et que v
* ~'>Y~entraine h(x,v) ^ h(x,u) et f(u,y)^  f(v,y; ąuels que soient 

des nombres x et y, Pour achever 1 ^arguaontaticn que h
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f o , %n est pas de premiera classe de Baire 1 1  suffit, d apres le 
theoreme celebre de Baire, d /indiquer un ensemble parfait

2 I xP C. I tel que la restrietion h? := h | P de b a  P ne
possede aucun point de continuite . Posons P =!,(t,t): t t C j  •
On voit facilement que las fibres hp 1 (l) = [(bn »bn ^: n =1»2 ł*»»|
et (0 ) > a n>a^); n= 1 ,2 ,...^ sont tous les deux aenses
en P, Alors oso hp (t,t) = 1 pour tout tóC, et la
damonstration est aohevee,
HEMARyUE 2. II est manifeste que la fonction

- 1 , lorsque ent x< ent y
0 , lorsque ent x > ent y

-h(x-k, y-k) lorsque entx = ent y = kf(s,y) =

k = i 0 , i 1 , i 2 , ...
/ 2 / \ est bien definie sur tout le plan R et qu'elle satisfait a

toutes les exigeances du Probleme II.
En terminant, nous nous devons de remercier tris vivement 
le Professeur Z. Grandę, pour ses precieui conseils et nombreu- 
ses suggestions, dana la realisation de la presente contribution. 
TRAVAUX CITĆS
[1] Aleziewicz A., Orlicz W., Sur la continuite et la classifi- 

cation de Baire des fonctions abstraites, Fundamenta Math. 
XXXV ( 1 9 ^ 8 )  ,  1 0 5 - 1 2 6  

f2j Grandę Z., Quelques renarąuas sur les classes de Baire des
fonctions de deux variables, Math. Slovaca 26 (1976), 2*4 1- 
- 2 ^ 6

[3 1 Grandę Z., Les problemes concernant les fonctions reelles.
Zeszyty Naukowe VSP w Bydgoszczy, Problemy Matematyczne 
3 (1982), 11-27



70

[ił] Grando Z. , Sur los classes de Baire des fonctlons de
deuz variables, Fundamenta Math. CXV (1 9 8 3 ) 1  119-125 

[5 ] Kuratowski K., Topologio II, PWN, Warszawa 1958
[6 .] Laozkovloh M., Petruska Gy., Seetiowise proporties and

moasurablllty of funotions of two variablos, Acta 
Math. Acad. Soi. Hungar. h0t 1-2 ( 1 9 8 2 ), 1 6 9 - 1 7 8  

[ 7 j Laczkovioh, On the Baire class of functlons of two
variables, to appear in Fundom. Math.

1.8] Louveau A., Sur los fonctlons borellennes do plusieurs
variables, C.R. Acad.Sol. Parls, 2 8 5 (1977)• Seria A, 
1037-1039

[ 9 ] Marczewski K., Ryll-Nardzewski Cz.f Sur la measurabilite
des fonctlons de plusieurs variables, Annal. Soc. Polon.
Math., 25 (1953), 1 ̂ 5-15^*

l. I Oj Ursell H.D., Somo methods of proving moasurablllty,
Fundamenta Mnth. XXXII (1939), 311-320 

P1 1 3 Whybum G.T., Non-al temating transformatłons, Amor.
Joum. of Math., 56 (193*0, 29*ł-302 

O DWÓCH PROBLEMACH GRANULGO
Stroszczenie

W artykule pokazano, Ze funkcja rzeczywista dwóch zmiennych,
'tx.6s.-ej jedno cięcia są oiągło, a drumle monofoniczne musi 
-iloZeć do isiarwszej klasy Baire^a i podano przykład na to, Ze 

w powyższym twierdzeniu nie można zastąpić ciągłości przoz 
>rłość prawostronną. W ten sposób udzielono odpowiedzi na 

pewno pytania opublikowane przez Z. Grartdogo w L 3 J « Zastoso­
wano motody dają się łatwo użyć w przypadku odwzorowań o
wartościach w ośrodkowoj przestrzeni Banacha, pi-zy czym 
monotonicznoóć należy wtody rozumioć w sensie Whybuma tlij.


