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SUR UN FONCTEUR LIE AUX PUISSANCES DIVISEES DE DEGRE 3

Sommaire :

Soit M un module unitaire sur un anneau commutatif unitaire
A. Soit PACM) la composante homogéne de degré 3 de l'algébre
des puissances divisées N'(m). Dans fi], A, Prészynski a défini
le sous-module r~N(m) de Hj(m) , qui est engendré par les
éléments _x_p3 (x€M), et le module quotient (M=
= 3(M)/T3(M). On se propose ici d'expliciter TI3(m) quand M
est un produit fini de nodules monogeéenes.

Un certain nombre de définitions viennent d'etre données dans
le sommaire ci-dessus; nous ne les reprendrons pas.
Notation : L* anneau A étant donné, nous désignons par b
I'idéal de A engendré par les elements du type a2-a (at a);
(notons en passant que l'application canonique A —? A/b
resoud le probléme universel pose par les homomorphismes A
dans les anneaux de Boole, mais nous n'utiliserons pas de fait).
Nous nous proposons de démontrer ici le

THEOREME 1s Soit £In,..«,1” (niO) une famille finie d'idéaux de A.
t.
Soit le module produit M= A/I™ x ... x A/I™.

Alors on a

r.(M) —~ n A/(I # +D).
1*p<.qtn )
Voici quelqgues consequences de ce théoreme:
Si I,ls .. = 1n:0, on obtient le

Corollaire 1: Pour tout anneau A et tout entier n->1, on a:



n
rR(A~) S (A/b) 2

Cette formule explicite la structuredel3(M)quand M
est libre de type fini.

Corollaire 2 s Il est possible d'expliciter [I~Cwm) pourtout

module de type fini sur un anneau pimcipal.
\%

Car un tel module est un produit fini de modules
monoeenes.

Nous démontrons aussi le
THEOREME 11 : Pour tout module M et tout Idéal | de A, on a.

MxAZl) ~ 3(M) @ M/(1+b) M.

Pour I’ Instant, nous prouvons d’'abord que le théoréeme
I est une conséquence du théoréme I1.
Raisonnons peu* recurrence sur n et posons
A/I1 X ... X A/In = l\/llq
Le théoréme 1 est vrai pour n = 0 (<?ar I3(o)= o).

Supposons n ? 1. On a, d’' apres le théoréme II

°- W 'V 1? )Hn_, = ® */(In*S>
n n [AZ1 <S)A/(l +b)J
1f pi M-1 p
- n A/(1 + 1 + b 3.
1iP<n P
La démonstration par récurrence du théoréme | est alors
Isusédlate.
La démonstration du théoréme Il sera obtenue a la suite d'un

certain nombre de lesmtes.
Lemme 1 : Soient M et N des A-modules.

Soit k(M,N) le sous-module de



[T2(KO © kI d £mM® 2(bIMN engendré par les éléments de la

forme
XN®Yy ¢ x 2>yn (xéem, ye n).
Alors on a

IN(MxN) - T3(m) ¢ T (N)  [[P(m® Nj & Mm(g r2(M)Jj/K(M,N).

Preuve: On a (cf. LIIlj, théoréeme p. 262)un isomorphis-

me canonique de modules
"3(MxXN) - I3(M) $ r3(N>PE£[Fr2 MIi® N] prme®r2 (m)|»

Dans oet isomorphisme, le module f*(MxN), engendré par les
éléments (x,y) , a pour image un nodule H engendré par

les éléments
/

x C3l y 33 o 21 . @y 23

faisant y (ou x = o)on voit que Xx73" (et y'""~)<rH.

On a donct
H= r3M)Q, I' (N) ©k(m ,n)

Le lemme 1 en résulte.

Le—e 2 : Soient M un A-module, | un idéal de A.

Soit J 1*idéal de A engendré par les éléments de 1* une

des for—s 12 ou 2i (i £ 1i).
Soient u : M2(M)---r2(M)/1r12(m)

et Vj M— M/AJIM

les applications quotients canoniques.

Soit H(M,I) le sous-module de TM2(m)/1r2(m) ¢ M/IM



«capwdre par 1>« iliwnt» de la forme

au(x”™ )ma2 v(x) (a £ A, xX £ M)

Alors on a
Hi(MxAZl) ~ B3(m)dp [2M)/L r2(m)d M/IM] M M ,!).

Preuve : Rappelons (cf. [IVJ , prop, g, p. 136 ) que

R(as1) = A/D2(1), ou J (of» definition loc. oit., p.
127).
Appllguous le lewse 1 ou 1*on prend N .- A/l M1

On sait que P~AN) est un nodule monogéne, e».tendre par o
si e est un générateur de N. On a donc [~ (a)r (N), de
sorte que P3(n)= O,

On a par ailleurs des IsoBcrphlsgMs IM2(M)d N =:r2(M)/1r2(Mm)
et M P2(N) CrM/IM; d'ou un 1sonorphisae s

fiy*) gl N] o fM < P2(n)J -P2(m)/ir2(m) @ M/IM.

S|, pour tout afA, on désigne par a fJslonimage canonligqur((a)i
dans A/Il, le systeme des générateurs X Pé + X P a
de K(M,N) a pour Image dans cet Isomorphisme le systéme
des générateurs a u (x"27™)+ a2 v(x) rte h(M,i).

A cet isomorphisme prés, le lemme 2 est donc la simple
traduction du lemme 1 avec N s A/l.

Lemme 3 : Pour tout x fcMen a :
u(xn2J) ¢ v(x)fcH (b,I).
Preuver Xl suffit de prendre a=1 dans le systeme des

générateurs de H(M,I) donné au lemme 2.
Lemme U : On a

b(M/JIM)-C H(M,I)
Preuvei Pour at A et X £ M on aen effet, en replacant
par ax dans le lemme 3

a2 u(x"2”™ )+ a v(x) € H(M,I).
Mais, toujours par le lease 3



a2n(x"2b+ v(x)J t Hf», 1),

>
D* ou par »ouetraction

(a2 - a) v(x) H(WM,I.

Le le—e k an rem it,

Lenie b : On a t

I((M/JM) <= b(M/JM)

Preuve; pour tout i ~ 1 et tout x£ M, on a dane M/IM:

i v(x) B i2v(x) uodulo b(M/JIM)
2 2
Maie i v(x)= O car i ¢ J.

Lemme 6 : Quels que soient x wut y dana M on a

u(xy) é. H(M,I)

Preuve: On a, en remplacant x par x+y dans le lemme 3:

6 en résulte.

Le—e 7 ! Tout éléaent de T2(**)/11jC**) d M/IMest congru.
modulo h(M,i) a un éle—nt de M/IM .

Preuve : Il suffit de la montrer pour les elements de

P2(m)/iP2(m), Or, oe dernier sM>dule est engendré par les

éléments de la for— u(x‘2 ) et u(xy)(x,y dans M). Modulo
H(M,I), I'élement u(x~"2” ) est congru a -v(x) (lemme 3)
et | "élément u(xy)est congru a O (le—e 6). D' ou le le—e 7.

Le—e 8 : Posons G(M,)= (M/IM) 0 h(M,I).
Alors on a

P3(M x A/ZI) i: £3(M) $ (M/IM)/ G (M, I).
Preuve: Cela résulte du lemme 2 et de I*isomorphism

FP2(M)/1M2(M) ® M/IMj 7 H(M,I) a (M/IM)/ G(M,I)

qui se déduit du le—e 7*
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La—B 9 s On a

G(M,D)= b(M/IM)

En raison du lemme 4 11 su ffit de démontrer I'lnclusion:

G{M,)Cb(H/ZIM).

L’obtention de oette relation est la partie la plus
compliquée de la démonstration du théoréeme 2. Nous opérons
en deux étapes, en commencants par le cas ou le module M est

libre.
Preuve du lemme 9 quand M est unmodulo libre
Soit xun élément de G(M,I). Etantdans H(.M,l) on

peut l'ecrlre sous la forme d’ une somme finie

J. fa,*. N2N )e a2
XS<C a,*. n ( )¢ a )]

A » *)e
Modulo b(M/1M) on peut remplacer a™ v(xn ) par a”™ v(x® ),

En posant b,ma« = °a on a donc

X =y modulo b(M/JM)
avec y s ZofOA'[M(3A2A)+ v(xA )3

Mals, comme X €& M/IM, 11 en est de meme de y. On a donc en
fait s

0 =5 °« u(x*2j
Cette derniere relation signifie aussi

(1) S or x~3¢ | T2(M).

Soit C*p)an~pg une base de M, supposée totalement ordonnée.

Il existe, pour tout oc , une décomposition
xccf 2 a™a BA (a«0£ A» presque tous nuls).
2 122
Alors, X =1 V xV *A % .

On sait que les élément et B, e (N~p) forment



une base du module libre F,(M), En oonslderant la composante
de la relation (1) sur 1;element de base [2 , on obtient

an VXeA: 1 on X .

Or, on a

T* 4 e N A V(*» K
On peut donc écrire:

y T z modulo b(M/IM)

En vertu de (il), on a z C I(M/JM) et donc aussi X£Eb(M/JIM)

(lesnse 5) <« Ainsi, on a : x £ b(M/JM), oe qui démontre le
lemme 9 lorsque M est un module libre.

Preuve du lemme 9 dans le cas général

On représente N comme | llmage d*un module libre L par

un morphisme surjectif f : L & M.
Nous posons : Kor f = K
Il existe alors (cf, 11l, 8 I* p# 251)unsrarphlsmesurjeo-

tif f124 : P2(l1)—* r2M) défini, pour x et y dane M,

par
fi2] (x[zh=
121 (xy) = FOOF(Y)-
Nous posons : Ker £ 22, ]

Il résulte de [llIl.](prop. IV. 0, p. 284)que le module K,
est engendre# par les gléments du type X[ZJ(xeK)ou du type
Xy (xéK, y6.M),

On définit les applications canoniques :

U :r2(L) rz(L)/1 T2(1) et V :L-i> L/JL.

Il existe alors des morphlsmes surjeotlfs



12

g : L/JL M/IM et h : AN (1) —» Pg(M)/ZIP2(,M) tel
qu* an puisse écrire des diagramnes commutatlf»
P23 f
P2(L) AT (M) L *»> M
“1 , > " - 1 V
r2(b)/1r2(b) *>T2(M)/1r2(M) L/JL -t -» M/IM
On a

Ker h = U(K2) et Ker g = V(k).
On peut alors écrire un diagraaune coseiut&tif (& fléches

surjectives)

fw | f
r2(b)d L > [2(m)pm
ngp vV
P2(1)/ i~ (1)© 1/ ]I 2 ANAM/IT2(M) & M/IM
avec

(iii) Ker (bdB)= U(Kg) ¢ V(k)
Par (h&g), le* générateursa U (y”™ )+ a2 V(y)de H (L,I)
(aé-A, yé L),sont appliqués sur les éleaients
a u(f(y)l2])+ a2 v(f(y)), qui sont les générateurs de H(M,i).
On a donc
(h® g) LH(L,)j= H(M,I).
Il en résulte que

(h & gj*TH(M,1)JI= H(L,i) + Ker (h @ g)
= HCI,!)* U(Kg)eV(K) (d’ aprés (iii)).

Au second membre, la presence de U(K2)est Inutile. En
effet, d’ aprés la génération rappelée ci-dessus de Kg, u (Kj]

est engendré par des élésienta de deux types.
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(2]

- d'une part, ceux du type u(x ), avec xt K . Or, on

peut écriret

n(xbl )= ru(xr2j e V)-J - V(X) ;
au second wewbre, le terae entre orochets eat dans H(L,I)
(lemme 3), tandis que V(x)é&V(k).
- d’autre part, ceux du type U(xy) (x £ K, y é& L); ceux-la
sont dans HCL,!) (lemme 6),
On a dono bien, en définitive:

(h 0 g)“1 (HM,)HI= H(L,l) + V(K)

Considérons alors un éleawnt x pfis dans G(M,l)=
sHM,i ) 1 (M/IM). Cosse x CM/JM, il existe un élément y de
L tel que

X's g o V(y),
CouvB X £ H(M,1), on a
Vy) & (F ® g)"1 [h(m,x)JI= h(l,i) + V(K)
Il existe dono des élénents x £ H(L,I) et tt K tels que
t(y)= z ¢ V(1)

Conns z s v(y-t), on a aussi z £ L/JL, donc
zi H(L,)nL/JL a G (l.i),

Des 1lers

X ago V(y)a g(z)+ g o V(t)

s g(z) car g o V(t)a V o f(t)a v(o)a 0 .
Coim z 4G (L,lI)= b(L/JL)(lessae9 dans le oas des nodules libres),
on en déduit que xfc b(M/JIJM) ce qui achéve de dénontrer le lenne

9
Du lenne 9, on déduit que pour tout nodule M on a

(M/IM)/G (M ,I)x (M/JIM)/ b(M/IM) - M/fI+b)M.
Coasse Je. I, on a>J + bCIl + b { mais inverseaant, on a
I +b e J ¢ b, oar tout élénenti de | peut s'écrire
(i-i2)+ i2 , avec i-i2£ b et i2£J. Dono | +b a J ¢ b.

Finalement on a



Ce résultat, porté dans le lemme 8, fournit 1 énoncé d'un
théoreme |I1.
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0 FUNKTORZE ZWIAZANYM Z PODZIELONYMI POTEGAMI STOPNIA 3

Streszczenie

Niech I3(M) oznacza skiadowa jednorodng stopnia 3 algebry
z podzielonymi potegami P(m) i niech TI'~(m) bedzie podmodutem
FJ(M)generowanym przez wszystkie podzielone potegi z”~(ztM).
Autor oblicza modut ilorazowy [I'~(m) w przypadku, gdy M jest
skonczong sumg prosta modutéw cyklicznych.



