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Sommaire :

S o it  M un module u n it a ir e  su r un anneau com m utatif u n ita ir e  

A. S o it  P^CM) la  composante homogène de d eg ré  3 de l 'a l g è b r e  

des pu issances d iv is é e s  Г (м ) .  Dans f i ]  , A, P rószyń sk i a d é f in i  

l e  sous-module Г^(м) de Hj(m) , qu i e s t  engendré par le s  

é lém ents _ x _p 3  ( x € M ) ,  e t  l e  module q u o tien t ( M ) =

= Г 3 (М )/Г 3 (М ).  On se propose i c i  d 'e x p l i c i t e r  Г3 (м ) quand M 
e s t  un p rod u it  f i n i  de nodu les monogènes.

Un c e r ta in  nombre de d é f in i t io n s  v ien n en t d 'e t r e  données dans 

l e  sommaire c i-d e s s u s ; nous ne l e s  rep rendrons pas.
N o ta t io n  : L* anneau A é ta n t donné, nous désignons par b 

l ' i d é a l  de A engendré par l e s  elem ents du type a2-a  ( a t  a ) ;  
(n o ton s  en passant que l 'a p p l i c a t i o n  canonique A —? A/b 

resoud l e  problèm e u n iv e rs e l pose par le s  homomorphismes A 

dans le s  anneaux de B oo le , mais nous n 'u t i l i s e r o n s  pas de f a i t ) .  

Nous nous proposons de dém ontrer i c i  l e

THEOREME 1 s So i t  £l^ , . .  • , 1 ^  ( n i O )  une famille finie d 'idéaux de A.

t .
S o it  le module p rod u it M = A/I^ x . . .  x A/I^ .

A lo rs  on a :

Г„(м) ~ n A/(I ♦! +b).
1 * p < .q tn  ,

V o ic i  quelques consequences de ce théorèm e:
S i I ,  s . . .  = 1 = 0 ,  on o b t ie n t  l e  1 n

C o r o l la ir e  1 : Pour tou t anneau A e t  tou t e n t ie r  n -> 1 , on a :
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_ n (n - l )
Г3(А  ) S  (A /b ) 2

C e tte  fo rm u le e x p l i c i t e  l a  s tru c tu re  de Г3(М ) quand M

e s t  l i b r e  de type f i n i .

C o r o l la ir e  2 s I I  e s t  p o s s ib le  d 'e x p l i c i t e r  Г^См) pour tou t
module de type fini su r un anneau  pim cipal.

V

Car un t e l  module e s t  un p rod u it  f i n i  de modules 

monoeènes.

Nous démontrons au ss i l e  
THEOREME I I  : Pour tou t module M e t  tou t Id é a l  I  de A, on a .

V

MxA/l) ^  гз(м) Ф  М/( I+ b ) M.

Pour l ’ In s ta n t ,  nous prouvons d ’ abord que l e  théorème
I  e s t  une conséquence du théorème I I .

Raisonnons peu* recu rren ce  su r n e t  posons

А/ I .  x . . .  x  A/I = M .1 n n ~
Le théorème 1 e s t  v r a i  pour n = 0 (<?ar Г3(о )=  о ) .  

Supposons n ?  1. On a , d ’  après l e  théorème I I  :

° -  W ' V Î ?  )Hn_ ,  =  ®  * / ( l n *S>

^  П  [ A/I <S )A / (I +b)J
1 f  p i  П-1 p

-  Л  A/(I + I  + b 3.
1 i P < n  P

La dém onstration  par récu rren ce  du théorème 1 e s t  a lo r s  

lsu séd la te .

La dém onstration  du théorème I I  s e ra  obtenue à l a  s u it e  d 'u n  

c e r ta in  nombre de lesmtes.

Lemme 1 : S o ien t M e_t N des A-m odules.

S o it  k (M ,N ) l e  sous-module de
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[ Г 2(Ю  Ф  kJ ф  £м ®  Г2( ыП  engendré par le s  élém ents de la  

forme

x ^ ® y  ♦ x <2> y ^  (x ê m , y  e  n ) .

A lo rs  on a :

l^(MxN) -  Г3( м) ф  Г (N ) ф  | [P ( m)®  Nj Ф  Гм (g  r2(M)J j/ K (M ,N ).

Preuve : On a ( c f .  L l l l j , théorème p. 262)un isom orph is­

me canonique de modules

' 3(MxN) -  Г3(м ) $  r3( N> Ф £ [Г 2 (M î ®  N] ф Г м ® г 2 (м )]^

Dans o e t  isom orphism e, l e  module f^ (M xN ), engendré par le s  
élém ents ( x , y )  , a pour image un nodule H engendré par
le s  élém ents :

/
x C3]+ y Г3 3 j f2 ] [2 J ł

* У ♦ [x  ®  У + x (g) y  1 -'j

fa is a n t  y  (ou  x = o )on  v o i t  que x^3  ̂ ( e t  y '" ^ )< r H .
On a donct

H = r 3(M ) Q, Г ( N) © k (m ,n )

Le lemme 1 en r é s u lt e .

Le— e 2 : S o ien t M un A-module, I  un id é a l  de A.

S o it  J 1*id é a l  de A engendré par le s  élém ents de 1* une 

des fo r — s i 2 ou 2 i ( i  £ i ) .

S o ien t u : Г2(М )----Г2(М )/1 Г2(м )

e t  V j M —* M/JM

le s  a p p lic a t io n s  q u o t ien ts  canon iques.

S o it  Н(М,l )  l e  sous-module de П2(м )/ 1 Г 2(м ) ф  M/JM
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«a p w d r e  par 1 > «  i l i w n t »  de l a  form e

a u ( x ^  )•*■ a2 v ( x )  (a  £ A, x £. M)

A lo rs  on a :

H j(MxA/l) ^  Г3 ( м ) ф  [Г2(м)/1 г 2 (м )ф  M/JM] M M , ! ) .

Preuve : Rappelons ( c f .  [IV J  , prop, g , p . 136 )  que 
Г2 (а / 1 ) ■— A/D2(l), où J ( o f » d e f in i t i o n  lo c .  o i t . ,  p .

127).
Appllquous l e  l e шве 1 où 1* on prend N .- A / l.

Ml 1
On s a i t  que P ^ N ) e s t  un nodule monogène, e». ten d re  par о 

s i  e e s t  un gén éra teu r de N. On a donc Г ^ (я )г  ( N) ,  de 
s o r te  que P3 (n )=  0 ,

On a par a i l l e u r s  des lsoBcrph lsgM s Г2 (М )Ф  N =:Г2 (М )/1Г2 (М )

e t  M P2 (N ) CrM/JM ; d 'où  un 1sonorph isae s

f i y * )  g I N ] ф  fM <g> P2 (n )J  - P 2 (m )/ i г 2 (м ) Ф  M/JM.

S I, pour tou t a £ A ,  on d és ign e  par a son image canonique
f j l  __ в roi

dans A / I, l e  système des gén éra teu rs  x ф ё  + х ф а
de K(M,N) a pour Image dans c e t  Isomorphisme l e  système

des gén éra teu rs  a u (x ^ 2^ )+  a2 v ( x )  rte h (M , i ) .

A c e t  isomorphisme p rè s , l e  lemme 2 e s t  donc la  sim p le

tra d u c tio n  du lemme 1 avec N s A / I.
Lemme 3 : Pour tou t x fcM en a :

u (x ^ 2J) ♦ v ( x ) f c H ( b , l ) .
Preuve г XI s u f f i t  de prendre a= 1  dans l e  systèm e des 

gén éra teu rs  de H (M ,l) donné au lemme 2 .
Lemme U : On a

b(M/JM)-C H (M ,l)

P reu ve i Pour a t  A e t  x £  M on a en e f f e t ,  en rep la ç a n t x

par ax dans l e  lemme 3 :

a2 u (x ^ 2  ̂ )+  a v ( x )  €. H (M , l ) .

M ais, tou jou rs  par l e  le a s e  3 :

>
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а2 [и (х ^ 2Ъ +  v (x )J  t  H f » , ! ) ,
>

D* ou par »o u e t r a c t io n  :

(a 2 -  a ) v ( x )  H (M , l ) .

Le l e — e k an r e m i t « ,

L en ie  Ъ : On a t

I(M/JM) <= b(M/JM)

Preuve ; pour tou t i  ^  I  e t  tou t x £ M, on a dane M/JM:

i  v ( x )  В i 2v ( x )  uodulo b(M/JM)
2 2 

Maie i  v ( x )=  О c a r  i  ć. J .

Lemme 6 : Quels que s o ie n t  x ut y  dana M on a :

u (x y )  é. H (M ,l)

Preuve : On a , en rem plaçant x  par x+y dans le lemme 3:

6 en r é s u lt e .

Le— e 7 ! Tout é lé a e n t  de Г2(**)/1 IjC**) ф  M/JM e s t  congru .
modulo h (M , i ) à  un é l e — n t de M/JM .

Preuve : I l  s u f f i t  de l a  m ontrer pour le s  elem ents de 
P2(m )/ iP 2(m ), Or, oe d e r n ie r  sM>dule e s t  engendré par le s  

élém ents de l a  f o r —  u ( x ‘ 2 ) e t  u ( x y ) ( x , y  dans M ). Modulo 

H (M , l ) ,  l 'é le m e n t  u (x ^ 2  ̂ )  e s t  congru à - v ( x )  (lemme 3 ) 

e t  l ’ élém ent u (x y )e s t  congru à О ( l e — e 6 ) .  D' ou l e  l e — e 7. 

Le— e 8 : Posons G (M ,l)=  (M/JM) 0 h (M , I ) .

A lo rs  on a :

P3(M x A / l) i: f 3(M ) $  (M/JM)/ G (M ,I).

Preuve : C ela  r é s u lt e  du lemme 2 e t  de I'* isom orph ism

ГР2(М )/1Г2(М ) ®  M/JMj / H (M ,I) a (M/JM)/ G (M ,l)

qu i se d éd u it du l e — e 7*

t
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La— в 9 s On a :

G (M ,l)=  b(M/JM)

En ra is o n  du lemme 4 11 s u f f i t  de dém ontrer l ' I n c lu s io n :

G {M ,l)C b (H / J M ).

L ’ o b te n tio n  de o e t t e  r e la t io n  e s t  l a  p a r t ie  l a  p lus 

com pliquée de l a  dém onstration  du théorème 2. Nous opérons 

en deux é ta p es , en commençants par l e  cas où l e  module M e s t  
l i b r e .

Preuve du lemme 9 quand M e s t  un modulo l i b r e  :
S o it  x un élém ent de G (M , l ) .  E tant dans H (.M ,l) on

peut l ' e c r l r e  sous la  form e d’ une somme f i n i e

x s J . fa,*. n ( ^ 2  ̂ )♦  a2̂  ) ]
<*C

A » * ) •
Modulo Ь(М/1М) on peut rem p lacer a^. v (  x л  ) par a^  v (  x^. ) ,  

En posant b„(■ a «: = °  oc on a donc :

x = y  modulo b(M/JM)

avec y  s 2 . о ^ . [и (з ^ 2  ̂ )  + v ( x Ä. ) 3
Of

M als, comme x é  M/JM, 11 en e s t  de meme de y . On a donc en 
f a i t  s

y -  C v(x_<. )Г ОС вС л

0 = 5  ° «  u ( x* 2 j
C ette  d e rn iè r e  r e la t io n  s i g n i f i e  a u ss i :

(1 )  S  o^ x ^ 3 ć  I  Г 2( M ).

S o it  С * д )л ^ д  une base de M, supposée to ta lem en t ordonnée. 

I l  e x is t e ,  pour tou t oc  , une décom position

x cc.r= 2  а^д в д  ( a «o £  A» presque tous n u ls ) .
[‘2J 2 122

A lo r s ,  x ^  = I  V x V  *  A %  •

On s a i t  que l e s  élém ent e t  в ,  e (Л ^ р )  form ent



une base du module l i b r e  Г,(м), En oon s ld e ran t l a  composante
[2 3de l a  r e la t io n  ( l )  su r 1; elem ent de base , on o b t ie n t

(11) V'XeA : I О^ X .
Or, on a :

T *  Д  °“  ^ A V( * »  K
On peut donc é c r i r e :

y î  z  modulo b(M/JM)

> > 
ou l 'o n  pose

Z = V aîcAA , Л

= f  ° T  ) .

En v e r tu  de ( i l ) ,  on a z С l(M/JM) e t  donc au ss i x£b(M /JM )

(lesnse 5 ) • A in s i ,  on a : x  £. b(M/JM), oe qu i démontre l e  

lemme 9 lo rsq u e  M e s t  un module l i b r e .

Preuve du lemme 9 dans l e  cas g én é ra l :

On rep ré s e n te  N comme l 1 Image d* un module l i b r e  L par
un morphisme s u r j e c t i f  f  : L —̂  M .

Nous posons : Kor f  = К

I l  e x is t e  a lo r s  ( c f ,  I I I ,  § I*, p# 2 5 1 ) un srarphlsme s u r je o -

t i f  f 12-1 : P2( l ) —*  Г 2(М ) d é f in i  , pour x  e t  y  dane M,
par :

f i 2 ]  ( x [ z h =

f 121 (xy) = f(x)f(y). 
[2  2Nous posons : Ker f  :  ■

I l  r é s u lt e  de [ l I I . ] ( p r o p .  IV . 0, p. 284)que l e  module K„
# * / [ 2 Je s t  engendré par l e s  é lém ents du type x ( x e K )o u  du type

xy ( x é K ,  y  6. M) ,

On d é f in i t  l e s  a p p lic a t io n s  canon iques :

U : r 2( L )  r z ( L ) / I  T 2( l ) e t  V : L -ï>  L/JL .

I l  e x is t e  a lo r s  des morphlsmes s u r je o t l f s

11
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g  : L/JL M/JM et h : ^ ( l )  — »  P g (M )/ lP 2 (,M) t e l

qu* an p u is s e  é c r i r e  des d iag ram n es  co m m u ta tlf»  :
_P2 3 f

P2 ( L )  ^ Г ( М )  L  *> M

“ 1 , i *  ' i  „  I V
Г2 (Ь )/ 1 Г 2( Ь )  *> Г2(М )/ 1 Г 2 (М ) L/JL - Ł - »  M/JM

On a  :

K er h = U (K 2 ) e t  K e r  g = V (k ) .

On p eu t a lo r s  é c r i r e  un d iagraaune c o se iu t& t if  ( à  f l è c h e s  

s u r j e c t i v e s )
f w | f

г2(ь)ф L --------------------------------------------- > Г2(м)фм

и ф  V

P2( l ) / i ^ ( l ) ©  l / j l  ------------ 2 ---------- Г̂̂ (м)/1Г2(м) Ф  M/JM

avec

( i i i )  Ker (Ъ ф в ) =  U (K g ) ф  V (k )

Par ( h & g ) ,  l e *  g én é ra teu rs  a U ( y ^  ) + a2 V (y )d e  H (L , l )
(a é -A , y é  L ) ,  sont a p p liq u és  sur l e s  é lea ien ts

a u ( f ( y ) l 2 ] ) + a2 v ( f ( y ) ) ,  qu i sont l e s  g én é ra teu rs  de Н (М ,i ) .  

On a donc :

( h ®  g )  L H (L , l ) j=  H (M ,I ) .
I l  en r é s u lt e  que :

(h  ф  g j  *Гн(м, l ) J =  H( L, i )  + Ker (h  Ф g )

= HCl , ! ) *  U (K g) ♦ V (K ) ( d ’  après ( i i i ) ) .

Au second membre, l a  p resen ce de U(K2 )e s t  Inutile. En

e f f e t ,  d ’ après l a  g é n é ra t io n  ra p p e lé e  ci-dessus de K g , u ( K j ]

e s t  engendré par des é lés ien ta  de deux typ es .
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[ 2j
-  d ’ une p a r t , ceux du type u (x  ) ,  avec x t  К . Or, on 

peut é c r ir e t

и ( х Ы )= ru(xr2j )♦ V(x)-J - V(x) ; 
au second шешЪге, l e  te ra e  en tre  o roch ets  ea t dans H (L , l )

(lemme 3 ) ,  tan d is  que V (x ) é-V (k ) .
-  d ’ au tre  p a r t , ceux du type U (x y ) (x  £ К, y  é. 
sont dans H C L ,!) (lemme 6),

On a dono b ie n , en d é f in i t i v e :

(h  0  g ) “ 1 (H (M ,I)J =  H (L , l )  + V (K )

Considérons a lo r s  un éleaw nt x p f i s  dans 

sH(M,i ) Л (M/JM). Cosse x CM/JM, i l  e x is t e  un 

L t e l  que :

x s g о V (y ) ,
Со шив x £ Н( M, I  ) , on a :

V(y) £- (f ®  g ) " 1 [h(m,x)J= h(l,i) +
I l  e x is t e  dono des é lén en ts  x £  H (L , l )  e t

t ( y ) =  z ♦ V ( t )

Conns z s v ( y - t ) ,  on a au ss i z £- L/JL, donc 

z é  H (L , l )n L / J L  a G ( l . i ) ,
4

Des 1ers :

x a g  о V (y )a  g ( z )  + g  о V ( t )

s g ( z )  ca r  g  o V ( t )a  V о f ( t ) a  v(o)a 0 .
Сойм z <1 G ( L , l ) =  b (L/JL )(le ssae  9 dans l e  oas des nodules l i b r e s ) ,
on en déd u it que xfc b(M/JM) ce qu i achève de d én on trer  l e  lenne

9 .
Du lenne 9, on déd u it que pour tou t nodule M on a :

(M/JM)/G (M , l )x  (M/JM)/ b(M/JM) -  M/fJ+b)M.

Coasse J e .  I ,  on a > J + b C. I  + b { mais in v e rs e a a n t, on a

I  + b e. J ♦ b , oa r tou t é lé n en t i  de I  peut s ' é c r i r e

( i - i 2 )+  i 2 , avec i - i 2 £ b e t  i 2£  J . Dono I  + b a J ♦ b . 

Finalem ent on a :

L ) ; c eu x - là

G (M ,l)=

élém ent y de

V (K )

t t  К t e ls  que



Ce r é s u lt a t ,  p o rté  dans l e  lemme 8, fo u r n it  1 énoncé d 'un  
théorème I I .
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0 FUNKTORZE ZWIĄZANYM Z PODZIELONYMI POTĘGAMI STOPNIA 3

S tr e s z c z e n ie

N iech  Г3(М ) oznacza składową jednorodną s top n ia  3 a lg e b ry  
z podzie lonym i potęgam i P ( m)  i  n ie ch  Г^ (м ) b ę d z ie  podmoduł em

Г „ ( M)generowanym p rzez  w s zys tk ie  p o d z ie lo n e  p o tę g i z ^ ( z t M ) .J 
Autor o b l ic z a  moduł i lo r a z o w y  Г^(м) w przypadku, gdy M je s t

skończoną sumą p ros tą  modułów c y k lic zn y c h .


