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WALDEMAR ORWAT 
WSP w Bydgoszczy

O PEWNYCH ZBIORACH MOCNEJ MIARY ZERO

Zbiory o których mowa w tym artykule posiadają pewne "osobliwe" 
własności. Ich osobliwość polega na tym, iż choć "jakościowo"
/z punktu widzenia teorii miary/ są one małe, to pod względem mocy 
mogą być całkiem spore. Problematykę związaną z pewnymi osobliwymi 
własnościami zbiorów zapoczątkował w 1908 roku Bernstein, a w roku 
1914 ukazała się praca [8] M.N.Luzina w której to Luzin, przyjmując 
hipotezę continuum /oznaczaną w tej pracy przez CH/, skonstruował 
na prostej zbiór mocy /liczbę kardynalną ^  utożsamiamy z naj­
mniejszą liczbą porządkową <JL taką, że zbiór liczb porządkowych 
mniejszych niż £  ma moc 3JL , przez CO -j oznaczymy pierwszą nie­
przeliczalną liczbę porządkową/, taki, że jego przekrój z dowolnym 
zbiorem pierwszej kategorii był przeliczalny /jak zauważył J.Morgan, 
po raz pierwszy jednak zbiór ten został opisany przez P.Mahlo w 1913 
roku [93 /. Ogólnie podzbiór L dowolnej przestrzeni topologicznej Y, 
którego przekrój z każdym zbiorem pierwszej kategorii jest przeliczał- 
ny przyjęto nazywać zbiorem Luzina.

W roku 1934 A.S.Besicovitch [1] podał po raz pierwszy definicję 
zbiorów skoncentrowanych: 1 tak podzbiór X przestrzeni topologicznej 
Y jest skoncentrowany na zbiorze D C Y wtedy i tylko wtedy gdy dla
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każdego zbioru otwartego U C Y, jeżeli D C U, to zbiór I M J  
jest przeliczalny. Jeżeli zbiór X jest skoncentrowany na pewnym 
zbiorze przeliczalnym D c Y , to taki zbiór X nazywamy krótko skon­
centrowanym. a gdy dodatkowo D C X , to o zbiorze X mówimy, że 
posiada własność (p) . Oczywiście każdy zbiór X, który posiada wła­
sność (P) jest skoncentrowany. W roku 1938 E.Szpilrajn-Marczewski
[16] wykazał, że podzbiór X przestrzeni ośrodkowej Y jest zbiorem 
Luzina wtedy i tylko wtedy gdy X jest skoncentrowany na każdym 
przeliczalnym i gęstym podzbiorze przestrzeni Y. Z twierdzenia te­
go można już łatwo wywnioskować, że w przestrzeniach metrycznych i 
ośrodkowych każdy zbiór Luzina posiada własność (P), Okazuje się 
jednak, że między rodziną zbiorów Luzina L a rodziną P zbiorów z 
własnością (p) nie zachodzi równość. Przy założeniu CH na prostej, 
można skonstruować zbiór, który posiada własność (p) a nie jest 
zbiorem Luzina /wybirając w zbiorze Cantora zbiór Luzina mocy (a )̂ /« 

W roku 1919 E.Borel [3] zdefiniował rodzinę zbiorów z własnoś­
cią (c] /zbiorów mocnej miary zero/. Mówimy, że podzbiór X prze­
strzeni Y posiada własność (C). jeśli dla każdego ciągu j n do_ 
datnich liczb rzeczywistych istnieje ciąg n kul w przestrzeni
Y taki, że rn jest promieniem kuli Kn oraz X C  CjjJ K^. Łatwo po­
kazać, że w przestrzeniach metrycznych każdy zbiór skoncentrowany 
posiada własność [c) [i] . W roku 1942 Besicovitch [2] wykazał, że 
implikacja przeciwna nie zachodzi. Definiując rodzinę zbiorów moc­
nej miary zero Borel postawił jednocześnie słynną hipotezę mówiącą 
o tym, iż wszystkie zbiory z własnością (C) są przeliczalne. Odi daw­
na było wiadomo, że jest ona sprzeczna z CH /zauważył to W.Sierpiń­
ski w 1928 roku podając jako przykład zbiór Luzina W *  jak rów­
nież z aksjomatem Martina /patrz np. [17] /. Korzystając z aksjoma-
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tu Martina można też v*ykazać, że każdy zbiór mocy mniejszej niż 
continuum posiada własność (C) . Długo jednak nie było wiadomo, 
czy hipotezy Borela nie da się obalić na gruncie teorii mnogości. 
Dopiero w roku 1976 ukazała się praca R.Lavera [7j , w której au­
tor dowiódł niesprzeczności hipotezy Borela z akejomatyką ZFC 
wzbogaconą o zdanie "2^ = w dalszym ciągu jednak nie wia­
domo, czy hipoteza Borela jest niesprzeczna z nierównością 
" 2 ° >  CJ2".

W roku 1935 pojawiło się inne pytanie, tym razem postawione 
przez Sierpińskiego [15J - czy własność (C) jest niezmiennikiem 
przekształceń ciągłych? Negatywnej odpowiedzi udzielił> na nie F.Rc 
thberger w roku 1941 [13] , definiując przy tej okazji zbiory z
własnościami (C"j i (c'j . Mówimy, że podzbiór X przestrzeni to­
pologicznej Y posiada własność (C") , jeśli dla każdej rodziny 
(^n : n ^ otwartych pokryć zbioru X istnieje ciąg n ele­
mentów zbioru X taki, że X C , gdzie U  ̂ /za­

pis U ^x) oznacza, że x € U (x) /. Definicja zbioru z własnoś­
cią (Cl jest podobna do definicji zbioru z własnością (C") z tą 
różnicą, że każde z pokryć "U,n jest skończone. Można udowodnić, że 
w przestrzeni d -zwartej zbiór posiada własność (C") wtedy i tylko 
wtedy gdy każdy jego ciągły obraz ma własność (c) [ l 2 j . Łatwo 
zauważyć również, że jeżeli zbiór posiada własność (C"J to ma on 
także własność (c') . Rothberger postawił w związku z tym otwarty 
do tej pory problem - w jakich przestrzeniach własności i (C") 
są równoważne? Częściową odpowiedź na to pytanie dali A.W.Miller i 
D.H.Fremlin £ll] , którzy przy założeniu CH skonstruowali w przes­
trzeni R zbiór, który ma własność ( c ') , lecz nie posiada własności 
Ĉ") . Rothberger udowodnił [12] , że w przestrzeniach ^-zwartych
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każdy zbiór z własnością (c'J posiada również własność (C) , 
Następujący diagram przedstawia związki pomiędzy omawianymi 

rodzinami zbiorów na prostej

Rothberger wykazał także, że jeżeli na prostej istnieje 
zbiór skoncentrowany mocy 2^ , to wówczas każdy podzbiór prostej
mocy 2 ° jest obrazem ciągłym pewnego zbioru skoncentrowanego w 
przestrzeni R, Ponieważ własności (C") i (C' ) są niezmiennicze 
względem przekształceń ciągłych, zatem zakładając CH można wykazać, 
że istnieją na prostej zbiory skoncentrowane, które nie posiadają 
własności (C") i (c 'J [13] . Stąd na drodze prostej dedukcji nasz 
diagram daje się uzupełnić jak następuje:

S

Widać zatem, że dla uzupełnienia naszego diagramu wystarczy po­
dać przykład zbioru, który posiada własność (cB) a nie jest zbio­
rem skoncentrowanym. Zbiór taki można skonstruować modyfikując kon­
strukcję przykładu zbioru z własnością (cj nie będącego zbiorem
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skoncentrowanym [2] , Zauważył to, według J.B.Browna [4] , R.Gar- 
dner "in an informal communication". Ponieważ w żadnych znanych nam 
publikacjach nie spotkaliśmy tej konstrukcji dlatego przytaczamy ją 
tutaj w całości.

TWIERDZENIE. Przyjmijmy CH. W przestrzeni R istnieje zbiór, 
który posiada własność (Cnj , lecz nie jest skoncentrowany, a zatem 
nie posiada własności (p) .

DOWÓD. Rozważmy rodzinę wszystkich zbiorów domkniętych i nigdzie-
gęstych w R. Ustawmy je w ciąg pozaskończony F1, ?2 F.c »•••
/£ <CJ1 /. Metodą indukcji pozaskończonej skonstruujemy rodzinę 
Pj. t parami rozłącznych, niepustych zbiorów doskonałych

i nigdziegęstych, o tej własności, że każdy zbiór pierwszej katego­
rii w R przecina niepusto jedynie przeliczalnie wiele zbiorów P^ . 
Niech PQ będzie zbiorem Cantora. Załóżmy, że mamy już określoną ro­
dzinę (Pp : zbiorów doskonałych i nigdziegęstych takich, że
dla każdego zbiór Pa jest rozłączny z sumą L/Py \J  U ? *

1 i(<p> a j<p s
Ponieważ suma U P ń w  jest zbiorem pierwszej kategorii,h p
typu , więc jej uzupełnienie jest zbiorem rezydualnym typu GcT •
Zatem w uzupełnieniu tym można wybrać podzbiór P̂  homeomorficzny ze 
zbiorem Cantora / £6J str.398/ , a więc doskonały i nigdziegęsty. 
Skonstruowaliśmy w ten sposób rodzinę {p^ :=C<CJ-)] parami rozłącz­
nych, niepustych zbiorów doskonałych i nigdziegęstych taką, że dla 
każdego spełniony jest następujący warunek:

Łatwo zauważymy, że wtedy każdy zbiór pierwszej kategorii w R prze­
cina niepusto jedynie przeliczalnie wiele zbiorów P- . Wybierzmy 
następnie w każdym zbiorze P^ / <  Lj^/ zbiór 1^ mocy CJ^ ,
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będący zbiorem Luzina w P_ , i połóżmy X =« i J  ^  r  ^  A ,
^  'SCCĄ ci

gdzie A jest zbiorem tych liczb wymiernych, które nie należą do zbio­
ru Lf . Ustawmy teraz wszystkie liczby wymierne w ciąg |’x n.
Niech | 'un : n fc N̂ j będzie dowolną rodziną otwartych pokryć
zbioru X. Zauważmy, że zbiór liczb wymiernych jest podzbiorem X, więc 

dla każdego n 6 H  istnieje zbiór otwarty U (xn')ćXl2n "taki» że 
xn 6 U ^  . Wtedy U * IJ U jest zbiorem otwartym i gęstym,

a zatem R \ U  jako zbiór pierwszej kategorii przecina niepusto jedy­
nie przeliczalną ilość zbiorów P^ , W konsekwencji istnieje 
taka, że Pp a  (r \U) = 0 dla każdego £ 0. Stąd otrzymujemy
następujący warunek:

Xn = U  LX ^ / A C  U P j / ^ A C U<̂«o,
Ponieważ zbiory Lp posiadają własność (C"J , zatem zbiór X1 *

« Ip jako przeliczalna suma zbiorów z własnością (c") po­
siada własność (C"J . Istnieje więc ciąg ^ynjn elementów zbioru X̂  
taki, że X1 C U  u { 7 n ) , gdzie U (yrj)<ŁU>n+1 i 7nć U (yn) . Rea­

sumując, znaleźliśmy ciąg ẑn  ̂n elementów zbioru X, gdzie z2n=xn 

oraz z2n+1 = yn ’taki» że

1 ■ x 0  ^  X1 C V  0  W  1 zn ‘  »  •

co wobec dowolności wyboru rodziny |~Un : n t h J dowodzi, że X 
posiada własność (C") . Pokażemy teraz, że X nie jest zbiorem skon­
centrowanym. Istotnie, niech B C R  będzie dowolnym zbiorem przeli­
czalnym. Wtedy istnieje -£ <  CJ1 dla której P^ r* D = 0 , a zatem 
D jest podzbiorem zbioru otwartego R \  P^ , W efekcie zbiór X\
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\(r \  P̂ .) ^  ^ jr jest nieprzeliczalny.
Z istnienia powyższego zbioru wynika, że: C"-^*S, C -̂ -*P 

oraz C ' S , a stąd postać naszego diagramu wygląda następują­
co:
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ON SOME STRONG MEASURE ZERO SETS

Abstract

The relationships between Lusin sets and sets with the properties 
(P) , , (C') and (C) are described. An example of a set with
the properties (C") and non (p) is given.


