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ZESZYTY NAUKOWE WYZSZEJ SZKOLY PEDAGOGICZNEJ W BYDGOSZCZY
Problemy Matematyczne 1988 z.10

WALDEMAR ORWAT
WSP w Bydgoszczy

O PEWNYCH ZBIORACH MOCNEJ MIARY ZERO

Zbiory o ktérych mowa w tym artykule posiadaja pewne "osobliwe™
wkasnosci. Ich osobliwos¢ polega na tym, iz cho¢ "jakosciowo™
/z punktu widzenia teorii miary/ sa one mate, to pod wzgledem mocy
mogq by¢ catkiem spore. Problematyke zwigzang z pewnymi osobliwymi
whasnosciami zbiordw zapoczatkowat w 1908 roku Bernstein, a w roku
1914 ukazata sie praca [8] M.N.Luzina w ktoérej to Luzin, przyjmujac
hipoteze continuum /oznaczang w tej pracy przez CH/, skonstruowat
na prostej zbidr mocy /liczbe kardynalng ~ utozsamiamy z naj-
mniejsza liczba porzadkowg <L taka, ze zbidr liczb porzadkowych
mniejszych niz £ ma moc 3L , przez CO § oznaczymy pierwszg nie-
przeliczalng liczbe porzadkowa/, taki, ze jego przekrdj z dowolnym
zbiorem pierwszej kategorii by* przeliczalny /jak zauwazyt+ J.Morgan,
po raz pierwszy jednak zbidr ten zostat opisany przez P.Mahlo w 1913
roku [93 /. Ogoélnie podzbidér L dowolnej przestrzeni topologicznej Y,
ktérego przekrdj z kazdym zbiorem pierwszej kategorii jest przeliczat-
ny przyjeto nazywa¢ zbiorem Luzina.

W roku 1934 A.S.Besicovitch [1] podat po raz pierwszy definicje
zbioréw skoncentrowanych: 1 tak podzbidr X przestrzeni topologicznej

Y jest skoncentrowany na zbiorze DC Y wtedy i tylko wtedy gdy dla
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kazdego zbioru otwartego U C Y, jezeli D C U, to zbi6r I MJ
jest przeliczalny. Jezeli zbior X jest skoncentrowany na pewnym
zbiorze przeliczalnym D c Y , to taki zbidr X nazywamy kréotko skon-
centrowanym. a gdy dodatkowo D C X , to o zbiorze X mowimy, ze
posiada wkasnos¢ () . Oczywiscie kazdy zbidr X, ktory posiada wka-
snos¢ (P) jest skoncentrowany. W roku 1938 E.Szpilrajn-Marczewski
[k6] wykazak, ze podzbidr X przestrzeni osrodkowej Y jest zbiorem
Luzina wtedy i tylko wtedy gdy X jest skoncentrowany na kazdym
przeliczalnym i gestym podzbiorze przestrzeni Y. Z twierdzenia te-
go mozna juz *atwo wywnioskowac, ze w przestrzeniach metrycznych i
osrodkowych kazdy zbidér Luzina posiada wkasnos¢ (P), Okazuje sie
jednak, ze miedzy rodzing zbiordw Luzina L a rodzing P zbioréw z
whasnoscig (p) nie zachodzi rownos¢. Przy zatozeniu CH na prostej,
mozna skonstruowac¢ zbidr, ktéry posiada wkasnos¢ (p) a nie jest
zbiorem Luzina /wybirajac w zbiorze Cantora zbidr Luzina mocy G)V«
W roku 1919 E.Borel [3] zdefiniowat rodzine zbioréw z wkasnos-
cig (c] /zbioréw mocnej miary zero/. Méwimy, ze podzbidr X prze-
strzeni Y posiada wkasnos¢ (C). jesli dla kazdego ciaggu J n do_
datnich liczb rzeczywistych istnieje ciag n kul w przestrzeni
Y taki, ze rn jest promieniem kuli Kn oraz X C CjjJ K*. tatwo po-
kaza¢, ze w przestrzeniach metrycznych kazdy zbidr skoncentrowany
posiada wkasnos¢ [c) [i] - W roku 1942 Besicovitch [Z] wykazal, ze
implikacja przeciwna nie zachodzi. Definiujgc rodzine zbioréw moc-
nej miary zero Borel postawit jednoczesnie skynng hipoteze méwigca
o tym, iz wszystkie zbiory z whkasnoscig (C) sa przeliczalne. Odi daw-
na byto wiadomo, ze jest ona sprzeczna z CH /zauwazyt to W.Sierpin-
ski w 1928 roku podajac jako przykdad zbidér Luzina W * jak row-

niez z aksjomatem Martina /patrz np. [17] /. Korzystajgc z aksjoma-
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tu Martina mozna tez v*ykazaC, ze kazdy zbidr mocy mniejszej niz
continuum posiada wkasnos¢ (C) . Dhugo jednak nie byto wiadomo,
czy hipotezy Borela nie da sie obali¢ na gruncie teorii mnogosci.
Dopiero w roku 1976 ukazata sie praca R.Lavera [7j , w ktérej au-
tor dowiédt niesprzecznosci hipotezy Borela z akejomatykg ZFC
wzbogacong o zdanie ''2n = w dalszym ciggu jednak nie wia-
domo, czy hipoteza Borela jest niesprzeczna z nieréwnoscig

"2°> CJ2".

W roku 1935 pojawidfo sie inne pytanie, tym razem postawione
przez Sierpinskiego [15J - czy whkasnos¢ (C) jest niezmiennikiem
przeksztalcen ciaglych? Negatywnej odpowiedzi udzielid> na nie F.Rc
thberger w roku 1941 [13] , definiujac przy tej okazji zbiory z
whasnosciami €' 1 (C"J - Mowimy, ze podzbidr X przestrzeni to-
pologicznej Y posiada wkasnos¢ (€9 , jesli dla kazdej rodziny
(™n - n~" otwartych pokry¢ zbioru X istnieje ciag n ele-
mentéw zbioru X taki, ze XC , gdzie U ~ /za-
pis U ~xX) oznacza, ze x € U (xX) /. Definicja zbioru z wkasnos-
cig (Cl jest podobna do definicji zbioru z wkasnoscig (C") z ta
réznicg, ze kazde z pokry¢ 'U,n jest skoniczone. Mozna udowodnié, ze
w przestrzeni d -zwartej zbior posiada wkasnos¢ (C") wtedy i tylko
wtedy gdy kazdy jego ciagty obraz ma wkasnos¢ (c) [I2j . tatwo
zauwazyC¢ rowniez, ze jezeli zbidr posiada whasnos¢ (CJ to ma on
takze wkasnos¢ (c') . Rothberger postawit+ w zwigzku z tym otwarty
do tej pory problem - w jakich przestrzeniach wkasnosci i ©)
sg rownowazne? Czesciowg odpowiedz na to pytanie dali A.W.Miller i
D.H_.Fremlin £II] , ktérzy przy zatozeniu CH skonstruowali w przes-
trzeni R zbidr, ktéry ma wkasnos¢ (c') , lecz nie posiada wkasnosci

~C'") . Rothberger udowodni¥ [17] , ze w przestrzeniach ~-zwartych
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kazdy zbior z wkasnosciag (c"Jposiada réwniez wkasnos¢ (©) ,
Nastepujacy diagram przedstawia zwigzki pomiedzy omawianymi

rodzinami zbiordw na prostej

Rothberger wykazat takze, ze jezeli na prostej istnieje
zbidr skoncentrowany mocy 27 , to wowczas kazdy podzbidr prostej
mocy 2° jest obrazem ciggltym pewnego zbioru skoncentrowanego w
przestrzeni R, Poniewaz wkasnosci (C" i (') sa niezmiennicze
wzgledem przeksztatcen ciaglych, zatem zakdadajgc CH mozna wykazac,
ze istniejg na prostej zbiory skoncentrowane, ktére nie posiadaja
wkasnosci (C? i (¢ [3] . Stad na drodze prostej dedukcji nasz

diagram daje sie uzupedni¢ jak nastepuje:

Wida¢ zatem, ze dla uzupednienia naszego diagramu wystarczy po-
daé¢ przyktad zbioru, ktory posiada wkasnosé (cB) a nie jest zbio-
rem skoncentrowanym. Zbidr taki mozna skonstruowa¢ modyfikujac kon-

strukcje przyktadu zbioru z wkasnoscig (cj nie bedacego zbiorem
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skoncentrowanym [Z] , Zauwazyt to, weddug J.B.Browna [4] , R.Gar-
dner "in an informal communication. Poniewaz w zadnych znanych nam
publikacjach nie spotkalismy tej konstrukcji dlatego przytaczamy ja

tutaj w catosci.

TWIERDZENIE. Przyjmijmy CH. W przestrzeni R istnieje Zzbidr,
ktéry posiada wkasnos¢ (Cnj , lecz nie jest skoncentrowany, a zatem

nie posiada wkasnosci (p)

DOWOD. Rozwazmy rodzine wszystkich zbioréw domknietych i nigdzie-
gestych w R. Ustawmy je w ciag pozaskonczony F1, ?2 FC »eee
/£ <CJ1 /. Metoda indukcji pozaskonczonej skonstruujemy rodzine

. t parami rozdacznych, niepustych zbiordéw doskonatych
i nigdziegestych, o tej whasnosci, ze kazdy zbidr pierwszej katego-
rii w R przecina niepusto jedynie przeliczalnie wiele zbioréw P»

Niech PQ bedzie zbiorem Cantora. Zak6zmy, ze mamy juz okreslong ro-

dzine (Pp : zbioréw doskonatych i nigdziegestych takich, ze

dla kazdego zbior Pa jest rozdgczny z sum L/P \J u?=*
g 1 J aczny a =4 %i J<p s

Poniewaz suma UupPrP n w o jest zbiorem pierwszej kategorii,

typu , wiec jej uzupednienie jest zbiorem rezydualnym typu GdI -

Zatem w uzupednieniu tym mozna wybra¢ podzbiér P homeomorficzny ze
zbiorem Cantora /6] str.398/ , a wiec doskonaty i nigdziegesty.
Skonstruowalismy w ten sposéb rodzine {p” :=C<CJ-)] parami rozdgcz-
nych, niepustych zbioréw doskonatych i nigdziegestych takg, ze dla

kazdego spedniony jest nastepujacy warunek:

tatwo zauwazymy, ze wtedy kazdy zbidr pierwszej kategorii w R prze-
cina niepusto jedynie przeliczalnie wiele zbiorow P- . Wybierzmy

nastepnie w kazdym zbiorze P~ / < Lj»™/ zbiér 1 mocy CI ,
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bedacy zbiorem Luzina w P_ , i potdzmy X = iJ ~Aro N~ A,
~ 'SCCA i

gdzie A jest zbiorem tych liczb wymiernych, ktére nie nalezg do zbio-
ru LF . Ustawmy teraz wszystkie liczby wymierne wcigag [X n.
Niech | "un: n € NYJ bedzie dowolng rodzing otwartych pokry¢
zbioru X. Zauwazmy, ze zbidr liczb wymiernych jest podzbiorem X, wiec
dla kazdego n 6 H istnieje zbidor otwarty U (Xxn™)EXI2n ‘taki» ze
xn 6 U ~ - Wtedy U * 1J U jest zbiorem otwartym i gestym,

a zatem R \U jako zbior pierwszej kategorii przecina niepusto jedy-
nie przeliczalng ilos¢ zbioréw P~ , W konsekwencji istnieje
taka, ze Ppa (r\U)= 0 dla kazdego £ 0. Stad otrzymujemy
nastepujacy warunek:

Xn = U LX ~/AC _UPj/~ACU

02 ,

Poniewaz zbiory Lp posiadajg wkasnos¢ (CJ , zatem zbidor X1 *
« Ip jako przeliczalna suma zbiorow z wkasnoscig (c") po-
siada whasnos¢ (C"J . Istnieje wiec cigg “ynjn elementow zbioru xX»

taki, ze¢ X1 C U U {7n), gdzie U (yg)<tU>n+l i 7né U (yn) . Rea-

sumujac, znalezlismy cigg “zn™ n elementdw zbioru X, gdzie z2n=xn

oraz z2n+l = yn taki» ze

1 mx0 ™ X1 C V 0w 1 zn* » -

co wobec dowolnosci wyboru rodziny |~Un :n t hJdowodzi, ze X

posiada wkasnos¢ (C'") . Pokazemy teraz, ze X nie jest zbiorem skon-
centrowanym. Istotnie, niech BCR bedzie dowolnym zbiorem przeli-
czalnym. Wtedy istnieje -£ < CJ1 dla ktérej P» r D = 0 , a zatem

D jest podzbiorem zbioru otwartego R\ P , W efekcie zbidér X\
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\(r \ PY) ™ Ajr jest nieprzeliczalny.

Z istnienia powyzszego zbioru wynika, ze: C"-~*S, C -

oraz C " S , a stad posta¢ naszego diagramu wyglada nastepuja-

co:
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ON SOME STRONG MEASURE ZERO SETS

Abstract

The relationships between Lusin sets and sets with the properties
e ., 5 () and (C) are described. An example of a set with
the properties (C? and non (p) 1is given.



