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Halina J, Jedryka (Bydgoszcz)

PEWNE UJJCIE METODYCZNE
DOTYCZHOE CIFCIW, SREDNIC I BIEGUNOWYCH STOZKOWYCH

1., Pochodna wektora wodzgcego punktu na krzywej

Fiech dana bedzie linia stotkowa 8 1 niech ¥, be-
dzle wektorem wodzacym danego punktu P, (x,,7,) na stozkowe]
8, takim, ze iloczyn X .y, ¥ O, natomiast ¥ niech ozna-
cza wektor wodzacy punktu P (x,y) na stozkowej 8 (ryss 1) o

Przyrostem 0¥ wektora wodzg-
cego ¥, w punkcie P \X,¥,)
S nazywamy wektor

A?O = i"P - ?o = (x—xo) 7§

+(mﬂo)?.
Mnozgc wektor A 30 przez skalar
1 1

=
AX Ix—xo

rys. 1.
otrzymamy wektor kollinearny

z wektorem A ¥ w postaci

& ? X=X - y—'y -
X T X=X 1+ x—xo J
(o) (") g

Jezell istnieje granica powyz-
sze) réwnodei, gdy A x — o,

oczyli

OF, i -2
IRl T g T .| T

Ax-0 AX=20 %, ’
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to nazywamy ja pochodng wektora wodzgcego T w punkcie P0

=f
i oznaczamy przez I .

Zakladajgc istnienie granicy, many
) "
(8.1) T, = 1+ yo' T .

Wektor T§ Jjest polozomy ma stycznej do linii S w punkeie

P, 3 wynika to z interpretacji geometrycznej pochodnej y; .

Zauwazmy, ze wektor

=1 =2

3
o

-7

(B.2) n, = 1} *

=
zaczepiony w P0 na linii S, Jjest ortogonalny do wektora r") ’

zaczepionego takze w Po s mamy bowiem

—> &

r3°n0=1-1=0'
Wektor n. , okre&lony przez (8.2) jest wigc prostopadly

0
w punkcie P do stycznej 1linii 8.

2. Réwnanie stycznej do stozkowe]
G

Znajdziemy réwnanie wektorowe prostej stycznej s
w punkcie P, '\xo,yoj » X 07, 3 O, do stozkowej 8.
Wektorem kierunkowym styczne]

8 w punkcie Po Jest wektor

52 £ ] przy przyjetym zaloze-
niu, %2¢ X ey, # 0 , Tys. 2.
Punkt P (x,y) ptaszozyzny ||
bedzie polozony na stycznej s ,
gdy wektory ,? i ?'g bedg
wspétliniowe, czyli gdy bedzie

spetniona réwnoéé

ITyBe 2.
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—-> y

POP-tra gdzie t€R
Ale Paﬁ =D = ;;; bedzie wigc T = 35 = 51 t, skad otrzyma-—
my réwnanie wektorowe stycznej 8 w punkcie P, do linii S
w postaci
(843) '1_-'='i:’6+—r_:(').t t€R o

Klasyczne rownania stycznych do stoZkowych rozpowszech-

nione w literaturze, majg jednak postaé¢ skalarowg.
Aby od wektorowego réwnania (8.3) stycznej s przejsé

do réwnania skalarowego, wyeliminujemy z réwnania (S.3) wek-
tor 52 y ktéry, wyliczony dla danej stozkowej, nie zapewnia
réwnaniu stycznej s "eleganckiej postaci. W tym celu réwna-
nie (S.3) pomnozymy skalarnie przez wektor '36 #'3 przy
przyj¢tych zatozeniach. Otrzymamy

— 3 - -> >

— = ' F;
r.no_ro.n0+t Ty e By
skad
‘g 4) -> > = -2
| Be i. Ilo = I‘o . no} .
- b ] - - —., i =
gdyz wobec 4 " n, Jest vl . n, = 0 .

Zauwazmy, ze rownanie
(8.5_) b2x2 + O{aaya = aab2

jest réwnowazne réwnaniu elipsy, gdy « = 1, a réwnaniu hi-
perboli - gdy K = -1; natomiast réwnanie okregu otrzymamy
z tej postaci, ktadgc L= 1 oraz b = a = R.

Z réwnania (8.5 ) otrzymamy

b%x + oa%y.y® = 0
skad
2

I’B—o(‘_—p:—‘—;-— °

a



o b2 X, :
0. A a yO
skad =1 A 32 Yo
Y3 5 b2 %o
Wobec (S.2) otrzymamy
(5.6) Ilo = + ‘v‘ ;‘2" X J °

o

Uwzgledniajac réwnosé ( 8.6 ) , mozemy réwnanie ( S.4) napisaé

w postaci ) A
- - y — 3> 5> Yo >
Gl eyd) o (T o+ a8 2 D= (x4 3deed 2y 23,

b o] b o
czyli
; ¥ 2 y
x + =2 —-Q-yzx + i a -9
—1;2 x0 e ;2- 0 2

skgd mnozgc obustronnie przez b2x0 otrzymamy réwnanie

bzxox + A aayoy = b + A aayﬁ ’

w ktérym zamiast prawej strony mozemy napisaé aab2 y Otrzy-
mujgc réwnanie '
(8.5) baxox + ik aeyoy -

Z rbéwnania (6.5) s ktadgc A= 1 oraz a=b =R,

otrzymamy roéwnanie stycznej do okreggu x2 + yz = R? w postaci

‘ 2
(S.?) XX+ 3y, 5y=R" .
Ktadge A = 1 i dzielgc obustronnie przez aabz otrzymamy

- réwnanie stycznej do elipsy 52 + -xz- = 1 w postaci
a b

(B.B) x X . Yo¥ .
- e




Kladgc natomiast o( = =1 1 dzielge obustronnéa przgz agal::2 ’

otrzymamy réwnenie stycznmej do hiperboli -1?2 - %2— = 1
a

w postacl

(8,9) X X yoy
i 2
Sg to kanoniczne réwnania stycznych, Obejmuja one takze

styczne w tych punktach P ( xo,yo) s W ktérych x .yo= 0.
Chcge uzyskaé réwnanie stycznej do paraboli y 2px
w punkcie I-"0 (xo,yo) s gdzie X o7, $ 0 , znajdujemy z réw-

=1,

nania pochodng 5

¥~ = 2px
3"§ ’
skagd
L S .
= = 2
Yo
a wiegc
= Jg 2
(8410) By=1- 32 7,

Uwzgledniajac réwnosé (8.9 ) réwnanie (S.4) mozemy napisaé

w postaci
Jg = - > =
(xi‘+y3‘).('£’..59.3) =(xo{+yoj)'(i"_3)t
1i
czy .
X - -?3-;7 =x_ = Yo
P o %) ’
gkgd

PX = yo,9 = PX, = 720 ’
ale ?E = ?.;pxo y & wigc bedzie



skad

(8411) Y =D (X + X)) e

Réwnanie ( 8.11) nazywamy kanonicznym réwnaniem stycznej w pun-
keie P (x,,y,) do paraboll ya = 2px. Réwmanie (8.11) obej-
muje takze styczng w punkcie P, (0,0) , czyli w wierzcholku
teJ pareboli.

3, Podzial odcinka w danym stosunku
Niech na prostej 1 dany bedzie odcinek o kondcach

w punktach A (x,,y,) i B(Xp¥p) « Powiadamy, e punkt

c(zc,yc) dzieli odeinek AB

w stoau:nk'u}. s+ Jezeli speiniona
jest réwnose

(D.1) AC = \CB .
Znajdziemy wektor wodzgqcy pun=
ktu podzialu C (rya. 3) °
Wobec rbwnoéci
%zflq-ﬁorazﬁnn?c-rai

otrzymujemy
' e > - - - —
IyBe 3. AC = rg = T, oraz CB = rp= Tge
Podstawiajac ostatnie réwnosci do ( D.1) otrzymamy
- > s
rg =Ty = Mg~ 1g) s

czyli

b4

> -
=T) + Arg = ATq,

—

To

(1+)k);3-;;+)\:§; °
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Z ostatniej réwnosci otrzymujemy
{
\ D. 2)

+ ?\rB

A
To=="T+.X Acr*
skgd, podstawiajac T'I_-I-T = t, czyll l= %- 1, réwnosé

{D.Q} przyimie postaé
LDOB) ?:t;"l"]-t)? 0 & t< 1 &
¢ A B

Oté6z (D.2) 1 (De3) Bg wektorowymi réwnaniami odcinka AB ,
Fa jest wektorem wodzacym dowolnego punktu C odcinka AB .
Zauwazmy, %Ze réwnanie (D.2) odcinka mozemy napisaé w postaci

> > 1.7 1

Xl + ¥gd = m("a‘*%ﬂ"m(xai*y}ﬂ)
czylli A i

- % 4 XEn . TpeXTp >

sl + 37 = Al Ay

skad
Xy + A T Ya* AVp
(D) xg=—F5x— ¢ ¥ = “TFL °

Dla A = 1 otrzymujemy z (De1)
‘ — >
AC = CB ?
czyli punkt O, dla A=1 lub t = %, dziell odcinek AB
na polowy, Wspdirze¢dne érodka odcinka AB wobec (D.4) bedg

réwne

(9.5) X, = .IA.;_xa I, = ﬂ%i -

natomiast wektor wodzgcy srodka bedzie

— —>
(D.6) —» Ty + T

W =gt s



4, Cleciwy 1 érednice stozkowe]

Weémy pod uwage okreélony punkt P, (xo.yo) , dla kté-
Tego X, oY, % O. Wektor wodzgcy punktu Po moZemy przedstawié

=3 y > -> -
w postaci 17’1':,::0(1"+—§9-3v)= X,(1 +m ), ekad widaé,
o o

se wektor _I?PO jest wepétliniowy z wektorem & = 1 + m .Tj’# 0.

Wesmy dalej zbiér cigeiw E,E, elipay E(0,a,b)(patrz [1])
réwnolegtych do wektora kierunkowego a=il+nm f « Majge
dany wektor kierunkowy
a = _f + m 3’. mozemy z tat-
woscig napisaé réwnanie wek-
torowe Jakiejkolwiek cigci-
wy E;E,, Jjezell dodatkowo
okreSlimy punkt C, przez
ktéry ta cigciwa przechodzi,
W tym celu wystarczy obraé
na kazdej cigciwie E4E,
punkt C, ktéry Jest jed
ryse 4. Srodkiem.

Réwnania wektorowe prostych,

na ktérych leiq cigciwy E.E, (rys. 4) , bedg wiec

> -
(De?) Farg+(i+mJlt , GER ,
gdzie wektory "f'; 8q wektorami wodzgcymi #rodkéw cieciw
EE, .

Wektory wodzgce kodcéw cigoiw E; (i = 1,2) sg réwne
- >
T, s, +(1+m ﬁ') t
Ei c 31 ’

gkad
? + T =21‘+(’.+I?)(t +t )o
B, B ¢ BE
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Z drugiej strony, poniewaz i% Jjest wektorem wodzgcym
érodkéw cigeiw B E,, wiec wobec (De6) —I?E‘]-l- ?EZ =2 i?o 5

przeto

2?3-253+(i’+m3;)ktn1+t32) ’
skgd

tE’I +t32=0
czyli t32=—t31 .

co oznacza, %e parametr +t dla punktédw koncowych cigciw
E.‘Ez rézni sie znakiem. Wektory wodzgce koAcdw E1 i Ez
dowolnej cieciwy E,]Ea bedg wigc réwne

== —7 o
(n.a,l) 5?31="%+(f+m§)t=(xoq-t)i-l-(yc-rmt)J,

~

(D.8,) rEz

E-E-{T+m3?)t=(xc-t3?+(Yg-mt)?!

gdzie t = 0 .

Ale wektory wodzgce: r,, oraz T. punktéw E, i E
By B, 1772

elipsy B (O,a,b)(patrz [1]) musza spelniaé réwnanie (E.2)
(patrz [’I]] s 2z ktérego otrzymujemy

2
(D.91) (xc-rt)z + ;—2— kyc-l-mt)a = a

—mt)g 332 °

(De95) (xg = 'Lja + i;— (3’0
Z réwnosei (De94) 1 (D.9,), po wykonmaniu zaznaczonych dzia-
tah 1 odjeciu stronami, otrzymamy rdéwnanie

(D.9) 4x0t+4§-§-ycmt=o,

Y
ktére po podzieleniu przez t 1 uwzglednieniu m = ~i2
o
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przyjmie postaé kanoniczng (opuszczono wekatnik C )

(D.10) %% -
a b

Réwnanie (De10) jest réwnaniem prostej réwnolegled do
stycznej w punkcie P, (X,,7¥,) » ktéra ma réwnanie

X X Y.y

0 g
-"‘2—‘4- —1-0.
a b

Prosta w réwnaniu (D.10) jest takze réwnolegla Go stycz=
nej w punkcie P (=%X,,-y,) o ktérej réwnanie jest naste-

pujaces

x.x P

(o]
—-2-+—-2-+'1=0
a b

L]
LY

Widzimy wiec, ze Arodki ciegeciw 3132 réwnoleglych do cigciwy,
przechodzgce]j przez punkty POP s leza na prostej o réwna-
niu (D,10) .

Elipsa E(O,a,b) odcina wigc na prostej o réwnaniu

(D.ﬂO) odcinek, ktéry nazywamy srednica elipsy sprzezonsg
yo :

*o

z kierunkiem m =

Zapisujac réwnanie prostej (D.10) , na ktérej lezy
J
érednica elipsy zwigzana z kierunkiem m = -i-q-— s W postaci
(4]
kierunkowegj

widzimy, Ze érednica zwigzana z kierunkiem m ma wspélczyn-
nik kierunkowy :

ba

S
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Jest wigc widoczne, Ze réwnanie wektorowe prostej, na ktérej
Yy
lezy érednica zwigzana z kierunkiem m = ;Q » ma postaé
()

T=(T + my Dt ,

czyli

Niech dana bedzie érednica zwigzana 2z kierunkiem

y -
m = —-;9 « A wigec prosta, na ktérej lezy ta érednica, ma
(>

réwnanie wekbtorowe
2 2.

-
= 2 t .
m

Rozwazmy zbidér cigciw EAEa, réwnolegiych do wektora kierun-
kowego aam _1-.) - ba? Srednicy, zwigzanej z kierunkiem m .
Postepujge jak wyzej, otrzymamy, Ze Srodki cieciw Eﬂia lezg
na prostej o réwnaniu analogicznym do réwnania postaci (D.10),
skad znajdziemy, ze wspOiczynnik kierunkoﬁy prostej, na kté-
rej lezg érodki cigciw E.E,

'b2
| ket Sl
Ale wobec
m=--h2 3
1 aEE
otrzymamy, zZe
1 2
b
m.2= 21b2 =M »
a(“T)
am



Elipsa E (o,a,b) odcina na prostej odcinek, ktory
nazywamy #rednicq sprzezong z kierunkiem m, o
Réwnanie wektorowe tej prostej, na ktérej lezy éredni-
ca zwigzana z kierunkiem m,, bedzie oczywiscie
= - e d — - -
r=(i+m2;l)t,czyli r=(i+mj)t o
Dwie érednice elipsy E(o,a,b) 3 s, zwigzang z kierun-

kiem 111,.| oraz 8, zwigzang z kierunkiem m, ° tej wtasnoéci, zZe

nazywaé bedziemy érednicami sprzezonymi. Oczywiscie dla érednic

sprzezonych elipsy
b
m,l . m2 = - "2 .

a
Ot6z réwnanie wektorowe Srednicy zwigzanej z kierunkiem m,

bedzie 5 5
2 azm,]:l. - 'sz
r= 2 ‘b 9
a’m,
natomiast réwnanie #Arednicy zwigzanej z kierunkiem m, bedzie
2 2 237
a ma:l. - b J

T= a};g t .

Utwérzmy iloczyn skalarowy wektordéw kierunkowych tych srednic,
zakladajgc, Ze kierunki my i m, 84 sprzezone, czyli zZe

a
{
Otrzymamy
azm,l_ilb -~ bz;l azmz'f - bzﬁy aum,lm ., + bt a b“ .
° = = = + —E_—-—'——- =
s.zm..I aam2 tall‘m,lm2 % he
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vt ) o c? 2
‘(-T)
a

Widzimy wigc, Ze zachodzi twierdzenie:

Tw, Iloczyn skalarowy wektoréw kierunkowych dwéch
Srednic sprzeionych jest staly i roéwny E,a,gdzia ¢, oznacza
mimoéréd elipsy R (O;a,b) o

Uwagas. 2 wtasnoéci symetrii elipsy E(o,a,b) wynika,
e osie elipsy tworzg jedyna pare érednic ortogonalnych, Te
dwie Brednice wzajemnie prostopadle nazywamy takzie sprzeiZony-
mi i okréélamy mianem osi gléwnych elipsy E(O,a,b) «

Iatwo zauwazyé, 2e srednice elipsy E(o,a,b) tworzg
abi_ér odcinkéw, przecinajgcych si¢ we wspélnym punkcie O.
Ten wspblny punkt érednic nazywamy érodkiem elipsy E(O,a,b).

Aby okreslié érednice sprzezone hiperboli H (0,8,b)

wetmiemy pod uwage dwie hiperbole: H,(0,a,b) 1 H, (0ybya)
o réwnaniach

L% a1 1 Lo % oo

a b b a
Hiperbole H,(0,a,b) i H,(0,b,a) nazywamy sprzgzomymi.
Hiperbole sprzgzone H, i Hz
majg wspolne asymptoty
(ryse5). Weimy na hiperboli
sprzezonej H, ( O,b,a) punkt

Po(xo.yo) s dla ktérego

XY, ¥ O i wektor wodzacy

178.5-
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punktu P rro- xo-f-r ;:j,

ktéry jest wspbdiliniowy z wektorem
as= _I +nn ?: 0.

Weimy pod uwage, podobnie jak dla elipsy, zbiér cigciw
réwnolegkych HG Hﬂ hiperboli H.'(O,a,b) . Otrzymamy, po-—
dobnie jak dla elipsy, %e wekbtory wodzgce koncow H?l' i
HD dowolnej cieeiwy H E; beds réwne
rH?-ro-l-(l-l-n;j)t-(xc-rt)i +(yo+mt);| .

:H?-ro-(1+nj)t-(10—1:)'1)4-(30-“)?.

suiﬂtﬂo B
Alewektorywodzqce?ng :I.?D punktéwﬂgiﬂf

b

hiperboli H,(n,a,b) spelniaja réwnanie hiperboli (H.2)

(patrz (1] ) 4 2z ktérego otrzymujemy

i-:—(yo+mt)2=a2

2
(xg + t)< -
: 2 a2 2 _ =z
(g = %)° ~ & (3g-m)"=0o",
Z tych réwnoscl, po wykonaniu zaznaczonych dziaiad i odjegciu
stronami, dostaniemy réwnanie

2
4 Xt = 4 :z- Jout =0,

y
Dzielac przez 4t i uwzgledniajgc, 2e m = -x-‘-’— , Téwnanie
o
ostatnie mozna, opuszczajac wskaznik O, zapisaé¢ w postaci
kanoniczne]
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(De11) . XX _ 4 ke
R e i

G D
Widzimy wigc, Ze érodki cigeiw H; H, réwnolegiych

do cigciwy P P, gdzie P (-x_ ,~y,) » lezg na prostej o réw-

naniu (D.11) . Hiperbola H, (0ya,b) odcina wigc na proste]

o réwnaniu (D.11) odeinek, ktéry nazywaé bedziemy Arednica
Jo

hiperboli Hyy 2zwigzangq z kierunkiem m = = .
o

Piszac réwnanie prostej (D.11), na ktérej lezy érednica
y
hiperboli H1 zwigzana z kierunkiem m = xL w postaci

o
kierunkowej 2
y = b X
a%n

widzimy, Ze #rednica zwigzana z kierunkiem m ma wspéiczyn-
nik kierunkowy

m,‘:—-z—-.".'.

anm

Zatem réwnanie wektorowe prostej, na ktérej lezy Srednica

J
zwigzana z kierunkiem m = =—>— , ma postaé
*o

?:(T-i-m,] g)t 5

- 2-4’
i?a a?hi-l-b;] k.
a

Wetmy teraz zbidr cieciw Hé' Hg réwnolegiych do wek-

czyli

tora kierunkowego

L
aam i+ ‘02;-]i
Srednicy zwigqzanej z kierunkiem m , Otrzymamy analogicznie,

Ze Srodki cieciw Hg H2P lezq na prostej, z ktérej réwnania



znajdziemy jej wspdlczynnik kierunkowy

b2
m- =
2&.
Al b2
e wobec m, = —2;— otrzymamy
a
b2

= ——-—-—z—-————:]n.
" a2-2
8.;
Hiperbola H, (O,b,a) odcina na tej prostej odcinek, ktéry na-
zywaé bedziemy Srednicg hiperboli Hé, zwigzang z kierunkiem
m, .
Réwnanie wektorowe tej prostej, na ktérej lezy #éredni-
ca zwigzana z kierunkiem W,y bedzie oczywiscie
s
F=(i+m ¢,
czyli
4':(:? +m 3t .
Dwie érednice hiperboli H(O,a,b) : 8, =zwigzang z kie-
runkiem m, oraz 8, zwigzang z kierunkiem m, o tej wias-

nosci, ze 2

m2=;z;;|—

nazywaé bedziemy Srednicami sprzezonymi. Oczywiscie dla srednic

sprze¢zonych hiperboli 3

b
m1.m2=_a?-l
Btyczne w punktach, w ktérych érednica 84 zwigzana
z kierunkiem m, przecina hiperbole, sq réwnolegie do Aredni-

¢y z nig sprzezone] Boy C2yli zwigzanej z Kierunkiem



Wiasnosé ta Jest atwo widoczna, jezeli réwnanie stycz-

nej w punkcie P_ (x ) napiszemy w postaci

0o

XX 'y y

-’1
&2y

dla ktérej wspédiogynnik kierunkowy
2

akgd otrzymujemy

Yo b2
T W= 3 .

Rownosé ta oznacza, e érecnica zwigzana z kierunkiem

v
n= _,fg Jest érednicg sprzezong z kierunkiem m,, czyli éred-

o
nica ta ma réwnanie
ba
A 29 * :
i
(0]
czyli
xgx - YgY 2 O
a b

Zauwazmy dalej, Ze réwnanie wektorowe Arednicy zwigzane]
z kierunkiem oy beazie

2. ae mﬂ_f + ba'?

2%, e
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LY

natomiast réwnanie wektorowe srednicy zwigzanej & kierunkiem

bedzie o
SERes i aanzi + baj
r= te.
a“m,
Utwérzmy iloczyn skalarowy wektoréw kierunkowych tych érednic,
zakladajgc, ze kierunki n, i m, 83 sprzgzone, czyli Ze

a
2 2
a m1i +b 3 : a2m2i + b23’=_54m1Tg_+ b4 % b4
2 " % Wk
a m, a m, a4m1m2 a m1m2
4 2 2 2 2
1+——-2- -1+T=£ﬁb——=‘£2—=62
4 o a a *
a e

a
Wykazaliény wiec, 2e zachodzi twierdzenie:

Tw, Iloczyn skalarowy wektordw kierunkowych dwéch Ared-
nic sprzezonych jest staly i réwny %2, gdzie © oznacza
mimoéréd hiperboli H(O,a,b) .

Uwaga. Podobnie jak dla elipsy, z symetrii hiperboli
H (0,a,b) wynika, Zze osie hiperboli tworzg jedyng pare éred-
_nic ortogonalnych. Te dwie érednice wzajemnie prostopadle na-
zywamy takie sprzezonymi i okredlamy mienem osi gidédwnych
hiperboli H (0,a,b) «

Srednice hiperboli H (0O,a,b) tworzq zbiér odcinkéw, prze-
cinajgcych sig we wspdlnym punkcie O, Ten wspélny punkt Ared-
nic nazywamy érodkiem hiperboli H (0O,a,b) .
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Niech bedzie dana parabola P (o,-g 1) (patrz (1)) .
Wefmy na plaszczyinie dowolny punkt P (X ,5,) » &dzie

XyeY, £ O,

Wektor wodzgcy tego punktu
— =4 J, 2>
r=x(1+ ;2—-— i)

wyznacza wiec okredlony wektor kierunkowy

3:?-0-1:1?#0, m = xz
na plaszezyZnie,

Rozwasmy zbiér cigciw paraboli P(0, % f) , Téwnoleg-
zych do wektora kierunkowego & . Jezell przez C oznaczy-
my #rodek jakiejkolwiek cieciwy z tego zbioru, to réwnanie
wektorowe tej cleciwy bedzie '

?-—:z%-t-(?-rm?)t "
Natomiast wektory wodzgce punktdéw, w ktérych ta cigciwa prze-

cina parabolg, beda
— -
I‘P“I(Ic'l't)i\"'(."’c*mt)g ’
— - —
Tp, = (g =)L + (yp-mt)3 .

Ale wektor
va=2p1+yp 3
(patrz [1]) s C2zyli dla punktéw P, 1 P, wektory :'?P i
1

Vo beds
P2 - - + -
vP--ap:Lq-(yc- mt):j a
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Zgodnie z definicjgq paraboli (patrz [1])dla punktéw P, 1
P, bedzle
?P.:;; =0 ]
(xo +t) (=2p) + (yg + mb)(yg +mt) = O,
(xg = t) (=2p) + (¥g - Wt)(Jg - mt) = O

Wykonujgc zaznmaczone dzialania i1 odejmujgc stronami powyzZsze

dwie réwnosci, otrzymamy
=4pt + #yclt =0,

skad, opuszczajgc wskagnik C ,
{3012) g = -E- S

Widzimy wiec, Ze Srodki cigciw réwnolegiych do wektora
@=1+mnJ lezg na prostej o réwnaniu (D,12) , czyli na
prostej réwnolegtej do osi parsboli P (0, B1).

Prostq o réwnaniu (D.12) nazywamy érednicg paraboli

P(O,ﬁf}, zwigzang z kierunkiem m = Y0 ,

%o

Widzimy z réwnania (D.12) , 2e érednice paraboli
P (0, g ?) zwigzane z kierunkami m tworzg zbiér prostych
réwnolegiych do osi tej paraboli.

W szczegdélnodci Srednica paraboli zwigzana 2z kierunkiem
m = p ma réwnanie

y=1,

z ktérego widzimy, e odleglosé tej érednicy od osi paraboli
Jest réwna mimoérodowi paraboli £ =1 ,

Z réwpania (D.12 ) jest takze widoczne, %e o& paraboli
P (O, g—?) Jjest érednicq zwigzang z kierunkiem wyznaczonym
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srses kierownice tej paraboli,

08 paraboli jest jej osig giowng.

Uwaga., Parabola jest krzywg stozkowg, nie posiadajgcg
8rodka’s

5. Biegunowe stozkowe]

Niech bgdzie dana stoizkowa 8 (0,a,b) , majgca grodek
w punkcie O , o réwnaniu ésrodkowym, tj, w postaci

(Be1) b2x? + Kady2 - a%% = 0 ,
gdzie dla o = = 1 otrzymujemy hiperbole, natomiast dla

A=1 elipse¢, a gdy nadto b = a - okrgg.

Rozwazmy na stozkowej 8 dwa punkty: P1i Q , nie be-
dgce wierzchotkami, Punkty P i Q wyznaczajq wektor ?Pa .
Na prostej, wyznaczonej przez wektor i’?; (rys. 6) rozwazmy
drugg pare punktéows C i B , ktére azielg wektor I_’a wew=
netrznie i zewnetrznie w danym stosunku A , Oznacza to, Ze

PO= A0OQ oraz FPB=- ABQ.
: -—
Dla wspolrzednych punktéw podzialu C i B wektora PQ

* A¥g
yp+_y

otrzymamy wzory

B.2) Xp + A X
( IG = —1—#— ’ JC

Jp

- - AY
(Ba) | mps Roale ¢ W= -
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Zakiadamy, %e punkty C i B nie dzielg wektora BQ
odpuwiednio w stosunku A = =1 oraz )\ = + 1,
Utworzmy, mnozgc réwnosci (B.2) oraz (B.3) odpowied-

nio stronami, nastgpujgce iloczyny:

e .2
2 - A x

(B.5) o(aaynyoa d'aa Zg - X\ yg )

Z kolel dodajmy stronami rownosci (Be.4 )1 (B.5) , odejmujgec
obustronnie iloczyn azb;2 « Otrzymamy

bszxo + A aayayo - a%? o



g .32 280 A2
- 22 B - Ny e (1-A7),
BT @ TS LR
batwo zauwazymy, %e
(B+6) bzszc + K aewﬂc & N
. (bax% +o(a%§ - a%?) —alz(bzxé +o(a2y§ - aabz)
1=2

Punkty P 1 Q 1lezg na stozkowej S, czylli wspdlrzedne
punktéw P 1 Q spelniajg réwnanie Arodkowe stozkowej S.
Oznacza to, %e licznik wulamka po prawej stronie réwnosci
(B.6) jest réwny zeru. Réwnosé (B.6) dla A= % 1 przyjmuje
wiec postaé _

(Be7) baxnxo + o(azyByo -a%%= 0.

Jezeli punkty P 1 Q bedg zmienialy polozenie na stoizkowe]
8 w taki Sposéb, %e zbiér ; rostych, wyznaczonych przez wek-
tory - ﬁ, bedzie mial wspdlny staty punkt B, to punkt O
bedzie zmienial swe polozenie tak, is wspblrzedne X5y ¥g
bedg speinialy réwnoésé (B,7) . Oznacza to, Ze punkt C be-
dzie sig@ poruszal po linii prostej © rdésmaniu

X
(B.8) an & A :B’_,__.= 1,

ktore otrzyﬁu;]e sig¢, po przeksztaiceniu, z réw.aania (B.7),
opuszczajgc wskagnik C.

Prostg o réwnaniu (B.8) nazywamy biegunowg punktu B
wzgledem stozkowej S , a punkt B (xB.yB] biegunem te]j
prostej.

Widaé, ze biegunowa, ktérej biegun B (x_,¥,)
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ledy m_stotkmj 8 , jest styczng do tej stozkowej w punk_
oie B . : -

Jezeli biegun B (Xp,yp) lesy na zewngqirz stozkowej B ,
to przez punkt B moina poprowadzié dwie styczne do stozko-
wej 8 w punktach T, (r.,_i. ’Ei) i (1 = 1, 2) . Réwnante

stycznej w punkcie '1‘1 do stozkowej B8 bedzie
bzx.l.ix + K 3211.11 ~ade 0.

Do tej stycznej nmalezy biegun B (!B"B) s CO Oznacza, %e
speinione jest réwnanie

bzxﬂ.’.xB + aaymiyn - azbz =0 .

Widaé wigc, %e wspélrzedne punktéw stycznoéel T, speiniajg
réwnanie biegunowe]

%*d——z-——:ny 1,

ktérej biegunem jest punkt B(xg,yp) . Oznacza to, Ze ble-
gunowa punktu B , polozZonego na zewngtrz atozkoﬁej g8,
przechodzi przez te same punkty Ti stozkowej B , przez
ktére przechodzg odpowiednio styczme (t4) 1 (t,) , wyprowa-
dzone 2z bieguna B do stozkowej 8 .
Niech dany bedzie biegun B (xh,yb) i réwnanie Jjego
biegunowej w postaci

baxBx+0(azyBy.;a2b2=0 .

Zatbzmy, 2e biegun B(xB,yB) oddala si¢ w nieskoficzonoéé po
érednicy stozkowej S , zwigzanej 2z danym kierunkiem
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...

Xp N
Przeksztalémy wyzej napisane réwnania biegunowych poruszajg-
cego Big¢ bieguna. B nastegpujgcos

y
'bax+0(a2——§-=0 ’

X

B
gdzie oczywiécie X ¢ 0, gdyz z zalozenia biegun B oddala
si¢ od punktu O , Powytsnggéwnoéé mozemy napisaé w postaci

(B.9) b2x+o(a2m- -g‘-f--= (o I
; B

Gdy punkt B po érednicy stozkowej 8, zwigzanej z kierun-
kiem m, oddali sie w nieskohAcmonodé, to rdéwnanie (B.9)
przyjmie postaé graniczug

bax-ro(azmy—O:O.
Zapisujgc to réwnanie w postaci

-1

v
ye o= e
an

widzimy, 2e Jjest to réwnanie prostej, na ktoérej jest polozo-
na érednica sprzezona do Srednicy zwigzanej z kierunkiem m ,
A wigcy Bdy biegun B oddala sig w nieskonczonosé
po‘pfoatej, na ktérej_lety Arednica stozkowej 8, zwigzana
z kierunkiem danym m, to biegunowa dgqzy do prostej, na
ktbérej lezy érednica sprzeZzona ze Srednicg zwlgzang z kie-
runkiem m .
Jezell biegun b 1lezy na zewngtrz stozkowej 8 , to
biegunowa punktu B przecina stozkowg S . Gdy biegun B
© lezy wewngtrz stoizkowej 8 , to blegunowa punktu B nie prze-
cina stozkowej 8 .
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Niech bedzie dany biegun B (xp, yg) 1 Jego bilegunowa (b)
o réwnaniu
bszx +0(azyny -’ =0,

Obierzmy na biegunowej (b) punktu B dowolny punkt
c (:b,yo) » Oznacza to, ze speinione jest réwnanie

(Be10) bzxnxo + aaynyo - 8" =0,
Weémy z kolei pod uwage biegunowg (¢ ) tegoz punktu O , Ma ona
réwnanie
baxb: + «£ aayoy -8 w O,
Ale natychmiast z réwnosci B.10 widaé, 2e biegun B(xB;yBJ

Jest potozony na biegunowej (c¢) punktu C ,
Zachodzi wiec twierdzenie.
Tw,. Biegunowa (¢) punktu C (%5,¥g)s PooZonego na bie-
gunowej (b) punktu B (Xp,yp) Przechodzi przez biegun B i
na odwrét, tzn. biegunowa (b) punktu B przechodzi przez bie-
gun C biegunowej (c¢), na ktérej lezy biegun B prostej (b) .
Uwaga., Biegunowa, ktérej biegun B oddalil sig
w nieskodczonosé, przechodzi przez érodek O stozkowe]
8 (0,a,b) . Natomiast, gdy biegun B zbliza sig do érodka O
stozkowej 8 (o,a,b) , jego biegunowa oddala si¢ w nieskodczo-
nosé, Mozna powiedzieé, ze biegunowg érodka jest prosta w nie-
skonczonoséci, '
Niech bgdzie dany biegun B(xB,yB) wzgledem stozkowe]
8 (0,a,b), polozony wewngtrz stozkowej BS. Jego biegunowa ma

wige rodwnanie
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bszx-ro(az‘yBy—aabz: Q.

vedeli biegun B (IB,yB) porusza sie, dazgc do potoZenia
punktu Gy (ci,'O) , ktéry jest jednym z ognisk (i = 1, 2,)
stoskowej B (0,a,b) , to réwnanie biegunowej przyjmuje nas-
“gpujqcqg postaé graniczngs

_ bagix +da%, Ogy = a%? =0 ,
#¥qd otrzymujemy réwnanie biegunowej ogniska Cy (ci, 0),

(1 =1,2) w postaci

b2c,x - a%b° = 0,

azylixz-g— lub =x
i

» skad ostatec:znie

Olﬂ'

i

(Be11) X = %{-' %— s gdzie o(=1 1.,

Wobec (B.11) moZemy powiedzieé, ze biegunowg ogniska

jest odpowiednia kierownica stozkowej S (0O,a,b) .

Niech dana bedzie parabola Py (o, —-5 1) o réwnaniu
( Bs12) ¥ = 2px=0.
Niech wektor ﬁ wyznaczajq dwa dowolne punkty paraboli Pg

i nlech punkty C i1 B dzielg wektor I_’a wewngtrznie i zew-
netrznie w danym stosunku A , czyli zZe



- 56—

EO?:)LO—Q) oraz :i?h_:-?\BQ.
Dla wspélrzednych punktéw podziatu C 1 B otrzymamy wzory
analogiczne do (B,2) oraz (B,3), przy czym zakladamy
wéwezas, 2e A PR T -
Utwérzmy za pomocg réwnoéci (B.2) i (B.3), mnozac
rzedne oraz dodajgc odcigte, nastgpujgce wyrazenias
2 - 322 '
Jp¥g = _2_0_1 Y,
(xp +Axg)(1 = A)+(xp =Axg) (1 +A)
4 - X2

Odejmujgc powyzsze dwie réwnosci stronami i przeksztalcajgc

p(xci-xn):p

prawg strong, otrzymamy

2 27 .2
- 2pXy)- - 2px
(Be13) ypyg = P ( Xgtxg) = (z-? 12.). ?i\z(yﬂ Q.l .

Punkty P 1 Q lezq na paraboli Pyy przeto wspéirzedne
tych punktédw spelniajq réwnanie (B, 12) , skad wynika, 2Ze
prawa strona utamka w réwnosci (B,13) ma licznik réwny zeru,
Jezeli tylko A = £ 1, Réwnosé (B,13) przyjmie wiec postaéd

(B.14) ¥ypvg - p(xo +x3) = 0.

Je2ell punkty P i1 Q bedg zmienialy polozenie na
paraboli PK' w taki sposéb, Ze zbidér prostych, wyznaczonych
przez wektory i’& » bedzie mial wspélny staly punkt B , to
punkt C bedzie zmienial swe polozenie tak, Ze wspbdirzedne
Xg1Jg beda speiniaty réwnanie (B.14) . Oznacza to, Ze punkt

C bedzie si¢ poruszal po 1linii prostej o réwnaniu
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(By15) yp¥y =P (x + xp)

gdzie opuszczono wskainik punktu C .

Prosta o réwnaniu ( Bs15) nazywamy biegunowg punktu B
wzgledem paraboli P (o, %?) » a punkt B(x,yg) - biegu-
nem teJ prostej.

Widaé tez, Ze biegunowa, ktbérej biegun B(xo.yo) le-
4y na paraboli Pk jest styczng do tej paraboli w punkcie
B (xo!yo) o
Zachodzl takZe twierdzenies

Twe Jezeli biegun leiy na zewngtrz paraboli Pp, to
biegunowa przecina parabole. Gdy natomiast biegun lezy wew-
aqtrz paraboli P, to biegunowa paraboli nie przecina.

Zalézmy, e biegun B(xXp,yp) oddala ;ie w nieskonczo-
noéé po prostej o danym kierunku m = xg .
Przeksztalcamy réwnanie biegunowej (Be15) dla tego bieguna

nastepujacos
¥
y
Powyzszg réwnosé wobec m = —Eg mozsuy napisaé w postaci
B

Gdy biegun B oddala si¢ w nieskonczonodé po prostej o kie-
runku m , to ostatnia réwnoéé przyjmie postaé graniczng
nastepujgcas

ny =D,
skad natychmiast otrzymujemy réwnanie



ktére oznacza, Ze biegunowa przyjmuje polozenie prostej, na
ktérej leizy érednica paraboli FPp, zwigzana z kierunkiem m .
Jezell natomiast biegun B (xB,yB) dasy do polozenia

t
punktu 0(5: o) , ktéry jest ogniskiem paraboli Fg, to

z réwnania ( B,15) otrzymujemy rdéwnanie

o=p(x+ %),

a stgd réwnanie biegunowej punktu C w postaci

x=—§.

Widziuwy wigc, 2e biegunowg ogniska paraboli
PK [O.-Sf’] jest jej kierownica.
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