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STATECZNOSC PEASKIEJ POSTACI ZGINANIA OBCIAZONEJ
ROWNOMIERNIE BELKI O ZMIENNYM PRZEKROJU

1. W t e¢p

W pracy rozpatrzono zagadnienie statecznosci praskie]
postaci zginania dwupodporowej belki o zmiennym przekroju,
poddanej dziataniu réwnomiernie roztozonego na catej diugosci
belki obcigzenia q /rys. 1./. Koice belki sz przy tym podpar-
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Rys.1.

te w ten sposéb, ze niemozliwy Jest ich obrét wzgledem osi x
oraz odpowiednio wzglgdem osi z, i Zz.

Jezeli chodzi o geometrig¢ belki, przyjgeto zazozenia:

1. Belka jest symetryczna wzgledem osi Z, = sktada si¢ z dwu
symetrycznych ramion,

2. Przekréj poprzeczny belki ma statg grubosé¢ g, a jego wy-
soko$é h zmienia sie liniowo wzdiuz ramion.

3, Osie y i z sg g¥éwnymi centralnymi osiami bezwtadnodci

11+
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przekroju poprzecznego.

4. Sztywnosé belki na skrgcanie nieswobodne jest réwna zeru.

5. Sztywnosé zginania wzgledem osi y Jjest znacznie wigksza od
sztywnosci wzgledem osi z.

Celem pracy jest wyznaczenie pierwszych krytycznych war-
tosci obcigzenia przy réznych zbieznosciach ramion belki. Za-
danie rozwigzano wychodzae z réwnad rézniczkowych réwnowagi
obojetnej belki i stosujac metodg kolejnych przyblizen.

Niniejsza praca jest wynikiem kontynuowania przez auto-
ra badai nad statecznoécig ptaskiej postaci zginania belek
spoczywajacych na dwéch podporach uniemozliwiajacych obrét
koricéw belki w sposéb podany wyzej. W pracy [3] rozpatrzono
stateczno$é belki, na ktéry dziata réwnomiernie rozozone ob-
cigzenie ciggte, przy czym przekrdj belki jest staly. Réw=
niez w pracy [4] belka ma staly przekréj, lecz jej oS jest
gzatamana - symetryczne ramiona belki tworzg pewien kat, Sy-
metryczne obcigzenie belki sktada sig z sity skupionej i réw-
nomiernego obcigzenia ciggiego. Wreszcie w pracy [5] zajeto
sie belks o zmiennym przekroju, o identycznej geometrii jak
belka rozpatrywana obecnie, obcigzonej w érodku rozpigtosci
siXg skupiong prostopadig do osi belki,

2, Réwnania réwnowagi obojegtne J

Na rys. 2, przedstawiono uwolniong od wigzdéw belke po
utracie przez nig statecznosci. PoXozenie dowolnego przekro-
ju poprzecznego zwichrzonej belki, dla c<xgb, Jest okre-
$lone za pomocg trzech wspdéirzednych:

- przemieszczenia u srodka cigzkosdci przekroju w kierunku
osi y,
- przemieszczenia w Srodka cigzkosci przekroju w kierunku

osi z,
- kgta obrotu) przekroju w ptaszczyZnie yz.

Sktadowe momentdéw six zewngtrznych, dla dowolnego prze-
kroju okreslonego wspdirzedng X, wynoszq:
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M, = - Mg + qlu(x] -Jq[n(x) - ufe) - afle) Ple) ] de,
(2.1)M_ = = ql(x -¢c) + [ a(x - ¢ de,

* /

M, = - M,

przy czym oznaczaja: Hg - moment oddziaXywania podpory w pzasz-
czyZnie xy, M, - moment oddziaXywania podpory w piaszczyZnie
yz, 1 - drugoéé ramienia belki, a - odlegXosé od srodka cigi-
koéci przekroju do znajdujgcego sig nad nim punktu przyXoze-
nia obcigzenia ciggtego, 0<20,5 h.

x
(¥

s

o4

Hyﬂoao

Po wprowadzeniu lokalnego uk¥adu wspéirzednych&,”, 7
zwigzanego ze zwichrzonym przekrojem w miejscu x, skiadowe
momentdéw wzgledem osi tego ukadu bgdg okreslone wzorami:
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Mg = Hx(coa ‘x,g) + )‘l’ cos (y, g) + M, coa(z,(;'),
{2.2)nq,- M_ cos(x;m] + Hy cos | y;Qf + M, coa(z,q),
My = M  cos(x,Y) + M cos (7,¥) + M, cos(z,5).

Wystepujgce w powyzszych wzorach cosinusy kierunkowe 2z dokZad-
noécia do matych pierwszego rz¢du majs wartosci podane w ta-

blicy 1.

Tablica 1.
Fo=Ss==c==3ITan e NS S ESSS PSSR RN g
i 1 1 | u
i : x i y | z |
foricmsi i e o]
= g 1 I u’ 1 w’ n
: | : j
B i S—— | N, S— 4
: ' ] | :
d /) -u i 1 1 B
A do IR —-
? 1 / : 1 1 :
i 7 i -w | =Y i i

Réwnania réwnowagi obojetnej belki w stanie zwichrzonym,
przy uwzglednieniu zaroZenia o zerowe] sztywnosci belki na
skrgcenie nieswobodne, wyrazone z dok*adnoscig do mazych
pierwszego rzgdu majg postac:

(2.3 Ejqw” = Mp, Elyu” = -My, GI " = -Mg,
przy czym oznaczajg: EIy i Ely - sztywnos¢ zginania belki od-
powiednio wzgledem osif iy, GI, - sztywnosé skrgcania belki

wzgledem osi}’. Powyzsze sztywnosci, ze wzgledu na zmiennosé
przekroju belki, sg funkcjami wspéirzedne] x.

Podstawiajgc zwigzki {2.2) i (2.1} do réwnan (2.3) i po-
mijajac mate wyzszego rzedu, otrzymano nastgpujgcy ukrad réw-
nani réwnowagl obojetnej belki:
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ETy (W= 1% uty - M 79-9/¢~ Zr-¢) fle-c)

(2.4)
EJrp) ulty = Mo- 1% why-g/t-4 v-c)fli-c) ¥riy )

Gk i) ¥y =1% * M why-@Llk-¢)] upy* 9l ¢-Fx-c/for-c)itiy-

-9 /X/z//e:/* aigAe)] de .

Poniewaz, zgodnie z zaozeniem 5, Elzﬁ? E{F , przeto w jest
pomijalnie mate, Pomijalnos¢é w pocigga za sobg pomijalnosc w ¢
w zwigzku z czym w dalszym ciggu pracy skiadniki MBw b i Mgw
réwnai (2.4) nie beda uwzgledniane,

Réwnania (2.4) sa niedogodne do badan ze wzgledu na wys-
tepowanie staxych Mg - | Ms oraz catki w trzecim réwnaniu, Dla-
tego zrézniczkowano drugie i trzecie z tych réwnai, otrzymujac
uk¥ad réwnan rézniczkowych liniowych o zmiennych wspéiczynni-
kach:

EGmu'ty+ £EF ryutyrg[L- 2 jfli-c) ¥+ [Ltv<)f3)=0)
(2.5) ,
Gy Pty + Gy Py gap) -l L= 2 x-c)fx-cjuty=3.

Ograniczajgc si¢ w dalszym ciggu do belek o przekroju
prostokgtnym, na podstawie zazozenia 2 otrzymamy dla cégxsgb
nastepujace zaleznosci:

Hyr) = ﬁ/b}g:J
(2.6) £
Fy ROMg=F )5

Gt =§/;/x/93=[7"4265 7;—?,7]
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Poniewaz przekrdé] prostokatny bedzie wydiuzony /wysoki i cien=-
ki/, co wynika z zaYozenia 5, zatem moment bezwladnosci prze-

kroju na skrecanie moze byé wyrazony za pomocg wzoru przybli-
zZonego: '

Réwniez wielkosé a, tzn, odlegXosé od Srodka cigzkosci prze-
kroju do znajdujgcego si¢ nad nim punktu przyXozenia obcigze-
nia cigg¥ego, Jest funkcjg x:

a(x) = a(b]%.
Réwnania (2.5) przyjma teraz postaé:
Elpty B’y * ERy ) bl 19+qll-2 -~ Py gr-9 70
(2.7)
Gi(6) B ¥i1)+ Ch(b) 6 ¥l gatyt 17y~ 1= 2x-clftecjuc b0

W celu uproszczenia zapisu wprowadzono nowg zmienng
bezwymiarowg

(2.8) t =

o'iH

co pocigga za soby zastgpienie funkcji u(x) i F(x) odpowied-
nio przez funkcje vﬁ;) s \P(t). Wprowadza jgc ponadto wspézczyn=-
nik statecznosci J‘
X gl>

VER 86 (8)

(2.9)

oraz oznaczenia

(2,10) _ S Gnib)
V=VExe) ' E=b— s prt—= L,




réwnaniom (2.7) nadano ostatecznie postaé

(2- 1) (/’/t} sl f‘[% 5/t *5//// /;v’/g/ Vﬂaf/pf {;é‘ )
whye £ vigedr PP - gt P 1-Ben 1) by

3, Punkc Je v(t) 1Y (%)

Réwnania réwnowagi obojetnej (2.11) sa stuszne dla t
zawartego w przedziale <£ ’ 1}. Korzjataja,c z faktu, Ze fun-
kcje v(t) 1 Y(t) wraz ze swymi pochodnymi sa ciggie w tym
przedziale, mozna Je przedatawié w postaci szeregu Taylora
z resztg wyrazong wzorem calkowym:

Uty = V)2~ f-‘/%@‘%’f TR ";{y/f‘\sj s,

(3.1)
Hrt)= Y +(2-E)Y €) /ﬁ: -5)¥6) ds.

Ze sposobu podparcia koricéw belki wynikajg nastgpujgce
warunki brzegowe

ue) =0, u'(e) =0, Yk =0,
ktére po przejéciu na zmienng t przyjmuja postad:

(3.2) Ye)=0, %r0, %-0.

Uwzgledniajac powyzsze warunki we wzorach (3.1) i kradac
do tychze wzoréw 17”1 ¥” okreslone z réwnai (2.11), otrzymamy:
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vry=21t-¢ v fu@y‘%ﬁ% vt pofs-€)f 7~
‘2%4?*q&/%fghzgo/7lq/%@§513,
Vre)=(t-&) V)" /—JL LEYArpls %91l c‘?///‘fff*s//o@/a{;

Po wykonaniu catkowania przez czefci mamy:
Vi) F(t-€) ) - /g’é" Byl
¢ ZJ(J!JO//Zé 1 5-8"F%s 2{5?/"2(5/1‘5(5“{.2{;“’»{/%?0{5/
i 7’(3/ (6-&)P )y i p ) 1 26 (1= E o)

Fa 4 i £ £
(DL L 1-5E (28 it~ [ yi5jats A FEJE5) Yy .
& £ &

Otrzymane rdéwnania stanowig uklad réwnand catkowych Vol=-
terry drugiego rodzaju. W celu otrzymania ich rozwiggzania
przyblizonego zastosowano metode kole jnych przyblisen zgodnie
ze schematem iteracyjnym:

Unes (4)= Uiyt //r,/éa/z/é/cﬁ f‘f/&ﬁ/f/f&—‘/%//céj
Yoos /4 / ofnyTP %1 ) (7 TP /A” (6563 3) 6 #
/ /63 (5%
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n=0, 1, 2..., przy czym przyjgto:

Volt)=31t-€)20°8), K)=(4-6) .

Przyjeto ponadto L = 0, co bedzie uzasadnione w dalszej czgs-
ci pracy. Ze wzgledu na duzg pracochtonnos¢ metody ograniczo-
no sie do trzech krokéw iteracyjnych, uzyskujac rozwigzania:

(34q)
' 49 £
v* Folyf &% Sets Lot Gyt Fe 0% +

+/ﬁ“"/ % 2%% £ - $r S et - e "2%57&‘ J-

/. § - Gellvy? - B v Bell v 45 Fo0E e et
oot fosof e Fe e (§- Bt

i - Fee et (8B Fe)t-

(- B Bl w b (E o ey vt E 4

27 //w'é"‘yi% {5+ . 7/ e i %\55/55 % (6-35/eY -

(3 - FoEe s Gttt # - Gele )yt inE

(P12 F-(2-Fele ' F (T Feret LE ]+

*d_%éo = 'J/j::’o 56’*/4’%@ g 75{70‘95"@ * “J?évé"yz“’f
fﬁ%*%& Hore- 72%_5%@{%{; - Tt e Yoty
%ﬁ{—* Lo - 7"47'/7-52,: 7%%—575153-/ 4 %g_ %g’ij%djfgz_
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4. Krytyczne wartosci obcigze-~-
nia belki

Majgc okreslone funkcje vi) 1 4%%), mozemy wygznaczyé
krytyczne wartodci obcigzenia korsystajgc z warunkéw symetrii
odksztatcenia belki, Dla x = b, tzn. dla t = 1 mamy mianowi-
cle:

(4.1) v(N)=0, Yu)-0

Po zrézniczkowaniu funkeji (3.4) 1 wykorzystaniu waruri-
kéw (4.1) otrzymujemy ukiad dwéch réwnai jednorodnych wegle-
dem U€):i Ve

A«‘/?f/ * Az 76)=0,

(4.2) Az1Ulzg + Az ¥lg=0,

przy czym /4:;;, =Aik /:w'fé‘,Z/ .

Aby zachodzila utrata statecznodci, wielkodci V7
i Pﬁﬂ musgg byé rézne od zera. Zatem wyznacznik charakterys-



- 174 =
tyceny uktadu réwnari (4.2) musi byé réwny zeru

Ay, 10 "‘1,2‘

= 0 -

[Az,v 45 2

Rozwigzujgc powyzszy wyznacznik otrzymamy niezaleine od
@’ i 1 réwnanie wigzgce wapélczynnikid’igl

(4.3)  y4fi18)+ p k) p ) =0

Obliczajgc, dla danej wartodci parametrué , najmniejszy
dodatni pierwiaatekcﬁ réwnania @13). mozemy wyznaczyé kry-
tyczng wartosé (ql), . obcigzenia odpowiadajacq danemu& . Na
podstawie zaleznosci (2.9) mamy bowiem

(4.4) Bthe = 4 /Hg}/f/é}ﬁ/a/'

Obliczenia wartosci wspétczynnika ), przeprowadzono dla
65 0,7 ‘:'0.95 .

Poniewaz
h
éﬂ-c-z—@’
b h(bp
a zbieznosé A ramienia belki

n -h (o)
1

A.
wiec zaleznosé miedzy zbieznoscig A a parametrem £ bedzie na-
stepujgca

h
/_\.=—1@' (b -€) .

Przyjecie £ = 0,7 = 0,95 odpowiada najczesdciej stosowanym
zbieznoSciom w belkach rozpatrywanego typu. Np. dla h(ﬁyL=Q1



e 175 -

Otrzym&m]'A = 0. 005 ':' 0' 03-

Wyniki obliczer wspéXczynnika statecznosci aﬁ zestawio-
no w tablicy 2.

Tablica 2.

Bog 0,7 | 0,75 i 0,8 | 0, 85 | 0,9 t+ 0,95 1
jmcondies SO Wicut. SO (ANt N S B
i

Loy b 530 0 5,31 1 5,34 | 540 | 5,47 | 5,55 W
i i : i i i

Dlaf = 1, a wigc dla belki o sta*ym przekroju, rdéwnanie
@.3) nie ma pierwiastka rzeczywistego dodatniego. Wynika to
stad, 1z réwnania réwnowagi obojetnej (2.11) traca swa waznosé
przy tej wartosSci parametruf . Korzystajac z wynikdéw uzyska-
nych w pracy [4], w ktdre] zastosowano tg samg metodg matema-
tyczng i réwniez ograniczono sig do trzech krokdéw iteracyj-
nych, otrzymamy

Otrzymane wyniki, co juz zastrzezono, dotyczg przypadku
A = 0. Odpowiada to przytozeniu obcigzenia cigg¥ego wzdXuz
0si belki. W rzeczywistosci obcigzenie to przyktadane jest
do gérnej krawedzi belki i wéwczas A = 0,5 h/1) 0. Wartosci
wspoétczynnika statecznoécidﬂ uzyskane przy uwzglednieniu
A > O bylyby mniejsze od uzyskanych przy zatozeniu A = 0, tym
samym mniejsze byXoby obcigzenie krytyczne @l)kr. Réznice sa
jednak niewielkie. Ja wykazano w pracach [3] i [4], dla
A= 0,05 - co odpowiada przylozeniu obcigzenia ciggtego do
gérnej krawedzi belki, w przypadku gdy h = 0,1 1 - spadek
krytycznej wartoéci obcigzenia wynosi 2,5 %. Dotyczy to belki
o stalym przekroju. W przypadku belki o zmiennym przekroju
spadek ten bedzie mniejszy. Poniewaz wpiyw wspé¥czynnika
na zmiane wartosci wspétczynnika s jest niewielki, pominie-
to go w te] pracy /przyjmujgc A = 0/, dzigki czemu uproszczo-
no pracochtonne obliczenia,
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Ugyskane w pracy wyniki sg obarczone pewnym bi¢dem wsku-
tek zastosowania skonczonej liczby iteracji. Z analizy prze-
prowadzonej w pracy [4] wynika, ze ze wzgledu na szybkozbiez-
noéé procesu iteracji blad ten Jest niewielki i przy ograni-
czeniu si¢ do trzech iteracji nie przekracza 5 %. Przy tym
wartoéci wspétczynnikéw statecznodci sg mniejsze od wartodci
écistych, Mozna przyjaé, Ze rdéwniez w niniejsze] pracy war-
todci wspéiczynnika dq sg mniejsze od wartoéci Bcisiych nie
wiecej niz o 5 %, °

Jak widaé z zestawienia wynikéw, mniejszym wartosciom
parametruf , czyli wiekszym zbieznosciom ramion belki, odpo-
wiadajg mniejsze wartosci wspéiczynnika statecznoécidd . Dla
rodziny rozpatrywanych belek o tych samych wymiarach h (b,

g i 1 wartoéé obcigzenia krytycznego bedzie przy obnizaniu £
malata proporcjonalnie do )i, zgodnie z wzorem (4.4) . Jedno-
czednie ze zmniejszaniem£ ulega zmnie jszeniu cigzar belki,
Stosowanie belek o ramionach zbieznych bedzie uzasadnione,
jezeli procentowy spadek wartosci obcigzenia krytycznego
wzgledem obcigzenia krytycznego belki o staiym przekroju be=-
dzie mniejszy od procentowego spadku cie¢zaru belki. Na rys. 3.
przedstawiono wykresy wzglgdnego spadku d?ql)kr obcigzenia
krytycznego i wzglednego spadkucfﬁ!ciQZaru belki w funkecji

parametrué , przy czym

Lke - L)k '
gthe = GGl gon 58—

[
(qi) xp Jest wartoécig obcigzenia krytycznego dla belki
o staXym przekroju, g’ jest ciezarem belki o staiym przekro-

Ju.

Widzimy, ze dla rozpatrywanych wartoscié, cf@l)kréiéTh

przy czym im mniejsze&f , tym wigksza réznica 3G - cﬂhy kr*
Stosowanie ramion gzbieznych w omawianych belkach jest wiegc

z punktu widzenia statecznosci sprezystej uzasadnione,
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THE STABILITY OF PLAIN FORM OF BENDING OF A UNIFORMLY
LOADED BEAM WITH A CHANGING CROSS-SECTION

Summary

In this work the author considered the problem of the
stability of a plain form of bending a two bearing beam with
a changing cross-section which was under the influence of
equally distributed uniform load, The cross-section of syme-
trical beam arms has constant width and linearly changing
height, The chosen beams had their torsional rigidity negli-
gibly small and their flexural rigidity in the plane of load
action was much bigger than the rigidity in the vertical plane.
Tt was assumed that the ends of the beam were supported in
such a way that their turn was possible only round the verti-
cal axis to the plane of load action,
The problem was solved with the successive approximation
method - starting from the differential equation of indifferent
equilibrium. Critical load values dealing with the beams with
the lengthened rectangular shape of their cross-section were
determined in dependance on the taper of beams arms,

YCTONMMVBOCTE IUIOCKO!! ®OPMH MSTVEA HATPYXEHHOM
PABHOMEPHO BAJIKY MEPEMEHHOTO CEUEHVH

Peapme

B padoTe pPacCMOTDPEHO BONPOC ycToAumBOGTH maocko? dopmm
usrpda B IBYXOMOpHOR g:m NIepeMEeHHOT'0 CeYeHHuA, HOM@DHO
HarpyxesHO#t, pachnpenesnenHo#f ciomHo# Harpyskoi, Hggepetmoe
CeYeHNE YMMMETDHYECKHX CTpeJ CaJK¥ ¥MeeT II0CT I PUEY
2 JuHeHO MepeMeHHyl BHCOTY. PacCMOTDEHO TOJNBKO CaJKE, KOTO-
THX XeCTKOCTE H& HEOCBOOONHOE CKPydYMBaHWE ABJAETCH HeBHAYH-
TespHON, 8 X8CTKOCTH M3THEOA B ILUIOCKOCTH NeACTBMA HATDYSKH
CYMECTBEHHO IIPEBHMAET X8CTKOCTE B INepPNeHNHKYJAAPHOR NIIOCKOCTH,
ggn};l.g-rga a:(r}gﬂ gom oan;m oneprg TaKVM 0o0pasoM, 9YTO X Bpa-

JVIB BO oceft, mepHeRTUKYJIADHHX - -
TH NefloTBHA HAIDYSKE. i v TR8 e



Plavy pemeHO METONOM MOCHeNOBATEIBHHX NpuOmMEeHE#, mMoib=
syAch NuDDepeHIMATBHHM YDOBHEHNAME HeATpaIbHOrO DABHOBECHHA,
KpuTvueckye SHAYEHNA HArPy30K A OAJOK C Y3KUM MDAMOYTOJE=
HHM CeveHVEM DACCUYNTAHH B 3aBYCHMOCTY OT COBNANEHAR CTDeJ

Gaymxu,
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