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i, Wstep

VW ostatnich latach moina zaobserwowal zwigkszone zaintere-
sowanie postulatami teorii mechaniki vkadéw dyskretnych. Pos-
tulaty te dla ukadéw dynamicznych holonomicznych byly sformu-
Yowane dofé dawno, przy czym jeden z najwazniejszych spoéréd
nich - sasada Hamiltona - w 1834 r., [4]. Inne postulaty mmie
wigcej w tym samym czasie. Jednakie zagadnienia réwnowaznodci
teorii mechaniki sg juz wynikami badad z czaséw péZniejszych,

a £ kolel zakres stosowalnodéci zasad mechaniki jest przedmio-
teu wielu prac wsp62czesnych., Do tego typu zagadnied nalezy
problem ognisk kinetycznych, gdyz wigze sige on z zakresem sto-
sowalnodci zasady Hamiltona. Celem pracy jest wlasnie zbadanie
zagadnienia ognisk kinetycznych w potencjalnym polu siX cigi-
kodci w poblizu powlerzchni Ziemi, Problem rozwazano na przy-
kXadzie rzutu ukosdnego, ktéry - jak sie wydaje - jJest reprezen-
tatywnym przypadkiem ruchu w wymienionym polu, a jako przypadki
szczegblne wynikaja zed rzut poziomy i swobodny spadek. Z tego
wzgledu mozna mieé nadziej¢, Ze wyniki rozwaz2ai dadzg si¢ uogél-



nié na inne podobne ruchu wywolane dzialaniem sil cie2koécis

Uprzedzajac dalsze wywody moina w uproszczeniu powiedzieé,
te wystepowanie ognisk kinetycznych w pewnym ruchn stawia pod
znakiem zapytania stosowalnodé dla tego preypadku zasady Ha-
miltona. Z tego wzgledu nie moina przeceniaé gznaczenia ros-
strzygniecia, czy ogniska w rsucie ukoénym istniejs, czy te2
nie, (choé i sam przypadek jest bez watpienia technicznie was-
ny), ale nie mosna nie doceniaé uszczuplenia gakresu stosowal-
nodci zasady Hamiltona w przypadku bardzo prostego przecies
ruchu w najprostszym spoéréd znanych w mechanice polu poten-
cjalnym., Gdyby sie bowiem okazalo, 2e w opisanym ruchu ogniska
rzeczywifcie istniejs i zasada Hamiltona nie moze byé stosowa~
na, to taki dowéd wprowadza od razu do mechaniki wgtpliwoéci
tym wigksze, im prostsze byXo zadanie, gdyZ od raszu narzuca sie
pytanie, czy réwniez w bardziej zXozonych ruchach nie naleiy
zakwestionowaé tg podatawowq_zasaﬁq_mechaniki ? I dalsze pyta-
nie = jeéli nie zasada Hamiltona, to jaki postulat teorii me-
chaniki nie prowadsi do sprzeczmosci ?

¥ ugasadnieniu wyboru tematu pracy nalézy jeazczé podkreéf-
116 role i znaczenie zasady Hamiltona jako najogdélniejszego
fundamentu mechaniki., Taka jej rola sprawia, 2ze zagsada ta jest
uwazana za niewzruszony dogmat. Dlatego nawet najmniejase'wath
pliwofci zwigzane z jej zastosowaniem powinny byé azczegélovo
badane. Taka watpliwoéé jest zawarta w stosunkowo nowej, bo
wydanej w 1971 r., pracy R.Gutowskiego [1], bedgcej przeglasdem
wepéiczesnego stanu mechaniki ukZaddéw dyskretnych i pierwssza
tego typu praca w Polsce. W pracy tej na stronie 132 - 134
autor rozwazal wZadnie zagadnienie istnienia ognisk kinetyce-
nych w rzucie ukoénym i doszedX do wniosku, se w takim wlad-
nie przypadku ruchu ogniaka wystepujg. Jakkolwiek wyraZnie nie
jest powiedziane, to przecles 2 weczeéniejszych rozwazad aptora
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wynika wniosek, 2e dziulanie Hamiltona nie jest w takim przy-
padku minimum, a sama zasada nie obowigzuje.

Intuicyjnie takie wnioski muszg budzié watpliwoéci, dowiem
wydaje sie rzeczq nieprawdopododbng, aby tak prosty ruch nie pod=
legal zasadzie Hamiltona. Réwniez i rachunek przeprowadzony
przez autora pracy [1] wydaje sie nieprawidiowy, a wyprowadzone
wnioski = niesiussne. i

Przytoczone usasadnienie wyboru tematu pracy sprawia, Ze roz-
wigzanie zagadnienia sformulowanegn wczeéniej wydaje sie celowe.

2., Charakter ekstremum dziaXania Hamiltona

Dla jasnoéci wywodu przedstawiono w skrécie zaZozenia i treéé
sasady Hamiltona.

Rogwazano dyskretny ukXad mechaniczny o s stopniach swobo-
dy, skrepowany wig¢zami holonomicgnymi. Pooienle takiego ukZa-
du jest w kazdeJ chwili czasu okreflone przez &8 wepéirzednych
uogélnionych lagrange*a qt), gdzie 1 = 1, 2 .oo, 8, 8 t Jest
czasem, Na uklad dzialaja sily uogélnione potencjalne, dla kté-
rych istnieje funkcja siX U = U(q, t) zalezna od wspéirzednych
uogélnionych i czasu. '

Ruch takiego ukladu mozna opisaé w przestrzeni zdarzed Dy,
[3], utworzonej ze wspéIrzednych q; i czasu. Kazde chwilowe
poXozenie uk¥adu o s stopniach swobody Jjest w te] przestrze=-
ni okreélone przez wapélrzedne jednego punktu, lezgce obok sie=
bie punkty krzywe] w tej przestrzeni odpowiadajg kolejnym poio=
¢eniom ukiadu dynamicznego (inne warunki, ktére musi speXniaé
przestrzer zdargef - w pracy [3)). Ewolucja w czasie rzeczywis-
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tego ukiadu dynamicznego bedzie reprezentowana w przestrzeni
D,,, ruchem, ktérego torem bedzie trajektoria bezpo@rednia rze-
csywista rys. 1 - wskutek ruchu uklad dynamiczny przemiedcii.
si¢ z poczatkowego poio=
A senia A w koficowe B,

: _ Ilus"l:racja. rysunkowa ma
sens tylko dla jedne}
wapéirzednej s = 1, na=

3 tomiast dla wigksze]

it liczby wspéirzednych ry-
~ sunek ma tylko znaczenie
. aymboliczna;

= Na 0géX ukiad dyna-

miczny rozpoczynajac ruch

Ryss 1s Ilustracja trajektorii
rzeczywiste] i pordéwnawczych w potozeniu A moze sieg

w przestrzeni sdarzed przemiedcié w poXozenie B

réwnie¢ po innych torach
kinetycznie mozliwych, np. 2 1 3 na rys; 1. Te bliskie kinetycz-
nie mozliwe tory sg trajektoriami poréwnawczymi wariacyjaymi.
Mozna je otrzymaé 2z trajektorii rzeczywiste] przez dodanie wa-
riacji wspéirzednych w nastepujgcy sposdb

(201) Ei (t)" q, (t)+ qu (t) y 1 =1, 2, ce0p 8

gdzie EJt] tworzg tor kinetycznie zmieniony - symbol ognacza
wariacje.
0 trajektoriach bezpofredniej i wariacyjnych zaklada sig, Ze s3
bliskie w sensie bliskosSci pierwszego rzqedu, a wspéirzedne qfﬂ
oraz q;(t) w katdej chwili speIniajg réwnanie naXogonych na ukZad
wigzéw geometrycznych,

Za ruch opisanego ukZadu dynamicznego jest odpowiedzialna
funkcja legrange'a w postaci
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(2.2) I-(q;. qu t) - 3(‘1;! qjo t) ~ U(‘li’ t) ’
1. 3 - 1. 2. eeoy B
(;)-%t. )

gizie E jest energig kinetyczng ukZadu.

Przyjecie funkcji Iagrange'a w postaci (2.2] jest formalnym od-
powiednikiem stwierdzenia, Ze stan mechaniczny ukXadu jest

w zupelnodci okreflony przesz wspbéirzedne i predkofci uwogélnio-
ne tzn, odpowiednio q; igqg J $ - ewentualnie réwniez czas., Utwo-

rzony s funkcji lagrange‘a funkcjonaZ
1, )
(2.3) S = _!;I‘(qi. 9 t)at

nazywa sie dzialaniem Eamiltona.

Zasada Hamiltona stanowi kryterium, ktéry z ruchéw kinetycz-
nie mozliwych jest ruchem rsecsyvla{ym Judb tez interpretujgc
ruch w przestrzeni zdarzed, ktéra trajektoria jest trajektoris
bezpoérednig. Warunek koniecsny istnienia ekstremum funkcjalu

(2.3) ma postaé :
(2.4) | §s = _{‘:SI-(q-‘. 9, t)jat =0

i wyrasa zasade Hamiltona, ktérg sZowami moina wyrazié nastepu-
Jaco :

Spoéréd bliskich trajektorii mozliwych przechodzgcych w chwie-
lach ¢, 1 t, przes te same punkty w przestrzeni gdarzed trajek-
torig rzecsywisty ukZadu mechanicznego holonomicznego obeigzonew
go silami potencjalnymi jest taka trajektoria, na ktérej dzia-
Zanie Hamiltona ma wartoéé ekstremalns,

Tak sformulowany zasade mozna uwaiad sa postulat teorii me-



chaniki odpowiednich ukZadéw dynamicsnych.

Jednakie sasada Hamiltona nie stanowli rostrszygnigcia, csy
ekstremum dziaXania jest maksimum csy minimum. Aby sbadaé cha-
rakter tego ekstremum oblicza sie plerwszg wariacje dszialamia,

tzn,
‘53 - fgn(qi.’ "ljt.tJdt =

(2.5) Y 5
.J'(—i'— 5, +-§i—'- $6.at) 5 L=, 2 ceey 8y
L 1

gdzie powtérzenie wskaZnika tu i dalej oznacsza zastosowanie
konwencji sumacyjnej. Tutaj nalesy zaznaczyé, Ze wariacje¢ funk=-
cjonaiu oblicza sie bez wariacji cszasu, gdy: ta ostatnia ozna-
cza jak wiadomo przyrost wartodci funkcjonaXu pochodzgcy od rue
chu unoszenia wigzéw, a ruch ten 2z kolel nié ma wpiywu na ware
toéé przesunieé wirtualnych ukzadu.

, Biorgc za punkt wy;jécia_'pi'emzq wariacje ( 2.5) oblicza sie
g kolei drugg wariacje dzialania Hamiltona. Wariacj¢ t¢ bedg
tworzyé drugie wyrazy rozwinigcia w szereg Taylora funkcji L.

¥ wyniku otrzymuje sig :

-~

i

» 1 (4 9% JL
65 'EJ{: ( Sa; Saj + ? 24, og §q; Sqj +

: 0q; q
(246) <
h + —g%mj 5q; ,qu)dt
Poniewaz : )
Sa=| falsa[=] (4 (Sa)lar o [euar] = flee +)
ty i (M
gdzie
B |nex &3




jest najwigkszg wartofcig wariacji predkoéci uogélnionej w
przedziale czasu t‘- t:' to wobec tego wyragenie :

qu| 'ﬂ(t.- t,)

mozna zmniejszajgc przedszial czasu uczynié dowolnie maiym. Tya
samym dowolnie malg wartodé moze przyjaé suma dwéch pierwszych
caXek wchodzgcych do drugiej wariacji C? S. Mamy bowiem :

I3 m("".& Ja;dq; + 2%— J; 3at =
1 ; % 6.
-34 E%LTJ da; *25-?311_3 J4j) Sq;at =

-%ﬂ(‘bz- tJ.J:.Qq qu ch + 2 9 3 .)d‘l‘:&

Przy t,~- t—=0 réwnies =0, a zatem o snaku drugiej wariacji
decydowaé bedsie juz tylko wyrasenie s

L1t 0% ¢ |
(257] 0s -'Ef m‘ 9% qu dt .

Poniewas miedsy funkcjg Iagrange®a i pedami uogdélnionymi p‘
jest swigszek, (4] 3

a g kolei migdsy energig kinetyczng i pedami, I4] ’

9IE
Qq P’_ ]
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to wobec tego mozna napisaé ¢

Za pomocg tej saleznodci wartodé giéwng drugiej wariacji
(2.7) mosna przedstawié w postacd s

Jq &iJ at .

1
; % o

ty
Mozna okazaé, Ze wspéZczynnik 3

Jx
04,94

sg réwne wspéZczynnikom a funkcji energii ukiadu sapisanej
w formie kwadratowe] postaci, [4] 3

§ 5o e s .
(2.9) E=78jqq+dgse.

¥ynika to 2 przeksztalced

oraz 3

27 O (9% u 2
24, 99 aq.(eq,J gﬁf (a9,  vy)= aij

Poniewas energia kinetyczna.jest formg dodatnio okredlons,
wobec tego dla funkcji podcaikowe] (2.3) stuszna jest nierdw-
noéé 3
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Tym samym stuszne jest réwniez stwierdzenie, zc :

(2.10) s ':-f: (§q;)at o .

z (2.10) wynika, ze dla dostatecznie malego przedzialu czasu
dziatanie Hamiltona na trajektorii rzeczywiste] przajmuje war-
toéeci minimalne w poréwnaniu z wartodciami na trajektoriach

wariacyjnych kinetycznie mozliwych.

3, Zagadnienie ognisk kinetycznych w przypadku ogélnym

Poprzednio stwierdzono, 2e w dostatecénie maiym przedziale
czasu é?S) 0. Teraz bedzie chodziXo o zbadanie przypadkéw,
kiedy taki warunek ma miejsce.

W tym celu bierze sige pod uwage czg¢éé trajektorii rzeczy-
wistej A, B jak na rys. 2. Przypudémy, 2e g punktu A, mozna
poprowadzié inng trajektorie rzeczywists, taka se :
= druga trajektoria jest nieskoriczenie bliska pierwszej,

- kat miedzy obu trajektoriami jest na caXej diugodci nieskod-
csenie maly,

- ruch po obu trajektoriach odbywa sig w tym samym przedziale
czasu t,- t,.

Jeéli przy takich zalozeniach druga trajektoria przecina
sie po raz drugi z pierwszg np. w punkcie B(rys. 2 a] , to
punkt B naszywa siq ogniskiem kinetycznym punktu 1{, Jud pune
ktem sprzesonym z A, . W ognisku kinetycznym B druga wariacja
dziatania Hamiltuna



(5-1) (S,S =0,

a zatem dzialanie nie jest ani maksimum, ani minimum,
8/ b/

3! g

T Py F oo s s

Rys. 2. Mozliwe polozenia ognisk kinetycznych na trajektoriach
rzeczywistych

Jezeli punkt koricowy A, trajektorti rzeczywistej ley pod
ogniskiem kinetycznym B, wtedy na trajektorii rzeczywiste] A‘Az
dziaZanie Eamiltona osigga minimum (z wykluczeniem punktu
A= B),

Jezell punkt koficowy A, trajektorii rzeczywistej znajduje
sie w punkcie B lub poza nim (rys. 2 b] , wtedy dziatanie Ha=-
miltona nie jest ani maksimum, ani minimum,

Obecnoéé ogniska kinetycznego na torze rzeczywistym ozna-
cza, 2e przy ruchu punktu reprezentujgcego w przemx't;r:m-ni.lJi.1
z chwila przekroczenia ogniska ma miejsce warunek (3.1), a za=-
tem ruch nie podlega juz zasadzie Hamiltona, Sytuacje, gdy
dziazanie nie jest ani{ maksimum, ani minimum moina w warunkach
statycznych przyréwnaé do chwiejnej réwnowagi ciata. Biorgc
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najprostszy przypadek takiej réwnowagi - cigika kula podparta
w najwyzszym punkcie inna powierzchnig kulista utrzymuje réw-
nowage chwiejng, po utracie ktérej zapoczgtkowanie ruchu nie
jest zwigzane z jakimkolwiek wyréznionym kierunkiem. Wszystkie
kierunki staczania si¢ kull sg dopuszczalne i mozliwe,
Podobnie ukXad dynamiczny osiggajgc ognisko kinefyczne mo-
se zapoczgtkowaé ruch, ktérego nie da sie z géry przewidzieé,
Interpretujac taki ruch w przestrzeni zdarzer mozna powie=
dzieé, 2e po asiaggnigciu przez punkt reprezentujgcy ogniska
kinetycznego kazdy dowolny ruch staje sie¢ mozliwy. Graficzng
ilustracje takiej sytuacji przedstawiono na rys: 3, gdzie po-
cgawszy od ogniska B
g . dalszy ruch jest mozliwy
po réznych trajektoriach,
np. 1 = 5.

Mozna zatem stwierdzié,
z2e obecnoéé ogniska kine=
tycznego w pewnym ruchu
ma daleko idace skutki,
Oprécz tego, %¢e ruch nie

R, podlega zasadzie Hamilto=
¢ na dochodzi element caZ-
Rys. 3. Graficzna ilustracja kowite] przypadkowosci
przestrzeni zdarzerd ruchéw
mozliwych po osiggnieciu w kontynuowaniu ruchu po
ogniska kinetycznego przekroczeniu ogniska ki-

retycznego, Tutaj z cals
mocg ujawnia sig fakt, ze w takim przypadku nie mozna polegaé
na zasadzie determinizmu mechanicznego, uwasanej za pewnik od
czaséw Newtona 1 lagrange®a. Zasada ta polega jak wiadomo na
tym, 2e znajac stan mechaniczny ukzadu w chwili poczgtkowe],
na ktéry sklada sie znajomosé wszystkich poXozed i predkosci
uogélnionych przy t = 0, oras znajgc siXy obcigzajgce ukad



mogna w sposdéd jednoznaczny prsewidsieé przyszle losy tego
uk2adu, Z przytoczorej dyskusji na temat ognisk kinetycznych
| widaé, 2e w przypadku obecnodci takich ognisk brak jest jedno-
znacznodci co do przysziofci ukZadu. a zatem nie obowigzuje
zaréwno zasada Hamiltona, jak i zasada determinizmu mechanics-
negoe.

Podobnie ma sie¢ rzecz przy badaniu pewnych ukXadéw nieholo-
nomicznych, ale te problemy wykraczajg poza zakres pracye

Przedstawione tutaj rozwasania zwigzane z ogniskami kinetycz-
nymi majg charakter geometryczny i tylko opisowo stwierdzaly,
kiedy ma miejsce minimum dziaXania Hamiltona, ale nie rozstirzy-
gaja, czy na pewnej trajektorii rzeczywiste] ogniska kinetycz-
ne istniejg, czy tez nie. Précz tego rozwazania te nie dajg
sposobu na efektywne wyznaczenie takich ognisk. Ten problem
nie jest w literaturze dostatecznie rozpracowany i dlatego
kazde zagadnienie wymaga indywidualnego podejécia, jakkolwiek
mozna znaleZé préby (ﬁp. w [é]) ogélniejszego potraktowania
sposobu wyznaczania ognisk kinetycznych. Prébe taka réwniez
podjeto w dalszej czedci pracy.

4, Rozwigzanie szczegéicwe zagadnienia ogniska kinetyczne=-
go w rzucie ukoénym

Parametryczne réwnania takiego ruchm majg jak wiadomo pos-
taé :

qtn vot COo3 ’
(421) B
q." Vot Bin, = 'g-

»
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gizie wspblrzedne q . 1 a4, oraz warunki poczgzkowe :

q, (0)=0 ;

('[‘ [O) = V,C08

(4.2) ,
q,(0)= v,8ina 3 q, (0)=0,

gagnaczono na rysunku 4,

Rogpatrywany ukzad
jent swobodny i ma dwa
stopnie swobody.

Eierujgc sig¢ oméwio-
nymi wezesnle] ogdlnymi

wskazbéwkamo pozwalaja-
—_—

// cymi na stwierdzeale
1’6 istnienia ognisk kine-
o e tycznych utworzono prze-
: Q_: de wszystkim ruch zmie-
Rys. 4. WspbéZrzedne uogélnimin niony kinetycznie moze-
iomn Possgikous TR G liwvy traktujac ruch o=

pisany réwnaniami (4.1)
jako ruch pierwotny rzeczywisty: Majgc na uwadze, by rézinice
wartoéci wspéirzgednych na obu wymienionych trajektoriach oraz

by réinice migdzy pochodnymi obu trajektorii na caej diugosci
byly male wprowadzono gmieniony ruch rzeczywisty nadajgc pewne
wariacyjne przyrosty poczgtkowym pa.rametrom ruclm weding przy-
porzgdkowania

(4.3) Vo—eVot OVo Ora% ol—eol + Sot
PTak utworsony ruch zmieniony bgdzie rdéwniez ruchem rzeczy=

wistym, giys przy realizacji rzutu nie ma ogranicred dla pred-
kodeli v, ani kata rzuta » . Bliskosé trajektorii zmienione]



zapewnia wariacyjny przyrost parametréw,
Parametryczne réwnania ruchu smienionego bgdg dalej ozna-

czane przes gq, i Etinadq postaé @

'E;"- (v, + v, )t coslec +Sx) s

4l 2
3t ﬁ'a-(v, + (Sv,]t sin (x +(5-c)-£;— o

Z kolei rdéwnania f4.4) prreksztaXcono tak, aby wspéirzedne
ruclm zmienionego :l'; przedstawié sa pomocg wspéirzgdnych ru-
chu pierwotnego i pewnych wariacji wepéirzednych - tak jak
jest zapisana relacja (2.1) » W tym celu (4.4) rozwinieto jak
nizej : By

q = v,t cos, cos S.C - Vot singy sin Sx *

+ S Vot cosy coaS‘ - Svot sin sin 5.

<
(4—.5) q = vot sin cos S,c + Vot cos sin Soc +
+ évot sin_. coa&t + 5vot cos 8in &-
o ,

b

Fankcje trygonometryczne zawierajgce wariacje & rozwinig-
to w szereg Taylora wokéX punktu 0, zatrzymujgc w roszwinigciu
wyrazy stopnia zerowego 1 pierwszego. Zatrgymanie tych wyrazéw
rozwinigecia Jest pc;dyktowane potrzebg zapewnienia ruchowi zmie-
nionemu w stosunku do podstawowego bliskosci plerwszego rzedu,

W wyniku tych operacji otrzymano :

;‘- vot cosy = vt sing S-c + évot cos )

(4.6) % 2 _
q,° Vot sing - % + vt ccm.;s.C + Jvot sin ¢
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Jest widoczne, %2e w réwnaniach (4.6_) wystapily teraz w sposéb
jawny réwnania ruchu podstawowego i w ten sposéb zwigzki te
mosna teraz napisaé w postaci :

™
L

(4.7) i q,= 9 Vot 8ing S + &Vot cosx
g E,." q1+ vot cos L CS:: +* JTot Binee o

-

Zagadnienie istnienia ognisk kinetycznych moZna teraz roz-
strzygnaé, analizujgc réwnania (4.7] B

Mianowicie na to, aby trajektorie obu ruchdéw przecinaly sie
po upiywie takiego samego czasu t, potrzebne jest rdéwnoczesne
speinienie ukXadu réwnai :

(s.0) -voteing S, + dvot cosx =0 ;
4.8 3
Vot coaé,c + .:5.7,,1; sing =0 ’

gdyz tylko wéwczas E’- q, oraz 1'1;-
Wobec niezaleznofci od siebie wariacji kata i predkosci

‘garéwno pierwsze jak i drugie réwnanie (4+8) beazie speinione,
Jezell kat ,, bedzie speiniaX jednoczeénie ukXad rdwnai:

(4.9) sin = 0 oraz cos o0 = O.

Jest widoczne, %e zadne z rozwigzad pierwszego rdéwnania
(4.9) » ktére ma postaé

~ \
.{'pnﬂ ? n-1, Lo Ji sanew iy
nie pokrywa sig z sadnym z rozwigzai drugiego rdwnania (4.9) ’
bowiem te ostatnie majg postaé

(
:- H n-l. 2y 39 escce o



Uk2ad réwnad (4;9) nie ma zatem wspélnych rozwigzad i jest
wobec tego sprzeczny. Tak samo sprzeczly jest ukiad ( 4.8}
glys réwnania (4:;9) stad wladnie pochodz3s
" Jedli tak, to mozna sformulowaé wniosek, se trajektorie
bliskie q; oraz E; wyrasone odpowiednimi réwnaniami (4;‘1]

1 (4:7) nie maja na caXej dZugodci zadnych punktéw wspélnychs
Wobec tego dla poczatkowego punktu O trajektorii nie ma pune
kXtu sprzeionego, czyli ze w rozpatrywanym ruchu ogniska nie
istniejg na 2adnej trajektorii rzeczywistej.

Zagadnienie ognisk kinetycznych ma wige w tym przypadku
rogwigzanie negatywne, ale wladnie wtedy pozostaje w mocy za-
sada Hamiltona oraz zasada determinizm mechanicznego.

Jako dowdd poprawnoéci przedstawionego rozumowania i rachun-
ku moins przedstawlé ih.ne - interesujgce jJak si¢ wydaje - roz-
wazania, ktére réwniez wykluczajg istnienie ognisk kinetycznych
w rozpatrywanym ruchu,

' Uwazajmy mianowicie w réwnaniach (4.1] za zmienny parametr

kat rzutu .+ przy réwnoczesnym dopusszczeniu zmiennofci czasu

t, ale utrzymaniu staXodci v, . Rugujge w tych réwnaniach kat o

dbochodzi sig¢ do rdéwnania
2 - 2

(4;10] q, +( q+ %} - 7:1;‘-.

Jest to réwnanie okregu o zmiennym w czasie poZozeniu srodka

i zmiennym promieniu, Okregi takie dla dwéch réinych chwil

czasu t, i t, przy czym t,) t, pokazano na rys. 5. Réwnania

tych okregéw majg odpowiednio postaé

~
)

o (o B 2L
(4211) i Al e
q‘ +(qz+ %—‘) = v, t,
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Rys. 5. PoXozenia wyrzuconych ukoénie punktéw przy réi-
nych kgtach rgutu i dwéch réznych chwilach czasu

2 réwnai tych wynika, Ze wspéirzedna qloérodka okregu jest
w dowolnej chwili czasu réwna :

X
qlu 2
i zmienia sie, jak wspéirzedna punktu: przy swobodnym jego spad-

ku, natomiast druga jego wspéirzedna q,,= O. Promied okregu
zmienia si¢ w cszasie wedlug réwnania :

r=v,t ,

czyli okrgg rozprzestrzenia sig w czasie ze stals predkodcig
réwng poczgtkowej predkodci rzutu.

Poniewaz ognisko kinetyczne = o ile istnieje - musi byé
osiggnigte przy ruchm po dwéch bliskich trajektoriach w tym



S8k

samym czasie, wobec tego na podstawie analizy rysunku 5 oras
réwnard (4.11) mozna stwierdzié, Ze w rogzpatrywanym ruchu og-
niska nie istniejg, gdyz niewielka zmiana kgta rzutu powodu-
je, 2e punkt znajdzie sie¢ w bliskim, ale nie tym samym miejg~
cu na okregu o réwnaniu (4.10) . Poszczegélne punkty tego
okregu sg bowiem miejscami, do ktérych ruchomy punkt przybywa
w tym samym czasie t. '

Jakkolwiek powysszy dowdd wykluczajacy istnienie ognisk ki-
netycznych podano tylko w przypadku zmiennodei kata rzutu, to
jednak Xatwo mozna: zauwazyé, Ze zmiana predkoéci poczgtkowe]
rzutu nie spowoduje jakodciowej zmiany przebiegu ruchu. Po
prostu promieri okregu bedzie mieé wigkszg lub mniejszg wartosé,
ale charakter ruchu po trajektoriach zostanie taki sam, To
stwierdzenie staje sie¢ oczywiscie, jedli zwasy sie¢ 2e pregdkoé-
c¢i v, wchodzg do réwnai (4.1) zachowujac addytywne wXasnoéci
tych réwnari; '

Przedstawione dwa dowody dotyczgce istnienia ognisk kine-
tycznych w rzucie ukoénym mozna wigc uwazaé za rozwigzanie
zagadnienia sformulowanego we watgple pracy.

5. Préba sformuZowania warunkéw pozwalajgcych na wyznacge-
nie ognisk w prazypadku ogélnym

Opierajgc sie na otrzymanych wynikach podjeto z kolei pré-
be uzyskania warunkéw pozwalajgcych na wyznacgenie ognisk ki-
netycznych w przypadku ogélnym - bez wigzania sposobu z okred=-
lonym £ géry ruchem,

ZaXozono, ze ukiad jest zachowawczy 1 jest skrg¢powany wig=
zami holonomicznymi skleronomicznymi, Nie zmniejszy sig ogdl-



noéci rozwazahd jeéli przyjaé, ze w chwili poczgtkowe] t, = O
warunki poczatkovwe maja postaé q‘(O) = 0.

Postuzono sig¢ tutaj metods podobn3 do zaproponowanej przez
Inriego w pawll r9]

Zadanie polega na znalezieniu ogniska kinetycznego sprig=-
zonego z polozeniem poczgtkowym qi(o)- 0, o ile ono istnieje.
Ruch scharakteryzowanego wczeéniej ukXadu mozna okreélié

réwnaniemi :

1 1 ’
ql (t)- q‘ (t’ p". pz’ essay P5)- q;(t' Pj) H

(5.1)

1. j = 1, 2’ esoeyp 8 »

gdzie pJ" s3 pedami uogélnionymi w chwili ¢4 = O.
Jeéli w chwili t, ukXad dynamiczny osiggnie ognisko kine-
tyczne, to wéwczas wspéirzedne beda rdéwne

g
(5.2) q, (t:)= q.(t, 2j)
Nadajac pedom poczatkowym p! przyrosty dp! tworzymy bliska
trajektorig rzeczywisty w ruchu zmienionym :

Ei (t’ p:) ¥ CgP:o pi * JP: ssss *+ p: + (g p:-
(543) )
= R ts PJ + KSP‘l)

WspéIrzedne (5.3) trajektorii ruchu zmienionego rozwijany
w szereg Taylora zatrzymujac czesé gidéwng oraz wyrazy liniowsz,
Bedzie wéwczas :

= § C_4 i 1
q. (t p; + OP'}' q.(t p-]+ r D ¥ seceae
(5.4 i At i A T

1,3-1.2’500'8 »
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gisie kropki oznaczaja wyrazy drugiego i wyzszych rzeddw,
Jeéli przy cigglym wzrofcie czasu w chwili t ukXad osigg-
nie ognisko kinetycszne, to bedzie to oznaczaé, ie trajektorie

obu ruchéw sie przecinajg, tzn.
(5‘5) q(.’tx)' E;(t:) ’ -1 =1, 2, 3, ceey B
Wowcsas 2 pordwnania (5.1] i (5.4} wynika, ze

4,

{ "
D JPJ'"'O-_ 1, J =1, 2, ceey 8

(5.6)

dla kazdej wspéirzednej q: &
UkZad réwnai (5.6) po rozpisaniu ma postaé :

ﬂ@‘h ('1 9‘14 . _ a0 ¢
m ovpg ch CSP ess (SP =0

*
¢ @p; 5

,aqz {g . P9, 51 311 ¢4
—5';-, o +m P, + +00 +"§? c,-ps = 0 3
”

(5.7) Qo":o---o.--..s--...-o

e @ @ > & ® o s @& * * - s @8 L] "~ 8 ®* @ @

r ». .t
(DQ5 c'.]r' 4 dqb 5 { (;“!s CS" { a
G m— * aa . - =
,/)p: P, .'ap: P, . L'E’; P .

Ten uk¥ad réwnai ma niezerowe rozwis« nia wzgledem przy-
4
rostéw 5 p, tylko wtedy, gdy jakobian
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@a, na,
@p: .............@p;

(5.8) Alt) = =0

..“...0...

Qqs _.”0‘14
OP: ®fecscd000RS gp:

jest réwny zero. Wynika to z faktu, fe uked réwnah (5.7)
jest jednorodny i warunkiem na to, by miaX nietrywialne roz-
wigzania jest, aseby wyznacznik charakterystyczny byX zerowy.

Speinienie warunku (5;8) osnabsa, ze punkt reprezentujgcy
w przestrzeni zdarzed uklad dynamicezny moZe sig przemiescié
2 poXozenia poczgtkowego do pewnego innego zaréwno po rzecsy-
wiatej trajektorii podstawowe] :

1
q.= qi(ta PJ} H 1, J = 1,2, coey 8

oraz po bliskich poprzedniej rzeczywistych trajektoriach
zmienionych : '

~ i
qi-q.i,(t' p; ¢ CSP} H i, I =1, 2, 0y Se

Trajektorie te spotykajg si¢ w pewnym punkcie B, punkt ten
jest zatem ogniskiem kinetycznym osigganym przez punkt repre-
zentujgcy w chwili czasu t,- speinia bowiem warunki okreslajg-
ce ognisko kinetyczre,

Jeseli jakobian (5.8 jest réwny seru, to uklad réwnad
(5.7) ma nieskoriczenie wiele rozwigzai - czyli trajektorii
bliskich 1 rzeczywistych jeat nieskolicgenie wiele, przy czyn
wazystkie spotykajq sig¢ w ognisku kinetycznym.

Jeseli jakobian ten jest régny od zera, to ukXad (5,7 nie
ma wcale roswigzad i wobec tego w danym ruchu trajektoria rze-



czywista nie zawiera ognisk kinetycznych, a dzialanie Hamilto-
na jest minimum ra caiej trajektorii.

Przedstawiony wyzej sposéb ogélmy wyznaczania ognisk zasto-
sowano jesgeze do rozwigzanego wczedniej zagadnienia szczegblo=
wego.

Mianowicie osznaczajgc mase wyrzucanego punkiu przez m moZna
na podstawie réwnai (4:1) napisaé pedy uogélnione w postaci

[

p1- m V,C08,2 H

(5.9) d
p,=m Vo8in, = mgt

L

Pedy te w chwili poczatkowej sgq réwne

(5.10) <

9q

pi(O)- m V,C08.¢c
1
1

P (O}- m V,8inoe .

-

Wspéirzedne uogélnione wyrazone przez pedy poczgtkowe bgdg

teraz : "
4
tp,
ql.- o ’
(5°11} S 4 2
tp, gt
q;_- m T 2 3
Tworzymy Jjakobian
Y Da,
: 85 QP 4 2
(5.1ZJ t = = m -!
Qq, AL . “Z4$0
‘ —
PP 2P, =~ Y
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ktéry jest rézny od zera dla kazdej chwili czasu z wyjgtkiem
t,= 0, ale polosenie odpowiadajgce tej chwili byZo wykluczone.
Czyli i tutaj otrzymuje sig potwierdzenie sXusznoédci rozwigz-
zad poprzednich,

6. Koficowe wnioski i uogélnienia

W podsumowaniu rozwazal mozna stwierdzié, Ze postawione za=-
danie rozstrzygniecia, czy w rzucie ukoénym istniejz na tra-
jektorii rzeczywiste] ogniska kinetyczne, czy nie - zostalo
trzema sposobami rozwigzane, a sposoby dowodu nie powinny due-
dzié watpliwodci. Dokonujgc krytycznej analizy tego samego przy-
padku rozpatrywanego przez prof, R.Gutowskiego, [ﬂ , nalezy
stwierdzié, ze tam autor wzigl za ognisko kinetyczne punkt
przecigcia sie¢ dwéch trajektorii - ale taki punkt - ktéry wa-

runkéw ogniska nie speinia. (HENGGGGGGGEND
D T -2 j ok torie rzutéw wykonanych z tymi

samymi predkodciami, ale pod rdéinymi katami przecinajs sig,
fcys. 6), lecz nie sq to ani trajektorie bliskie, ani tez punkt
przeciecia nie jest osiggalny na obu trajektoriach w tym samym
czasie, Zatem poglad, 2e punkt przecigcia sig takich trajektoril
jest agniskiem kinetycznym jest bigdny. To przecinanie sig tra-
jektorii wynika przeciez z faktu, se dwa rzuty, z ktérych jeden
jest wykonany pod katem oL , a drugi pod katem 30~ majg taki
L RIS RS R R SRR
TSRS

Uzyskane wyniki badai nad rzutem ukoénym moina uogﬁinié réwe
niez na ruchy pokrewne, jak poziomy i swobodny spadek, bowiem .
te ostatnie s3 szczegélnymi przypadkami pierwszego. Miarowicie
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rzut poziomy
traktowaé moi-
na jako rzut u-
koény od chwili
osiggnigcia przez
punkt najwyzsze-
go poZozenia na
torze. Nieznacze
nej zmianie ule=-
gaja tylko war-
toéci liczbowe

ry warunkéw poczjte

Rys. 6. Przecinanie sie trajektorii Kowyeh Sakiago
ruchu przy réznych rzutach nie zwig- ruchu. Swobodny
zane 2z 1atnienieg_ognisk kinetycznych spadek jest dal-

82ym UpProszcze=
czeniem popfzednich ruchéwe

Uogélniajac rozwazania mozna wigec powiedzieé, Ze w réinych
przypadkach ruchu punktu w polu sit cigzkosci ogniska kine-
tyczne nie wystepujg i na wszystkich trajektoriach rzeczywis-
tych takich ruchéw dzialanie Hamiltona jest minimum, a sama za-
sada pozostaje w mocy.

W uzupeinieniw: uogélnienia mozna dodaé, ze skuteczna prazy
rozstrzygnieciu o istnieniu ognisk moze by¢ rdéwniez metoda
przedstawiona w punkcie 4., Jej zalets jest duza prostota, choé
zastrzec sie nalezy, %e metoda ta nie jest dostatecznie spraw-
dzona, Takie zastrzesenie wyrata réwniez surie, [2].
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Streszczenie

Praca .zawiera rozwiazanie gzagadnienia wystepowania ognisk
kipetycznych » rzucie ukosnym i pokrewnych. Po zdefiniowaniu
~wigzanych z tematem pojec i naszkicowaniu odpowiedniej teorii
rozpatrzono zagainienie szczegdéiowo. W wyniku rozwazad pedanc
dowody wykluczajace ictnienie takich ognisk na rzeczywiste]
trajektorii punkiu. Dowody sg oparte na szczegéowe] anzlizie
otrzymanych w pracy rozwigzai. Tym samym wykazano, ze rozva=
trywane ruchy podlegalyq zasadzie Hamiltona, gdyz dziazanie
podczas ruchu jest na calej trajektorii minimum, Wykazano, Ze
dowéd istnienia ognisk przedstawiony w jednej z cytowanych
prac jest bledny. W koncowej czgécl pracy podjgto prébe uogdl~
aienia sposobu wyznaczania ewentualnych ognisk réwniez w ianych
przypadkache



